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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό σελ. 133 

Α2. Σχολικό σελ. 51 

Α3. Σχολικό σελ. 185 

Α4.   α) Λ 

 β) Σ 

 γ) Σ 

  δ) Σ 

  ε) Λ 

ΘΕΜΑ B 

Β1. Πεδίο ορισμού 

g

f

x 2 x 2x D x 2 x 2
x 2 0 x 2g(x) D x 2 1 1 x 2 0
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άρα Dfog=(2, +∞) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

(fog)(x) f(g(x)) f x 2 1 2ln x 2 1 1 2ln x 2 ln x 2 ln x 2= = − + = − + − = − = − = −

Τελικά  h(x) = ln(x – 2)  , x∈(2,+∞) 



Β2. h(x) = ln(x – 2), x∈ (2, +∞) 

h συνεχής στο (2, +∞) και  

h΄(x) = 1
x−2

 (x – 2)΄= 1
x−2

 , x∈ (2, +∞) 

Είναι h΄(x) > 0, για κάθε x ∈ (2, +∞), άρα h ↑ (2, +∞), είναι 1 – 1 άρα αντιστρέφεται. 

Λύνω h(x) = y ⟺ ln(x – 2) = y ⟺ x – 2 = 𝑒𝑒𝑦𝑦 ⟺ x = 𝑒𝑒𝑦𝑦 + 2 

Πρέπει x ∈ Ah ⟺ 𝑒𝑒𝑦𝑦 + 2 > 2 ⟺ 𝑒𝑒𝑦𝑦 > 0 ισχύει  

Άρα ℎ−1(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 2, x ∈ ℝ 

 

B3. lim
x→2

(h(x) · f(x)
x−2

) = lim
x→2+

[ln(x − 2) · 2ln (x−1)
x−2

]  

Θέτω u = x – 2 
u>0
�� x = u + 2 

lim
x→2+

u = lim
x→2+

(x − 2) = 0 , u → 0+ 

Οπότε το όριο γίνεται : lim
u→0+

[lnu · 2ln (u+1)
u

] 

· lim
u→0+

ln (u+1)
u

 
0
0
=

DLH
lim
u→0+

1
u+1

 = 1 

· lim
u→0+

lnu = – ∞  

Οπότε το όριο γίνεται :  

2 lim
u→0+

lnu · lim
u→0+

ln (u+1)
u

 = 2(– ∞)1 =– ∞ 

 

ΘΕΜΑ Γ  

Γ1. 

𝑓𝑓:ℝ → ℝ    𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
𝜅𝜅𝑥𝑥3 + 𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑥𝑥2 + 1

   𝜅𝜅, 𝜇𝜇 ∈ ℝ 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

𝛪𝛪) 𝛢𝛢𝛢𝛢 𝜅𝜅 ≠ 0 lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

𝜅𝜅𝑥𝑥3

𝑥𝑥2
= lim

𝑥𝑥→ +∞
𝜅𝜅𝜅𝜅 = �+∞, 𝜅𝜅 > 0

−∞ , 𝜅𝜅 < 0 

ά𝜌𝜌𝜌𝜌 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾 𝜅𝜅 ≠ 0 𝜂𝜂 𝐶𝐶𝑓𝑓 𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 έ𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒 𝛼𝛼𝛼𝛼ύ𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇. 

𝛪𝛪𝛪𝛪) 𝛢𝛢𝛢𝛢 𝜅𝜅 = 0     lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  lim
𝑥𝑥→+∞

𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑥𝑥2 + 1

= lim
𝑥𝑥→+∞

𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑥𝑥2 �1 + 1
𝑥𝑥2�

= 



lim
𝑥𝑥→+∞

1
𝑥𝑥
∙ lim
𝑥𝑥→+∞

𝜇𝜇

1 + 1
𝑥𝑥2

= 0 ∙
𝜇𝜇
1

= 0 

ά𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜂𝜂 𝑦𝑦 = 0 𝜀𝜀ί𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈 𝜊𝜊𝜊𝜊𝜊𝜊𝜊𝜊ό𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈 𝛼𝛼𝛼𝛼ύ𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏 𝐶𝐶𝑓𝑓 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 + ∞. 
Ά𝝆𝝆𝝆𝝆 𝜿𝜿 = 𝟎𝟎. 

𝛾𝛾𝜄𝜄𝜄𝜄 𝜅𝜅 = 0, 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
𝜇𝜇(𝑥𝑥2 + 1) − 𝜇𝜇𝜇𝜇2𝑥𝑥

(𝑥𝑥2 + 1)2  

𝜂𝜂 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 𝜀𝜀𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑έ𝜈𝜈𝜈𝜈 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏 𝐶𝐶𝑓𝑓𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝑥𝑥 = 0 ά𝜌𝜌𝜌𝜌 𝑓𝑓′(0) = 1 ⟺ 𝝁𝝁 = 𝟏𝟏 
 

Γ2.  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
𝑥𝑥2+1

  , 𝑥𝑥 ∈ ℝ 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥2 + 1 − 2𝑥𝑥2

(𝑥𝑥2 + 1)2 =
1 − 𝑥𝑥2

(𝑥𝑥2 + 1)2  , 𝑥𝑥 ∈ ℝ 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0 
⟺ 1 − 𝑥𝑥2 = 0 ⟺ 𝑥𝑥 = ±1 
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) > 0  
⟺ 𝑥𝑥 ∈ (−1,1) 
 

x -∞        -1           1                  +∞ 

f΄(x) -          + - 

f 
 

 

 

 

H f ↑ [−1,1] ,𝑓𝑓 ↓ (−∞,−1], [1, +∞) 

𝛨𝛨 𝑓𝑓 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋ά𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏ό 𝜀𝜀𝜀𝜀ά𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1 𝜏𝜏𝜏𝜏 𝑓𝑓(−1) = −
1
2

 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅  

𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏ό 𝜇𝜇έ𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 1𝜏𝜏𝜏𝜏 𝑓𝑓(1) =
1
2

 

Σύνολο τιμών 

𝛥𝛥1 = (−∞,−1],  𝛥𝛥2 = (−1,1), 𝛥𝛥3 = [1, +∞) 
𝑓𝑓 𝜎𝜎𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐ή𝜍𝜍 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾ί𝜔𝜔𝜔𝜔 𝜑𝜑𝜑𝜑ί𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝛥𝛥1 

ά𝜌𝜌𝜌𝜌 𝑓𝑓(𝛥𝛥1) = �𝑓𝑓(−1), lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = �−
1
2

, 0� 

𝑓𝑓 𝜎𝜎𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐ή𝜍𝜍 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾ί𝜔𝜔𝜔𝜔 𝑎𝑎ύ𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝛥𝛥2 

ά𝜌𝜌𝜌𝜌 𝑓𝑓(𝛥𝛥2) = �𝑓𝑓(−1),𝑓𝑓(1)� = �−
1
2

,
1
2
� 

𝑓𝑓 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎ή𝜍𝜍 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾ί𝜔𝜔𝜔𝜔 𝜑𝜑𝜑𝜑ί𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝛥𝛥3 

ά𝜌𝜌𝜌𝜌 𝑓𝑓(𝛥𝛥3) =  ( lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(1)] = �0,
1
2
� 

Αφού:  



lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 1

= lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥
𝑥𝑥2

= lim
𝑥𝑥→+∞

1
𝑥𝑥

= 0 

lim
𝑥𝑥→+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 1

= lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥
𝑥𝑥2

= lim
𝑥𝑥→+∞

1
𝑥𝑥

= 0 

Άρα f(Df) = 𝒇𝒇(𝜟𝜟𝟏𝟏) ∪ 𝒇𝒇(𝜟𝜟𝟐𝟐) ∪ 𝒇𝒇(𝜟𝜟𝟑𝟑) = �− 𝟏𝟏
𝟐𝟐

, 𝟏𝟏
𝟐𝟐
� 

 

Πλήθος ριζών της εξίσωσης 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏
𝟐𝟐

+ 𝒂𝒂𝟐𝟐 
𝑨𝑨𝑨𝑨 𝜶𝜶 = 𝟎𝟎 𝜏𝜏ό𝜏𝜏𝜏𝜏 𝜂𝜂 𝜀𝜀𝜀𝜀ί𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 έ𝝌𝝌𝝌𝝌𝝌𝝌 𝜶𝜶𝜶𝜶𝜶𝜶𝜶𝜶𝜶𝜶ώ𝝇𝝇 𝝁𝝁ί𝜶𝜶 𝜌𝜌ί𝜁𝜁𝜁𝜁 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼ύ: 

𝛼𝛼2 +
1
2

=
1
2

 

Ά𝜌𝜌𝜌𝜌
1
2
∉ 𝑓𝑓(𝛥𝛥1), 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅

1
2
∉   𝑓𝑓(𝛥𝛥2) ό𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇

1
2
∈ 𝑓𝑓(𝛥𝛥3) 𝜇𝜇𝜇𝜇 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏 𝑓𝑓 𝜈𝜈𝜈𝜈 𝜀𝜀ί𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾ί𝜔𝜔𝜔𝜔 

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇ό𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝛥𝛥3. 

𝜜𝜜𝜜𝜜 𝜶𝜶 ≠ 𝟎𝟎 𝜏𝜏ό𝜏𝜏𝜏𝜏 𝛼𝛼2 +
1
2

>
1
2
ά𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜂𝜂 𝜀𝜀𝜀𝜀ί𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝜀𝜀ί𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈 𝛼𝛼𝛼𝛼ύ𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼ύ

1
2

+ 𝛼𝛼2 ∉ 𝑓𝑓�𝐷𝐷𝑓𝑓� 

 

Γ3. 
i) 

𝛪𝛪𝜈𝜈 = �
𝑥𝑥2𝜈𝜈+1

𝑥𝑥2 + 1
𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅  𝛪𝛪𝜈𝜈+1 = �

𝑥𝑥2𝜈𝜈+3

𝑥𝑥2 + 1
𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
 

ά𝜌𝜌𝜌𝜌 𝐼𝐼𝜈𝜈 + 𝛪𝛪𝜈𝜈+1 = �
𝑥𝑥2𝜈𝜈+1

𝑥𝑥2 + 1
𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
  + �

𝑥𝑥2𝜈𝜈+3

𝑥𝑥2 + 1
𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
= �

𝑥𝑥2𝜈𝜈+1 + 𝑥𝑥2𝜈𝜈+3

𝑥𝑥2 + 1

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

�
𝑥𝑥2𝜈𝜈+1(1 + 𝑥𝑥2)

𝑥𝑥2 + 1
𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
= �

𝑥𝑥2𝜈𝜈+2

2𝜈𝜈 + 2
�1

0 =
1

2𝜈𝜈 + 2
 

ii) 𝐼𝐼0 = ∫ 𝑥𝑥
𝑥𝑥2+1

1
0 = ∫ 1

2
1
0

�𝑥𝑥2+1�
′

𝑥𝑥2+1
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1

2
[ln|𝑥𝑥2 + 1|]0

1 = 1
2
𝑙𝑙𝑙𝑙2 

 

𝐼𝐼𝜈𝜈 + 𝐼𝐼𝜈𝜈+1 =
1

2𝜈𝜈 + 2
⟺ 𝛪𝛪𝜈𝜈+1 =

1
2𝜈𝜈 + 2

− 𝛪𝛪𝜈𝜈 (1) 

𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤 𝜈𝜈 = 0,     𝐼𝐼1 =
1
2
− 𝐼𝐼0 =

1
2
−

1
2
𝑙𝑙𝑙𝑙2 =

1
2

(1 − 𝑙𝑙𝑙𝑙2) 

𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤 𝜈𝜈 = 1, 𝛪𝛪2 =
1
4
− 𝛪𝛪1 =

1
4
−

1
2

(1 − 𝑙𝑙𝑙𝑙2) = −
1
4

+
1
2
𝑙𝑙𝑙𝑙2 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ Δ  

Δ1. Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει μοναδική ρίζα , η οποία βρίσκεται στο  

       (-1,0) της εξίσωσης 

           g(x) + x = 0  

Θεωρούμε Κ(x) = g(x) + x  , x ∈ℝ 

H K συνεχής στο [-1,0] ως άθροισμα συνεχών (g συνεχής ως παραγωγίσιμη) 

K(-1) = g(-1) – 1 < 0  καθώς  0<g(x) < 1  για κάθε x∈ℝ  , οπότε  

                                                                                 g(-1)<1  g(-1)  -1< 0 

K(0) = g(0) > 0   καθώς  0<g(x) < 1  για κάθε x∈ℝ , οπότε g(0) > 0 

άρα   Κ(-1)·Κ(0) < 0  και από θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον x1∈(-1 , 0)  
τέτοιο ώστε Κ(x1) = 0   g(x1) + x1 = 0 

H K παραγωγίσιμη στο ℝ ως άθροισμα παραγωγισίμων (g παραγωγίσιμη στο ℝ )  με  

Κ΄(x) = g΄(x) + 1  , x∈ℝ 

Όμως g΄(x)≠ -1 για κάθε x∈ℝ , οπότε g΄(x) + 1 ≠0 άρα Κ΄(x)≠0 x∈ℝ 

Επιπλέον η K΄(x) συνεχής στο ℝ  (g΄ συνεχής)  οπότε η K΄ διατηρεί πρόσημο στο ℝ. 
Αν Κ΄(x) > 0 για κάθε x∈ℝ τότε Κ γνησίως αύξουσα στο ℝ ,  

αν Κ΄(x)< 0 για κάθε x∈ℝ τότε Κ γνησίως φθίνουσα στο ℝ. Οπότε σε κάθε περίπτωση 
Κ γνησίως μονότονη στο ℝ άρα η Κ(x) = 0 έχει το πολύ μία ρίζα στο ℝ .  

Τελικά , υπάρχει μοναδικό x1∈(-1 ,0 ) ώστε g(x1) + x1 = 0  

 

Δ2. Έφοσον η f είναι παραγωγίσιμη στο 

π,
2

 −∞ 
   τότε θα είναι και στο xo=0 

άρα  

x 0 x 0

f(x) f(0) f(x) f(0)lim lim
x 0 x 0− +→ →

− −
= ⇔

− −  

( )2

x 0 x 0

x g(x) x 2ημx εφx κxlim lim
x x− +→ →

+ + −
= ⇔

 

( )
x 0 x 0

ημx ημx 1lim x g(x) x lim 2 κ
x x συνx− +→ →

 + = + ⋅ − ⇔         



x 0 x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

ημx ημx 1lim x lim g(x) lim x 2 lim lim lim κ
x x συνx− − − + − −→ → → → → →

⋅ + = + ⋅ − ⇔
 

0 = 2 + 1 – κ ⇔ κ = 3  

 

Δ3. i) Η f(x) = 2ημx + εφx – 3x  είναι παραγωγίσιμη στο 

π[0, )
2  με  

( )23 2

2 2 2

συνx 1 (2συνx 1)1 2συν x 3συν x 1f (x) 2συνx 3 0
συν x συν x συν x

− +− +′ = + − = = ≥
 

για κάθε x∈

π[0, )
2   με την ισότητα να ισχύει μόνο για x = 0 , άρα f γνησίως αύξουσα 

στο 

π[0, )
2 . Η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο xo = 0 το f(0) = 0  , συνεπώς   

f(x) f(0)≥    f(x)≥ 0 για κάθε 

π[0, )
2  (η ισότητα ισχύει μόνο για x=0 ) 

 

ii) Έχουμε 

π3f(x) π f(x)
3

= ⇔ =
 

( )
π πx x
2 2

3πlim f(x) lim 2ημx εφx 3x 2 ( )
2− −

→ →

= + − = + +∞ − = +∞

 

Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο 

π[0, )
2  , άρα 

πx
2

πf [0, ) [f(0), lim f(x)) [0, )
2 −

→

  = = +∞ 
 

 

Το 

π πf [0, )
3 2

 ∈  
   άρα υπάρχει x2∈

π[0, )
2  έτσι ώστε  f(x2) = 

π
3  .  

Το x2 είναι μοναδικό αφού η f είναι γνησίως μονότονη στο 

π[0, )
2  

 

 



Δ4.  

i) H f(x) = x2(g(x) + x) με x ∈ [x1, 0]. 

H κ(x) = g(x) + x, είναι συνεχής στο (x1, 0] και κ(x) ≠ 0  για κάθε 

 x ∈ (x1, 0] (από ερώτημα Δ1), συνεπώς η Κ διατηρεί πρόσημο στο (x1, 0]. 

Εφόσον κ(0) = g(0) > 0, τότε κ(x) > 0 για κάθε x ∈ (x1, 0]. 

Συνεπώς κ(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [x1, 0] και  

𝑥𝑥2κ(x) ≥ 0 , για κάθε x ∈ [x1, 0] 

f(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ [x1, 0]. 

 

Άλλος τρόπος 

Από Δ1 η Κ είναι γνησίως μονότονη στο ℝ  και Κ(0) > Κ(-1) άρα Κ γνησίως αύξουσα 
στο ℝ . Οπότε  

K
2

1 1x x K(x ) K(x) 0 K(x) 0 x K(x)
↑

≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤  

 

ii) Ισχύει ότι  f(x2) = 

π
3  , άρα εάν Ε1 το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 

την Cf , το x΄x και τις ευθείες x = x1 και x = 0 και  E2 το εμβαδόν του χωρίου που 

περιελείεται από τη Cf , τον x΄x  , x = 0  και x= 

π
3  , τότε 

1 1

π πΔ3,Δ40 0
3 3

1 2 x 0 x 0
Ε Ε f(x) dx f(x) dx f(x)dx f(x)dx= ⇔ = ⇔ = ⇔∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
1

π0 2 3
x 0

x g(x) x dx 2ημx εφx 3x dx+ = + − ⇔∫ ∫  

( )
1

π
2 30 2 3

x
0

xx g(x) x dx 2συνx ln συνx 3
2

 
+ = − − − ⇔ 

 
∫

 

1 1

20 02 3

x x

1 πx g(x)dx x dx 1 ln 2
2 6

+ = − − − + ⇔∫ ∫
 



1

04 20 2

x
x1

x πx g(x)dx 1 ln2
4 6

 
+ = + − ⇔ 
 

∫
 

1

2 40 2 1
x

π xx g(x)dx 1 ln2
6 4

= + − +∫
 

Άρα  

11 1

0 003 3 2

xx x
x g (x)dx x g(x) 3x g(x)dx′  = − = ∫ ∫  

1 1

1

2 4Δ1 g(x ) x03 2 4 1
1 1 1x

π xx g(x ) 3 x g(x)dx x 3 1 ln2
6 4

=−  
= − − = − + − + = 

 
∫

 

4 2
1x π3 3ln2
3 2

= − − +
 

 

 

 

 


