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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό σελ. 76 

Α2. Σχολικό σελ. 155 

Α3. Σχολικό σελ. 216 

Α4.   α) Σωστό 

         β) Σωστό 

         γ) Λάθος 

        δ) Λάθος  

        ε) Σωστό 

ΘΕΜΑ B 

Β1. · Dg∩ Dh = [1, +∞) και 

h(x) ≠ 0 , άρα √𝑥 – 
1

√𝑥
 ≠ 0 

Λύνω την εξίσωση : √𝑥 – 
1

√𝑥
 = 0 ⟺ (√𝑥)2 – 1 = 0 ⟺ x – 1 = 0 ⟺ x = 1 

Άρα x ≠ 1, οπότε : Df = (1, +∞)

f(x) = (
𝑔

ℎ
)(x) = 

𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
 = 
√𝑥+

1

√𝑥

√𝑥−
1

√𝑥

 = 

𝑥+1

√𝑥
𝑥−1

√𝑥

= 
𝑥+1

𝑥−1

Άρα f(x) = 
𝑥+1

𝑥−1
 , Df = (1,+∞) 

· Dr = Dg·h = Dg∩ Dh = [1, +∞)

r(x) = (g·h)(x) = g(x)h(x) =(√𝑥 + 
1

√𝑥
)( √𝑥 – 

1

√𝑥
) = x – 

1

𝑥

Άρα r(x) = x – 
1

𝑥
 , Dr = [1, +∞)



B2. 𝑓′(𝑥) =
(𝑥+1)′(𝑥−1)−(𝑥+1)(𝑥−1)′

(𝑥−1)2
=
𝑥−1−(𝑥+1)

(𝑥−1)2
=
𝑥−1−𝑥−1

(𝑥−1)2
=

−2

(𝑥−1)2
 , 𝑥 > 1 

𝑓′(𝑥) < 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ (1, +∞) 𝜀𝜋𝜊𝜇έ𝜈𝜔𝜍 𝑓 ↓ (1, +∞) ά𝜌𝛼 1 − 1, 
ά𝜌𝛼 𝛼𝜈𝜏𝜄𝜎𝜏𝜌έ𝜑𝜀𝜏𝛼𝜄.  

𝐷𝑓−1 = 𝑓(𝐷𝑓) = 𝑓((1, +∞) = ( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)) = (1, +∞) 

𝛼𝜑𝜊ύ: 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 + 1

𝑥 − 1
= lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥
= 1    𝜅𝛼𝜄 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→1+

𝑥 + 1

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1+

[(𝑥 + 1) ∙
1

𝑥 − 1
] = 2 ∙ (+∞) = +∞ 

𝛼𝜑𝜊ύ lim
𝑥→1+

(𝑥 − 1) = 0 𝜅𝛼𝜄 𝑥 − 1 > 0 𝜅𝜊𝜈𝜏ά 𝜎𝜏𝜊 1+ , 

ά𝜌𝛼 lim
𝑥→1+

1

𝑥 − 1
= +∞ 

𝑓(𝑥) = 𝑦 ⟺ 
𝑥 + 1

𝑥 − 1
= 𝑦 ⟺ 

𝑥 + 1 = 𝑦(𝑥 − 1) ⟺ 

𝑥 + 1 = 𝑦𝑥 − 𝑦 ⟺ 

𝑥 − 𝑦𝑥 = −1 − 𝑦 ⟺ 

𝑥(1 − 𝑦) = −1 − 𝑦 ⟺ 

𝑥 =
−1 − 𝑦

1 − 𝑦
 ⟺ 

𝑥 =
𝑦 + 1

𝑦 − 1
⟺ 

𝛦𝜋𝜊𝜇έ𝜈𝜔𝜍, 𝑓−1(𝑥) =
𝑥 + 1

𝑥 − 1
 𝐷𝑓−1 = (1, +∞) 

𝛢𝜑𝜊ύ 𝐷𝑓 = 𝐷𝑓−1 = (1, +∞)  𝜅𝛼𝜄 𝑓(𝑥) = 𝑓−1(𝑥) =
𝑥 + 1

𝑥 − 1
𝛾𝜄𝛼 𝜅𝛼𝜃𝜀 𝑥 > 1, 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 ό𝜏𝜄 𝑓−1 = 𝑓. 

Β3. H r δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες διότι είναι συνεχής στο 

[1, +∞) 

Πλάγια – οριζόντια  ασύμπτωτη : 



lim
𝑥→+∞

𝑟(𝑥)

𝑥
 = lim
𝑥→+∞

𝑥−
1

𝑥

𝑥
 =  lim

𝑥→+∞

𝑥2−1

𝑥2
 = lim
𝑥→+∞

𝑥2

𝑥2
 = 1, άρα λ = 1 

lim
𝑥→+∞

(𝑟(𝑥) − 𝜆𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 −
1

𝑥
− 𝑥) = lim

𝑥→+∞

−1

𝑥
  = 0, άρα β = 0. 

Επομένως η y= x είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf στο +∞ 

Β4.  

Πρέπει (𝑓−1(𝑓(𝑥))
2
= 1 + 𝑟(𝑥)

𝜋𝜌έ𝜋𝜀𝜄: 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐷𝑓−1 ά𝜌𝛼 𝑥 > 1 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 , ά𝜌𝛼 𝑥 > 1 𝜅𝛼𝜄 𝑥 ∈ 𝐷𝑟  ά𝜌𝛼 𝑥 ∈ (1, +∞) 

𝛵𝜀𝜆𝜄𝜅ά, 𝑥 > 1 

𝑥2 = 1 + 4 (𝑥 −
1

𝑥
) ⟺ 

𝑥2 = 1 + 4𝑥 −
4

𝑥
⟺ 

𝑥3 = 𝑥 + 4𝑥2 − 4⟺ 

𝑥3 − 4𝑥2 − 𝑥 + 4 = 0 ⟺ 

𝑥(𝑥2 − 1) − 4(𝑥2 − 1) = 0 ⟺ 

(𝑥 − 4)(𝑥2 − 1) = 0 ⟺ 

𝑥 = 4 (𝛿𝜀𝜅𝜏ή) ή 𝑥2 − 1 = 0 

 𝑥 = ±1 (𝛼𝜋𝜊𝜌𝜌ί𝜋𝜏𝜊𝜈𝜏𝛼𝜄) 

ΘΕΜΑ Γ

Γ1.  

𝑓 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 [0, +∞) ά𝜌𝛼 𝑓 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 𝑥 = 2 

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = 𝑓(2) 

lim
𝑥→2+

(−𝑥2 + 4𝑥 − 3 + 𝜆) = lim
𝑥→2−

(−2𝑥 + 4 + 𝑒𝜆) = −4 + 8 − 3 + 𝜆 

⇔ −4 + 8 − 3 + 𝜆 = −4 + 4 + 𝑒𝜆 ⇔ 𝑒𝜆 = 𝜆 + 1 (∗) 

𝛢𝜋ό 𝛽𝛼𝜎𝜄𝜅ή 𝛼𝜈𝜄𝜎ό𝜏𝜂𝜏𝛼 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 𝑙𝑛𝑥 ≤ 𝑥 − 1  (1) 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 > 0 

𝜅𝛼𝜄 𝜂 𝜄𝜎ό𝜏𝜂𝜏𝛼 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 𝜇ό𝜈𝜊 𝛾𝜄𝛼 𝑥 = 1. 

𝛩έ𝜏𝜊𝜐𝜇𝜀 𝜎𝜏𝜂𝜈 (1) ό𝜋𝜊𝜐 𝑥 𝜏𝜊 𝑒𝑥 > 0 ά𝜌𝛼 𝑙𝑛𝑒𝑥 ≤ 𝑒𝑥 − 1 



𝑥 ≤ 𝑒𝑥 − 1 ⇔ 𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1 𝜅𝛼𝜄 𝜂 𝜄𝜎ό𝜏𝜂𝜏𝛼 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 𝜇ό𝜈𝜊 𝛾𝜄𝛼 𝑒𝑥 = 1 ⇔ 

𝑥 = 0 ά𝜌𝛼 𝜂 (∗) 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 𝜇ό𝜈𝜊 𝛾𝜄𝛼 𝜆 = 0.  

Γ2.  Για  λ = 0  
0

22

2x 5    ,  0 x 22x 4 e     ,  0 x 2
f(x)   f(x)

x 4x 3    , x > 2x 4x 3    , x>2

− +  − + +   
=  = 

− + −− + − 

Για  0 ≤ x < 2  η f παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική  με  f΄(x) = -2 < 0 για 

κάθε x ∈[0 , 2) 

Για  x  > 2   η f παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική   με f΄(x) = -2x + 4 

 
2 2

x 2 x 2 x 2 x 2

f(x) f(2) x 4x 3 1 (x 2)
lim lim lim lim (x 2) 0

x 2 x 2 x 2+ + + +→ → → →

− − + − − − −
= = = − − =

− − −

x 2x 2 x 2

f(x) f(2) 2x 5 1 2(x 2)
lim lim lim 2

x 2 x 2 x 2− −→ −→ →

− − + − − −
= = = −

− − −

Άρα  
x 2 x 2

f(x) f(2) f(x) f(2)
lim lim

x 2 x 2+ −→ →

− −


− −
 επομένως η f δεν είναι 

παραγωγίσιμη στο x = 2 . 

 Άρα 

2  ,  0 x 2
f '(x)

2x 4   , x>2

−  
= 

− +

Για  0≤ x < 2    f’(x) = -2 < 0  

Για  x> 2        f΄(x) = 0  -2x + 4 = 0  x = 2  απορρίπτεται 

   f΄(x) > 0   -2x + 4> 0  x < 2  απορρίπτεται 

H f ↓ στο [0,2] , ↓ [2 ,+∞)  και επειδή f συνεχής στο [0,+∞) η  f ↓ στο [0,+∞) 

Η f παρουσιάζει στο x =0  ολικό μέγιστο το f(0) = 5 .  

Γ3.  i) Η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 2∈(0,3) άρα δεν είναι παραγωγίσιμη στο 

(0,3) , επομένως η f δεν ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ.  

ii) Δ(0, f(0)) δηλαδή  Δ(0,5)

  x -    0    2   +  
'f (x)      - - 

f

 



     Ε(3, f(3))  δηλαδή  Ε(3,0) 

Ο συντελεστής διεύθυνσης του ΕΔ είναι  

E Δ
ΔΕ

E Δ

y y 0 5 5
λ

x x 3 0 3

− −
= = = −

− −

• Για  0 ≤ x < 2
5 5

f (́x) 2  αδύνατο
3 3

= − − = −

• Για  x > 2
5 5 17

f (́x) 2x 4 x=  δεκτό
3 3 6

= − − + = − 

Άρα  υπάρχει  
17

ξ (0,3)
6

=  ώστε η εφαπτομένη της  Cf στο Γ(ξ, f(ξ))  να είναι 

παράλληλη της ΔΕ. 

Γ4.  Για κάθε  t ≥ 0  είναι  ω = ω(t)  ,  y = y(t)   με  y΄(t) = u = 0,5 

( ) ( )( )
'

'

2

2 2

y(t) y(t) 1 y'(t)
εφ ω(t) εφ ω(t) ω (́t)

2 2 συν ω(t) 2

y'(t) 0,5
ω (́t) συν ω(t) ω (́t) συν ω(t)   (1)

2 2

 
=  =   =  

 

 =   = 

Για  t = to το κινητό βρίσκεται στο σημείο B. Από Πυθαγόρειο Θεώρημα  

ΟΒ2 = ΟΑ2 + ΑΒ2
 ΟΒ2 = 22 + 12

 ΟΒ2 = 5  ΟΒ = 5



άρα  o

OA 2
συνω(t )

OB 5
= =

H (1)  για t = to   γίνεται 
2

o

0,5 2 1
ω (́t )   rad/sec

2 55

 
= = 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛𝑥+𝑎𝑥

𝑥
 𝜇𝜀 𝐷𝑓 = (0,+∞) 

𝛨 𝑓 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 (0, +∞) 𝜔𝜍 ά𝜃𝜌𝜊𝜄𝜎𝜇𝛼 𝜅𝛼𝜄 𝜋𝜂𝜆ί𝜅𝜊 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ώ𝜈 𝜇𝜀 

𝑓′(𝑥) =
(
1
𝑥
+ 𝑎) 𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 − 𝑎𝑥

𝑥2
=
1 + 𝑎𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 − 𝑎𝑥

𝑥2
= 

1 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥2
 , 𝑥 ∈ (0,+∞) 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇔
1 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥2
= 0 ⇔ 1 − 𝑙𝑛𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑒 

𝑓′(𝑥) > 0 
𝑥2>0
⇔  1 − 𝑙𝑛𝑥 > 0 ⇔ 0 < 𝑥 < 𝑒 

  x    -∞  0  e    +∞  

f΄(x)  + 0  - 

f         

Η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο x=e το f(e)=
𝑙𝑛𝑒+𝑎𝑒

𝑒
=
1+𝑎𝑒

𝑒

Ό𝜇𝜔𝜍 𝑓((0, +∞) = (−∞, 1 +
1

𝑒
]  ά𝜌𝛼 𝑓𝑚𝑎𝑥 = 1 +

1

𝑒

𝜊𝜋ό𝜏𝜀,
1 + 𝑎𝑒

𝑒
= 1 +

1

𝑒
⇔ 𝑎 = 1 

Δ2. Η f για a=1 γίνεται f(x) = 
𝑙𝑛𝑥+𝑥

𝑥
=
𝑙𝑛𝑥

𝑥
+ 1, 𝑥 > 0

έ𝜒𝜊𝜐𝜇𝜀: lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

(
𝑙𝑛𝑥

𝑥
+ 1) = lim

𝑥→0+
(𝑙𝑛𝑥 ∙

1

𝑥
+ 1) = −∞

𝑎𝜑𝜊ύ lim
𝑥→0+

𝑙𝑛𝑥 = −∞, lim
𝑥→0+

1

𝑥
= +∞ 

ά𝜌𝛼 𝑓((0, 𝑒)] = (−∞, 1 +
1

𝑒
]   𝛼𝜑𝜊ύ 𝑓 ↑ 𝜎𝜏𝜊 (0, 𝑒] 𝜅𝛼𝜄 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 



lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(
𝑙𝑛𝑥

𝑥
+ 1) = 1 

𝑎𝜑𝜊ύ: lim
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

(𝑙𝑛𝑥)′

(𝑥)′
= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
= 0 

ά𝜌𝛼 𝑓((𝑒,+∞)) = ( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→𝑒

𝑓(𝑥))  = (1,1 +
1

𝑒
) 

𝛱𝛼𝜌𝛼𝜏𝜂𝜌𝜊ύ𝜇𝜀 ό𝜏𝜄 0 ∈ 𝑓((0, 𝑒])   𝑓 𝛾𝜈𝜂𝜎ί𝜔𝜍 𝛼ύ𝜉𝜊𝜐𝜎𝛼 𝜎𝜏𝜊 (0, 𝑒] 

𝜊𝜋ό𝜏𝜀 𝜐𝜋ά𝜌𝜒𝜀𝜄 𝜇𝜊𝜈𝛼𝛿𝜄𝜅ό 𝑥𝑜 ∈ (0, 𝑒] 𝜏έ𝜏𝜊𝜄𝜊 ώ𝜎𝜏𝜀 𝑓(𝑥0) = 0 

𝛵𝜊 0 ∉ 𝜎𝜏𝜊 𝑓((𝑒,+∞)) ά𝜌𝛼 𝜂 𝜀𝜉ί𝜎𝜔𝜎𝜂 𝑓(𝑥) = 0 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝛼𝛿ύ𝜈𝛼𝜏𝜂  

𝜎𝜏𝜊 (𝑒,+∞) 

𝛵𝜀𝜆𝜄𝜅ά, 𝜂 𝜀𝜉ί𝜎𝜔𝜎𝜂 𝑓(𝑥) = 0 

έ𝜒𝜀𝜄 𝜇𝜊𝜈𝛼𝛿𝜄𝜅ή 𝜌ί𝜁𝛼 𝜋𝜊𝜐 𝛽𝜌ί𝜎𝜅𝜀𝜏𝛼𝜄 𝜎𝜏𝜊 (0, 𝑒] 

𝛦𝜋ί𝜎𝜂𝜍, 𝑓 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 [
1

2
, 1] 𝜅𝛼𝜄 𝑓 (

1

2
) =

ln
1
2
1
2

+ 1 = −2𝑙𝑛2 + 1 < 0  

𝜅𝛼𝜄 𝑓(1) =
𝑙𝑛1

1
+ 1 = 1 > 0 

ά𝜌𝛼 𝑓 (
1

2
) 𝑓(1) < 0 𝜊𝜋ό𝜏𝜀 𝛼𝜋ό 𝜃𝜀ώ𝜌𝜂𝜇𝛼 𝐵𝑜𝑙𝑧𝑎𝑛𝑜 𝜂 𝜀𝜉ί𝜎𝜔𝜎𝜂  

𝑓(𝑥) = 0  

έ𝜒𝜀𝜄 𝜏𝜊𝜐𝜆ά𝜒𝜄𝜎𝜏𝜊𝜈 𝜇ί𝛼 𝜌𝜄𝜁𝛼 𝜎𝜏𝜊 (
1

2
, 𝑒] ⊆ (0, 𝑒] ά𝜌𝛼 𝑓(𝑥) = 0 έ𝜒𝜀𝜄 

𝜇𝜊𝜈𝑎𝛿𝜄𝜅ή 𝜌ί𝜁𝛼 𝑥0 𝜂 𝜊𝜋𝜊ί𝛼 𝛼𝜈ή𝜅𝜀𝜄 𝜎𝜏𝜊 (
1

2
, 1) 

 

Δ3. i) f(4) = 
ln4

4
 + 1 = 

2 ln2

4
 + 1 = 

ln2

2
 + 1 = f(2) 

· Για x ∈ (0, e] η f ↑ άρα η εξίσωση f(x) = f(2) έχει ακριβώς 1 ρίζα την x = 2  

αφού το 2∈ (0, e] 

· Για x ∈ (e, +∞) η f ↓ άρα η εξίσωση f(x) = f(4) έχει ακριβώς 1 ρίζα την       

x = 4  αφού το 4 ∈ (e, +∞).  

Τελικά η εξίσωση f(x) = f(4) έχει ακριβώς 2 λύσεις τις x1 = 2 και  x2 = 4 

ii) Για x ∈ (0, +∞) έχουμε : 



2x ≤ x2 ⟺ ln 2x ≤ lnx2 ⟺ xln2 ≤ 2lnx 
2x>0
⇔ 

ln2

2
≤ 
lnx

x
 
+1
⇔ 

ln2

2
+ 1≤ 

lnx

x
+1

⟺ f(2) ≤ f(x) (1) 

· Για x ∈ (0, e] η f ↑ οπότε :

(1)
f↑
⇔ x ≥ 2, άρα e ≥ x ≥ 2

· Για x ∈ (e, +∞) η f ↓ οπότε :

(1)⟺ f(x) ≥ f(4) 
f↓
⇔ x≤ 4, άρα e < x ≤ 4

Συνοψίζοντας : x ∈ [2,4] 

Δ4. Έχουμε g(x) = f(ex) · 
1−x

ex
 , η g συνεχής στο ℝ ως πράξεις συνεχών 

συναρτήσεων. 

α’ τρόπος :  

Για x ∈ [– ln2, 0] έχουμε : 

-ln2 ≤  x ≤ 0 ⟺ ln
1

2
 ≤  x ≤ 0 ⟺ 

1

2
 ≤ ex ≤ 1 

Ακόμη το ζητούμενο εμβαδόν δίνεται από το : 

Ε = ∫ |g(x)|dx
0

−ln2
 = ∫ |f(ex)  ·  

1−x

ex
| dx

0

ln
1

2

 

Θέτω ex = u ⟺ x = lnu, άρα : 

dx = 
1

u
 du 

u1 = eln
1

2 = 
1

2

     u2 = e0 = 1 

Άρα : 

Ε = ∫ |f(u)  ·  
1−lnu

u
| ·  

1

u
du

1
1

2

 = ∫ |f(u)  ·  
1−lnu

u2
| du

1
1

2

 =∫ |f(u) ·  f′(u)|du
1
1

2

 

Για u ∈ [
1

2
 , 1] έχουμε ότι f’(u) > 0 

Για u ∈ [
1

2
 , 1] λύνουμε : f(x) > 0 ⟺ f(x) > f(x0) 

f↑[
1

2
,1]

⇔    1≥ x > x0 

Άρα : Ε =  – ∫ f(u)f′(u)du
x0
1

2

 + ∫ f(u)f′(u)du
1

x0
 = 



−[
f2(𝑢)

2
]1
2

𝑥0 + [
f2(𝑢)

2
]𝑥0
1  =

–  
f2(x0)

2
 + 

f2(
1

2
)

2
 + 

f2(1)

2
  –  

f2(x0)

2
 = 0  + 

f2(
1

2
)

2
 + 

f2(1)

2
– 0 = 

(1−ln4)2

2
 + 

1

2
 = 

1−2ln4+ln24+1

2
= 
2−2ln4+ln24

2
 τμ 

β΄ τρόπος: 
x

x

x x x

1 x x e 1 x
g(x) F(e )  x

e e e

− + −
=  =  ℝ    , 

x

1 x
0   για  x<1

e

−


Η g συνεχής 

( )

x

x x

x e 1 x
θέτω y   , dy= dx  x x e e0 0 0

x x x xln2 ln2 ln2

0 1 22 21 2ln2 00 0 1

1 2ln2 1 2ln2 0
1 2ln2 0

x e 1 x x e 1 x
Ε(Ω) |g(x)|dx dx dx

e e e e

1 2ln2y y 1
|y|dy ( y)dy ydy τ.μ.

2 2 2 2

+ −
=

− − −

− 

− −
−

+ − + −
= =  =  =

−   
= = − + = − + = +   

   

  

  


