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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Απόδειξη σχολικού βιβλίου σελ. 186   

Α2. Σχολικό βιβλίο σελ. 142 

Α3. Σχολικό βιβλίο σελ. 161 

Α4.   α) Σωστό  

        β) Σωστό  

        γ) Σωστό 

        δ) Λάθος 

        ε) Λάθος 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1.  Dfog ∶  �
x ∈ Dg

g(x) ∈ Df
 �

x ∈ [0, +∞)
√x ∈ (−∞, 1] ⟺ √x ≤ 1 ⟺ x ≤ 1

  Άρα x ∈ [0,1] 

Επομένως, Dh = [0,1] 
Είναι f(x) = x4 − 2x2 + 1 = (x2 − 1)2 

• (fog)(x) = f�g(x)� = f�√x� = ��√x�
2
− 1�

2
= (x − 1)2 

Aρα h(x) = (x − 1)2  , Dh = [0,1]  

 

Β2. ℎ′(𝑥𝑥) = 2(x – 1), x ∈ [0,1] 

         ℎ′(𝑥𝑥) = 0 ⇔ x = 1 

ℎ′(𝑥𝑥) > 0 ⇔ 2(x – 1) > 0 ⇔ x > 1 αδύνατο  

Άρα ℎ′(𝑥𝑥) < 0, για κάθε x ∈ [0.1) 

 

 

 

 



x −∞                            0                                   1                           +∞  
h΄(𝑥𝑥)            ⎻                   

h  

 
 
 
 

 

 

 

Άρα h ↘ [0,1], 1-1, άρα αντιστρέφεται 

𝐷𝐷ℎ−1 = h([0,1]) 
συνεχ ς

φθιν
=

ή

.
 [h(1), h(0)] = [0,1] 

y = h(x) ⇔ y = (x – 1)2 ⇔ �𝑦𝑦 = |𝑥𝑥 − 1| 
𝑥𝑥∈[0,1]
���� �𝑦𝑦 = –x + 1  ⇔ x = 1 – �𝑦𝑦 

Άρα : ℎ−1(𝑥𝑥)  = 1 – √𝑥𝑥 , 𝐷𝐷ℎ−1 = [0,1] 

 

Β3. 

1 x     ,   x [0,1)
1 xφ(x)

1              ,  x=1
2

 −
∈ −= 




  

i)  
• H φ :  συνεχής στο  [0,1) ως πηλίκο και διαφορά συνεχών συναρτήσεων 

( )( )
( ) ( )

( )

φ
− − − −

−

→ → → →

→

− +− −
• = = = =

− − + − +

= =
+

x 1 x 1 x 1 x 1

x 1

1 x 1 x1 x 1 xlim (x) lim lim lim
1 x (1 x) 1 x (1 x) 1 x

1 1lim
21 x

 

 και  φ(1) = 
1
2

 

 άρα   φ φ
−→

= =ox 1
lim (x) (1)   , όποτε η φ  συνεχής στο x 1 

Άρα  η  φ συνεχής  στο [0,1] 

• φ(0)= 1 

φ(1)= 
1
2

     άρα  φ(0) ≠ φ(1)   



οπότε η φ ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Ε.Τ. στο  [0,1] 

ii) 

• αφού   𝜋𝜋
6

< 𝛼𝛼 < 𝜋𝜋
2

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂 ↑𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 �𝜋𝜋6,𝜋𝜋2������������ 𝜂𝜂𝜂𝜂 𝜋𝜋
6

< 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 𝜋𝜋
2
⇒ 1

2
< 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂 < 1 ⇒ 

𝜑𝜑(1) < 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂 < 𝜑𝜑(0) 
• Από Θ.Ε.Τ. για κάθε αριθμό ημα , με 𝜑𝜑(1) < 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂 < 𝜑𝜑(0) θα υπάρχει ένα 

τουλάχιστον 𝑥𝑥0𝜖𝜖(0,1) 𝜏𝜏έ𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏 ώ𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝜑𝜑(𝑥𝑥0)=ημα 

Β΄ τρόπος 

ii)  Θα δείξω ότι  η εξίσωση φ(x) – ημα = 0  έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο (0,1) 

Θεωρώ κ(x) = φ(x) - ημα, x∈[0,1] 

● κ συνεχής [0,1] ως άθροισμα συνεχών  

● κ(0) = φ(0) – ημα = 1 – ημα > 0 

   κ(1) = φ(1) – ημα = 1
2
  – ημα < 0 

Αφού 𝜋𝜋
6
 < α < 𝜋𝜋

2 
  
𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥 ↑𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 (𝜋𝜋6 ,𝜋𝜋2)
����������   ημ𝜋𝜋

6
 < ημα < ημ𝜋𝜋

2
 ⟺ 1

2
 < ημα < 1                                                           

Άρα κ(0)κ(1) < 0 

Οπότε από θεώρημα Bolzano  θα υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥𝑥0 ∈ (0,1) τέτοιο ώστε 
κ(𝑥𝑥0) = 0 ⟺ φ(xo) - ημα  = 0. 

Γ τρόπος 

Θα δείξω ότι η εξίσωση φ(x) = ημα ⟺ φ(x) – ημα = 0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο 
(0, 1)  

Θεωρώ κ(x) = φ(x) – ημα,  x ∈ (0, 1)  

𝜅𝜅′(𝑥𝑥) =  𝜑𝜑′(𝑥𝑥) =  (1−√𝑥𝑥
1−𝑥𝑥

)′ = −𝑥𝑥−1+2√𝑥𝑥
2√𝑥𝑥(1−𝑥𝑥)2

 = – 𝑥𝑥+1−2√𝑥𝑥
2√𝑥𝑥(1−𝑥𝑥)2

 = –  (√𝑥𝑥−1)2

2√𝑥𝑥(1−𝑥𝑥)2
 < 0, για κάθε       x ∈ 

(0, 1), 

Άρα κ ↓ (0,1) 

Οπότε κ((0,1))  
συνεχ ς

φθιν
=

ή

.
( lim
𝑥𝑥→1−

𝑘𝑘(𝑥𝑥), lim
𝑥𝑥→0+

𝑘𝑘(𝑥𝑥)) = (1
2
 – ημα, 1 – ημα), αφού  

lim
𝑥𝑥→1−

𝑘𝑘(𝑥𝑥)   = lim
𝑥𝑥→1−

(𝜑𝜑(𝑥𝑥) − 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂) = lim
𝑥𝑥→1−

(1−√𝑥𝑥
1−𝑥𝑥

 − 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂) = lim
𝑥𝑥→1−

((1−√𝑥𝑥)(1+√𝑥𝑥)
(1−𝑥𝑥)(1+√𝑥𝑥)

 − 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂) =  

lim
𝑥𝑥→1−

( (1−𝑥𝑥)
(1−𝑥𝑥)(1+√𝑥𝑥)

 − 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂)= 1
2
 – ημα,   και  

lim
𝑥𝑥→0+

𝑘𝑘(𝑥𝑥)  =  lim
𝑥𝑥→0+

(𝜑𝜑(𝑥𝑥) − 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂) = lim
𝑥𝑥→0+

(1−√𝑥𝑥
1−𝑥𝑥

 − 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂) = 1 – ημα  



Όμως 𝜋𝜋
6
 < α < 𝜋𝜋

2 
  
𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥 ↑(𝜋𝜋6 ,𝜋𝜋2)
�������   ημ𝜋𝜋

6
 < ημα < ημ𝜋𝜋

2
 ⟺ 1

2
 < ημα < 1 

                                                            ●ημα < 1 ⟺ 1 – ημα > 0 

                                                            ● 1
2
 < ημα ⟺ 1

2
  – ημα < 0 

Οπότε η κ  είναι συνεχής και γν.  φθίνουσα στο (0,1)  και  

0∈κ((0,1))= (1
2
 – ημα, 1 – ημα)  ,   

Άρα η εξίσωση  κ(x) = 0   φ(x) = ημα  έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο (0,1). 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  

Για x<-1     𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −2 ⟺ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = (−2𝑥𝑥)′ 
𝛼𝛼𝛼𝛼ό 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎έ𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝛩𝛩.𝛭𝛭.𝛵𝛵.   𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐1  (1) 
Για x>-1    𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 1 ⟺ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥)′ 
𝑎𝑎𝑎𝑎ό 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎έ𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝛩𝛩.𝛭𝛭.𝛵𝛵.   𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 (2) 
𝛨𝛨 𝐶𝐶𝑓𝑓 𝛿𝛿𝜄𝜄έ𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 𝛼𝛼𝛼𝛼ό 𝜏𝜏𝜏𝜏 𝛰𝛰(0,0)  ά𝜌𝜌𝜌𝜌 𝑓𝑓(0) = 0 

(2)
𝑥𝑥=0
���𝑓𝑓(0) = 03 − 0 + 𝑐𝑐2 ⇔ 𝑐𝑐2 = 0 

Ά𝜌𝜌𝜌𝜌 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �
− 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐1 , 𝑥𝑥 < −1

𝑎𝑎 , 𝑥𝑥 = −1
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 > −1

 

𝑓𝑓 𝜎𝜎𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐ή𝜍𝜍 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝑥𝑥 = −1   ⇔ lim
𝑥𝑥→−1−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(−1) 

⇔ lim
𝑥𝑥→−1+

(𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−1−

(−2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐1) = 𝑎𝑎 ⇔ 0 = 2 + 𝑐𝑐1 = 𝑎𝑎 ⇔ 

𝑎𝑎 = 0 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝑐𝑐1 = −2  

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �
−2𝑥𝑥 − 2   , 𝑥𝑥 < −1

0  , 𝑥𝑥 = −1
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥,    𝑥𝑥 > −1

  ⇔ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  � −2𝑥𝑥 − 2, 𝑥𝑥 ≤ −1 
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 > −1  

 

Γ2. Η εφαπτομένη της 𝐶𝐶𝑓𝑓 στο Α(𝑥𝑥0, 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)) είναι  

(ε) : y - 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(x – 𝑥𝑥0)  (1) 

H (ε) διέρχεται από το (0, – 2)  

(1) 
x=0,y=−2
������� – 2 - 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(0 – x0) 

𝑥𝑥0> −1
�����                                                   

– 2 – (𝑥𝑥03 – x0) = (3𝑥𝑥02 – 1)(–x0) ⟺ – 2 – 𝑥𝑥03 + x0= -3𝑥𝑥03 + x0 ⟺  
2𝑥𝑥03 = 2 ⟺ x0 = 1 (δεκτή) 

 



Γ3.  

 

 

Τη χρονική στιγμή  𝑡𝑡0 το Μ διέρχεται από το Β(3,4) άρα 𝑥𝑥(𝑡𝑡0) = 3 , 

  𝑦𝑦(𝑡𝑡0) = 4  και  𝑥𝑥′(𝑡𝑡0) = 2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿/𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

(𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭) =
1
2

(𝛫𝛫𝛫𝛫)(𝛭𝛭𝛭𝛭) =
1
2

(𝑥𝑥 − 2)(2𝑥𝑥 − 2) = (𝑥𝑥 − 2)(𝑥𝑥 − 1) = 𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 2 

𝐸𝐸(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥2(𝑡𝑡) − 3𝑥𝑥(𝑡𝑡) + 2,     𝑡𝑡 ≥ 0 

𝐸𝐸′(𝑡𝑡) = 2𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑥𝑥′(𝑡𝑡) − 3𝑥𝑥′(𝑡𝑡) ,   𝑡𝑡 ≥ 0 

Τη χρονική στιγμή  𝑡𝑡0 είναι: 

𝐸𝐸′(𝑡𝑡0) = 2 𝑥𝑥(𝑡𝑡0) 𝑥𝑥′(𝑡𝑡0) − 3𝑥𝑥′(𝑡𝑡0) = 2 · 3 · 3 − 3 · 2 = 6 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏. 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿/𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

 

Γ4. �𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂(𝑥𝑥)
𝑓𝑓(𝑥𝑥) � = |𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂(𝑥𝑥)|

|𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ 1
|𝑓𝑓(𝑥𝑥)|    ά𝜌𝜌𝜌𝜌  

− �
1

𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ≤
𝜂𝜂𝜂𝜂�𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ �

1
𝑓𝑓(𝑥𝑥)�   

(1) 

lim
𝑥𝑥→−∞

1
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥→−∞

1
−2𝑥𝑥 − 2

= lim
𝑥𝑥→−∞

−
1

2𝑥𝑥
= 0   



ά𝜌𝜌𝛼𝛼 lim
𝑥𝑥→−∞

�
1

𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = lim
𝑥𝑥→−∞

�− �
1

𝑓𝑓(𝑥𝑥)�� = 0 (2) 

(1),(2)𝛫𝛫.𝛱𝛱.
��������   lim

𝑥𝑥→−∞

𝜂𝜂𝜂𝜂�𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 

𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶ί𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁 𝜏𝜏𝜏𝜏: lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(−𝑥𝑥)
1 − 𝑥𝑥3

 

𝛩𝛩έ𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝑥𝑥 = 𝑢𝑢   ⟺    𝑥𝑥 = −𝑢𝑢    Ά𝜌𝜌𝜌𝜌  lim
𝑥𝑥→−∞

𝑢𝑢 = lim
𝑥𝑥→−∞

(−𝑥𝑥) = +∞ 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝜏𝜏𝜏𝜏 ό𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 lim
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(−𝑥𝑥)
1 − 𝑥𝑥3

 𝛾𝛾𝛾𝛾ά𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑𝜑: lim
𝑢𝑢→+∞

𝑓𝑓(𝑢𝑢)
1 + 𝑢𝑢2

= lim
𝑢𝑢→+∞

𝑢𝑢3 − 𝑢𝑢
1 + 𝑢𝑢3

= lim
𝑢𝑢→+∞

𝑢𝑢3

𝑢𝑢3
= 1 

𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦έ𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈, lim
𝜒𝜒→−∞

�
𝜂𝜂𝜂𝜂𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑓𝑓(𝑥𝑥) +

𝑓𝑓(−𝑥𝑥)
1 − 𝑥𝑥3

� = lim
𝑥𝑥→−∞

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂(𝑥𝑥)
𝑓𝑓(𝑥𝑥) + lim

𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(−𝑥𝑥)
1 − 𝑥𝑥3

= 

0 + 1 = 1 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. i.) Η συνάρτηση ( ) ( )f x x ln 3 x= − ⋅  είναι παραγωγίσιμη στο ( )0,+∞  με 

παράγωγο τη ( ) ( )1 1 x 1f x 1 3 x 1
3 x x x

−′′ = − ⋅ = − =
⋅

, για κάθε ( )x 0,∈ +∞ . 

Ελέγχουμε πότε ( )
x 0x 1f x 0 0 x 1 0 x 1

x
>−′ > ⇔ > ⇔ − > ⇔ > .  

Αντίστοιχα ( )f x 0 x 1′ < ⇔ <  και ( )f x 0 x 1′ = ⇔ = . 

Άρα  

 

X 0                                     1                             +∞  

( )f x′  

 

- + 

F 

 
 
 
 

 

Άρα η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για x=1 το ( )f 1 1 ln3 0= − <  και είναι γνησίως 

φθίνουσα στο ( ]0,1  ενώ είναι γνησίως αύξουσα στο [ )1,+∞ . Ακόμη  

( ) ( )( )
( )0

x 0 x 0
lim f x lim x ln 3 x

+ +

− −∞

→ →
= − ⋅ = + ∞ ,αφού 

( )
3 x u

x 0 u 0
lim ln 3 x lim lnu

+ +

⋅ =

→ →
⋅ = = −∞ , και 



( ) ( )( ) ( ) ( )1 0

x x x

ln 3 x
lim f x lim x ln 3 x lim x 1

x

+∞⋅ −

→+∞ →+∞ →+∞

  ⋅
= − ⋅ = ⋅ − = + ∞     

,  

αφού 
( )

x DLH x x

1
ln 3 x 1xlim lim lim 0

x 1 x

+∞
+∞

→+∞ →+∞ →+∞

⋅
= = = . 

• Η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο ( ]0,1 , άρα  

( ]( ) ( ) ( )) [ )
x 0

f 0,1 f 1 , lim f x 1 ln3,
+→

= = − +∞
. To ( ]( ) [ )0 f 0,1 1 ln3,∈ = − +∞  

άρα υπάρχει ( )1x 0,1∈  έτσι ώστε ( )1f x 0= , 1x 1≠  γιατί ( )f 1 1 ln3= − . Το x1 

είναι μοναδικό γιατί η f είναι γνησίως φθίνουσα. 

• Η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα φθίνουσα στο ( )1,+∞ , 

άρα ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
xx 1

f 1, lim f x , lim f x 1 ln3,
+ →+∞→

+∞ = = − +∞ . 

To ( )( ) ( )0 f 1, 1 ln3,∈ +∞ = − +∞  άρα υπάρχει ( )2x 1,∈ +∞  έτσι ώστε 

( )2f x 0= . Το x2 είναι μοναδικό γιατί η f είναι γνησίως αύξουσα. 

Τελικά η εξίσωση f(x)=0 έχει ακριβώς δύο ρίζες x1<1<x2. 

ii. H συνάρτηση f΄ είναι παραγωγίσιμη με ( ) 2
1f x 0
x

′′ = > , για κάθε 

( )x 0,∈ +∞ , άρα η f είναι κυρτή στο ( )0,+∞ . 

Δ2. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [ ]1 2x ,x  και ( )f x 0≠  για κάθε ( )1 2x x ,x∈

άρα η f διατηρεί πρόσημο στο ( )1 2x ,x . Εφόσον ( )f 1 1 ln3 0= − <  τότε και 

( )f x 0<  για κάθε ( )1 2x x ,x∈ . Συνεπώς ( )f x 0≤  στο [ ]1 2x ,x , άρα  

( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1

x x x

x x x
E f x dx f x dx x ln 3 x dx= = − = − − ⋅ =∫ ∫ ∫   

( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 1 1 1

x x x x

x x x x
ln 3 x xdx ln 3 x x dx ln 3 x dx x dx= ⋅ − = ⋅ − = ⋅ − =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )
2 2

2 22

11 1
1 1

x x2 2x xx

xx x
x x

x 1 xx ln 3 x dx x ln 3 x x 3 dx
2 3 x 2

   ′  = ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − =     ⋅   
∫ ∫  



( ) ( ) [ ] 2

1

2 2
x 2 1

2 2 1 1 x

x xx ln 3 x x ln 3 x x
2

 −
= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − − = 

 
 

( ) ( )
( )

( )2 2

1 1

2 2 x ln 3 x
2 1

2 2 1 1 2 1 x ln 3 x

x xx ln 3 x x ln 3 x x x
2

= ⋅

= ⋅

−
= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − + − =  

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1 2 1

x x x xx x x x x x x x 1
2 2
− + = − − − − = − ⋅ + − − =  

 

( ) ( ) ( )2 1
2 1 2 1 2 1

x x 2 1x x x x x x 2
2 2

+ − = − ⋅ = ⋅ − ⋅ + − 
 

 

Δ3. Ισχύει ότι 1 1 10 x 1 1 x 0 1 2 x 2< < ⇔ − < − < ⇔ < − <   

 Αρκεί να δείξουμε ότι 1 2 2 12 x x 2 x x− < ⇔ < +   

(Αφού ( )f x 0<  στο ( )1 2x ,x  από Δ2). 

Όμως ( ) ( )
( )2 1

1 x x 0
2

2 1 2 1 2 1
1Ε 0 x x x x 2 0 x x 2 0
2

⋅ − >

> ⇔ ⋅ − ⋅ + − > ⇔ + − > ⇔   

2 1x x 2⇔ + > . 

 

Δ4. Για κάθε x>0  

( ) ( ) ( )2 22 f x ln3 1 f x x x′⋅ + = + ⋅ − ⇔   

( ) ( ) ( )2 22 f x 1 ln3 f x x x′⋅ = − + ⋅ − ⇔  

( ) ( ) ( ) ( )2 22 f x f 1 f x x x′⋅ = + ⋅ − ⇔  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2f x f 1 f x f x x x 0′− + − ⋅ − = ⇔  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2f x f 1 f x f x x x f x 0′   − + − ⋅ − − =     (1) 

• Η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για x=1 το f(1), συνεπώς  

( ) ( ) ( ) ( )f x f 1 f x f 1 0≥ ⇔ − ≥  για κάθε ( )x 0,∈ +∞  με την ισότητα να ισχύει 

μόνο για x=1. (2) 

• H εφαπτομένη (ε) της Cf στο x2 είναι η 



( ) ( ) ( ) ( )2 2 2ε : y f x f x x x′− = ⋅ − ⇔  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2ε : y f x x x f x′= ⋅ − + . 

Ακόμη η f είναι κυρτή στο ( )0,+∞ , συνεπώς η Cf θα βρίσκεται ολόκληρη πάνω από

την (ε) εξαιρουμένου του σημείου επαφής, άρα  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2f x f x x x f x f x f x x x f x 0′ ′ ≥ ⋅ − + ⇔ − ⋅ − + ≥  ,

για κάθε ( )x 0,∈ +∞ , με την ισότητα να ισχύει μόνο για x=x2. (3)

Συνεπώς από (2) και (3) η (1) γίνεται 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 22 2 2

f x f 1 0 x 1
x xf x f x x x f x 0

 − = = ⇔  =′ − ⋅ − + =   
ΑΔΥΝΑΤΟ

αφού 2x 1≠ . Άρα η εξίσωση δεν έχει λύσεις. 


