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Θέμα Α. 

 

Α1.  Απόδειξη σχολικού βιβλίου σελ. 153 

 

Α2. Σχολικό βιβλίο σελ. 51 

 

Α3. Σχολικό βιβλίο σελ. 23 

 

Α4.  

α) Σωστό 

β) Λάθος 

γ) Σωστό    

δ) Σωστό   

ε) Σωστό 

 

 

ΘΕΜΑ Β. 

 

Β1. Από τη σχέση που μας δίνουν,  

𝑓(𝑥 + 1) = (𝑥 + 1) ⋅ 𝑒−𝑥  (1) 

θέτοντας όπου 𝑢 = 𝑥 + 1 ⇔ 𝑥 = 𝑢 − 1, προκύπτει ότι: 

 𝑓(𝑢) = 𝑢 ⋅ 𝑒−(𝑢−1) ⇔ 𝑓(𝑢) = 𝑢 ⋅ 𝑒1−𝑢 ,     𝑢 ∈ ℝ. 

Άρα, 𝑓(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝑒1−𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. 

 

 

 

 

 



Β2. Η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο ℝ ως πράξεις παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με 

𝑓′(𝑥) = 𝑒1−𝑥 + 𝑥 ⋅ 𝑒1−𝑥 ⋅ (1 − 𝑥)′ = 𝑒1−𝑥 − 𝑥 ⋅ 𝑒1−𝑥 = 𝑒1−𝑥 ⋅ (1 − 𝑥),     𝑥 ∈ ℝ. 

Λύνουμε: 

• 𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑒1−𝑥 ⋅ (1 − 𝑥) = 0
𝑒1−𝑥>0
⇔     1 − 𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 1. 

• 𝑓′(𝑥) > 0 ⇔ 𝑒1−𝑥 ⋅ (1 − 𝑥) > 0
𝑒1−𝑥>0
⇔     1 − 𝑥 > 0 ⇔ 𝑥 < 1. 

 

 

 

 

 

 

 

Συνεπώς, η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα (−∞, 1] και γνησίως 

φθίνουσα στο διάστημα [1, +∞). Στο 𝑥0 = 1, η 𝑓 παρουσιάζει ολικό μέγιστο το 

𝑓(1) = 1. 

Επομένως, ισχύει 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(1) ⇔ 𝑓(𝑥) ≤ 1 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ, με την ισότητα να 

ισχύει μόνο για 𝑥 = 1. 

 

Β3.  Η συνάρτηση 𝑓 είναι και δεύτερη φορά παραγωγίσιμη, με 

𝑓′′(𝑥) = (𝑒1−𝑥)′ ⋅ (1 − 𝑥) + 𝑒1−𝑥 ⋅ (1 − 𝑥)′ = 𝑒1−𝑥(1 − 𝑥)′ ⋅ (1 − 𝑥) + 𝑒1−𝑥 ⋅ (−1)

= −𝑒1−𝑥 ⋅ (1 − 𝑥) − 𝑒1−𝑥 = −𝑒1−𝑥 ⋅ (1 − 𝑥 + 1)

= −𝑒1−𝑥 ⋅ (2 − 𝑥)                  = 𝑒1−𝑥 ⋅ (𝑥 − 2),   𝑥 ∈ ℝ. 

Άρα, 

𝑓′′(𝑥) = 𝑒1−𝑥 ⋅ (𝑥 − 2),   𝑥 ∈ ℝ. 

Λύνουμε: 

• 𝑓′′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑒1−𝑥 ⋅ (𝑥 − 2) = 0
𝑒1−𝑥>0
⇔     𝑥 − 2 = 0 ⇔ 𝑥 = 2. 

• 𝑓′′(𝑥) > 0 ⇔ 𝑒1−𝑥 ⋅ (𝑥 − 2) > 0
𝑒1−𝑥>0
⇔     𝑥 − 2 > 0 ⇔ 𝑥 > 2. 

 

 

 

𝑥 −∞                 1                         +∞ 

 𝑓′(𝑥) + − 

𝑓(𝑥) 
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Συνεπώς, η 𝑓 είναι κοίλη στο διάστημα (−∞, 2] και κυρτή στο διάστημα [2, +∞). 

Η 𝑓 έχει σημείο καμπής το 𝛢 (2,
2

𝑒
). 

Κατακόρυφες ασύμπτωτες: Η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής στο ℝ και άρα δεν 

παρουσιάζει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

Πλάγιες-οριζόντιες ασύμπτωτες στο +∞: Έχουμε: 

𝜆 = lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥 ⋅ 𝑒1−𝑥

𝑥
=  lim

𝑥→+∞
𝑒1−𝑥 = lim

𝑥→+∞

𝑒

𝑒𝑥
= 𝑒 ⋅ lim

𝑥→+∞

1

𝑒𝑥
= 𝑒 ⋅ 0

= 0. 

(αφού lim ,x

x
e

→+
= + έχουμε ότι 

1
lim 0.

xx e→+
= ) 

( )

( )
1

' 1
lim[ ( ) ] lim[ 0 ] lim lim lim lim 0.

'

x

x x xxx x x DHL x x x

x ex e e
f x x x e x e

e e ee
 

+
+

−

→+ →+ →+ →+ →+ →+


= − =  −  = = = =  =  

Άρα, 𝜆 = 0 και 𝛽 = 0 και επομένως, η ευθεία 𝑦 = 0 (δηλαδή ο άξονας 𝑥′𝑥) είναι 

οριζόντια ασύμπτωτη της 𝐶𝑓 στο +∞. 

Πλάγιες-οριζόντιες ασύμπτωτες στο −∞: Έχουμε: 

𝜆 = lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→−∞

𝑥 ⋅ 𝑒1−𝑥

𝑥
=  lim

𝑥→−∞

𝑒

𝑒𝑥
= 𝑒 ⋅ lim

𝑥→−∞

1

𝑒𝑥
= 𝑒 ⋅ (+∞) = +∞. 

(αφού lim 0,x

x
e

→−
= και 𝑒𝑥 > 0 κοντά στο −∞, έχουμε ότι 

1
lim .

xx e→−
= + ) 

Άρα, η 𝐶𝑓 δεν έχει ασύμπτωτες στο −∞. 
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𝑓′′(𝑥) − + 

𝑓(𝑥) 

 

 
 

0 

Σ.Κ. (2,
2

𝜀
) 



Β4. (i) Υπολογίζουμε: 

• 1 1
lim ( ) lim lim lim[ ] ( ) ( ) ,x

x xx x x x

x e
f x x e xe

e e

−

→− →− →− →−


=  = =  = −  + = −  και 

• lim ( ) 0,
x

f x
→+

= (από το ερώτημα Β3). 

Συνεπώς, 

• στο διάστημα 𝛥1 = (−∞,1], η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής και γνησίως 

αύξουσα. Άρα, 

𝑓(𝛥1) = ( lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) , 𝑓(1)] = (−∞, 1]. 

• στο διάστημα 𝛥2 = (1,+∞), η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής και γνησίως 

φθίνουσα. Άρα, 

𝑓(𝛥2) = ( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) ) = (0,1), 

(είναι 
1

lim ( ) (1) 1,
x

f x f
+→

= = , αφού η 𝑓 είναι συνεχής). 

Τελικά, το σύνολο τιμών της 𝑓 είναι: 

𝑓(ℝ) =  𝑓(𝛥1) ∪  𝑓(𝛥2) = (−∞, 1] ∪ (0,1) = (−∞, 1]. 

Άρα, 𝑓(ℝ) = (−∞, 1]. 

 

 

 

(ii)  

𝜆 
−∞               0                              1                             

+∞ 

Πλήθος ριζών 1 2 0 

 

• Για 𝜆 < 0, η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝜆 έχει 1 ρίζα. 

• Για 𝜆 = 0, η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝜆 έχει 1 ρίζα. 

• Για 0 < 𝜆 < 1, η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝜆 έχει 2 ρίζες. 

• Για 𝜆 = 1, η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝜆 έχει 1 ρίζα. 

• Για 𝜆 > 1, η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝜆 δεν έχει ρίζες. 

 

 

 

1 1 



Β4. (ii) (Δεύτερος τρόπος) 

Ο πίνακας μεταβολών της συνάρτησης 𝑓 είναι  

 

Έχουμε: 

𝑓(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 ⋅ 𝑒1−𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 0. 

Άρα, η 𝐶𝑓 διέρχεται από την αρχή των αξόνων. Η γραφική παράσταση της 𝑓 

φαίνεται στο παρακάτω σχήμα: 

 

Το σύνολο τιμών της 𝑓 είναι 𝑓(ℝ) = (−∞, 1]. 

• Αν 𝜆 ≤ 0, τότε η 𝐶𝑓 με την 𝑦 = 𝜆τέμνονται σε ένα ακριβώς σημείο, άρα η 

εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝜆 έχει ακριβώς μία ρίζα. 

• Αν 0 < 𝜆 < 1, τότε η 𝐶𝑓 με την 𝑦 = 𝜆 τέμνονται σε δύο σημεία, άρα η 

εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝜆 έχει ακριβώς δύο ρίζες. 

• Αν 𝜆 > 1, τότε η 𝐶𝑓 με την 𝑦 = 𝜆 δεν έχουν κοινά σημεία, άρα η εξίσωση 

𝑓(𝑥) = 𝜆 είναι αδύνατη. 



 

Θέμα Γ. 

𝑓(𝑥) =  {
𝑎𝑥3 − 3𝑥2 − 𝑥 + 1   , 𝑥 ≤ 0

𝜎𝜐𝜈𝑥 ,      0 < 𝑥 ≤
3𝜋

2

              𝑎 < −3 

Γ1.  Η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής για 𝑥 < 0, ως πολυωνυμική. Επίσης, η 𝑓 

είναι συνεχής για 𝑥 ∈ (0,
3𝜋

2
] ως τριγωνομετρική.  

Υπολογίζουμε τα πλευρικά όρια στο 0: 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

(𝑎𝑥3 − 3𝑥2 − 𝑥 + 1) = 1 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝜎𝜐𝜈𝑥 = 𝜎𝜐𝜈0 = 1 

𝑓(0) = 1 

Άρα, 
lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) =𝑓(0) ⇔ 𝑓𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 𝑥 = 0 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim
𝑥→0−

𝑎𝑥3 − 3𝑥2 − 𝑥 + 1 − 1

𝑥
= lim
𝑥→0−

𝑥(𝑎𝑥2 − 3𝑥 − 1)

𝑥
= 

lim
𝑥→0−

(𝑎𝑥2 − 3𝑥 − 1) = −1        (1) 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim
𝑥→0+

𝜎𝜐𝜈𝑥 − 1

𝑥
= 0      (2) 

𝛢𝜌𝛼 𝛼𝜋𝜊 (1) 𝜅𝛼𝜄 (2)  lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
≠ lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 

𝐴𝜌𝛼 𝛿𝜀𝜈 𝜐𝜋ά𝜌𝜒𝜀𝜄 𝜏𝜊 lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 

𝛦𝜋𝜊𝜇έ𝜈𝜔𝜍 𝜂 𝑓 𝛿𝜀𝜈 𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾𝜔𝛾ί𝜁𝜀𝜏𝛼𝜄 𝜎𝜏𝜊 𝑥0 = 0 
 

Γ2.  

(i)  𝑓 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 (−∞,
3𝜋

2
]  𝑎𝜌𝛼 𝜂 𝑓 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 [0,

3𝜋

2
] 

𝑓 𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾𝜔𝛾ί𝜎𝜄𝜇𝜂 𝜎𝜏𝜊 (0,
3𝜋

2
)  𝜔𝜍 𝜏𝜌𝜄𝛾𝜔𝜈𝜊𝜇𝜀𝜏𝜌𝜄𝜅ή  

𝑓(0) = 1 

𝑓 (
3𝜋

2
) = 𝜎𝜐𝜈

3𝜋

2
= 0  

𝐴𝜌𝛼 𝑓(0) ≠ 𝑓 (
3𝜋

2
) 

Αρα δεν ικανοποιούνται όλες οι προϋποθέσεις του Θεωρήματος Rolle 

(ii) Για 𝑥 ∈ (0,
3𝜋

2
)  𝑓 ′(𝑥) = −𝜂𝜇𝑥 

𝑓 ′(𝜉) = 0 ⇔ −𝜂𝜇𝜉 = 0 ⇔ 𝜂𝜇𝜉 = 𝜂𝜇0 ⇔ 𝜉 = 𝜋    𝛼𝜑𝜊ύ  𝑥𝜖 (0,
3𝜋

2
) 

 

 



Γ3.  

Για x<0, έχουμε 

𝑓 ′(𝑥) = 3𝑎𝑥2 − 6𝑥 − 1. 

Η εφαπτομένη (𝜀) της 𝐶𝑓 είναι παράλληλη στον άξονα 𝑥′𝑥 αν και μόνο αν ο 

συντελεστής διεύθυνσης της (𝜀) είναι 0, 𝜆𝜀 = 0. Ο συντελεστής διεύθυνσης της 

(𝜀) ισούται με την παράγωγο της 𝑓. Άρα, 

𝜆𝜀 = 0 ⇔ 𝑓 ′(𝑥) = 0 ⇔ 3𝑎𝑥2 − 6𝑥 − 1 = 0   (1) 
𝛥 = 36 + 12𝛼 = 12(3 + 𝛼) < 0 
𝛼 < −3  ⇔ 𝛼 + 3 < 0 
𝐴𝜌𝛼 𝜂 (1) 𝛼𝛿ύ𝜈𝛼𝜏𝜂 

Επομένως δεν υπάρχουν σημεία με αρνητική τετμημένη στα οποία η 

εφαπτομένη να είναι παράλληλη στον 𝑥′𝑥. 

Γ4.  

Για x<0   

𝑓 ′(𝑥) = 3𝑎𝑥2 − 6𝑥 − 1    𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥𝜖(−∞, 0)                   (𝛥 < 0) 

𝛤𝜄𝛼 𝑥 ∈ (0,
3𝜋

2
]  𝑓 ′(𝑥) =  −𝜂𝜇𝑥 

𝑓 ′(𝑥) = 0 ⇔ −𝜂𝜇𝑥 = 0  ⇔ 𝑥 = 𝜋 

𝑓 ′(𝑥) > 0 ⇔ −𝜂𝜇𝑥 > 0  ⇔ 𝜂𝜇𝑥 < 0
𝑥𝜖(0,

3𝜋

2
]

⇔       𝑥 ∈ (𝜋,
3𝜋

2
] 

 

f συνεχής στο x=0   f γνησίως φθίνουσα στο (-∞,0]  ,   [0,π]  αρα f γνησίως 

φθίνουσα στο  

(-∞,π]      και   f γνησίως αύξουσα στο [π, 
3𝜋

2
]  

H f παρουσιάζει στο 𝑥 = 𝜋 ολικό ελάχιστο το 𝑓(𝜋) = 𝜎𝜐𝜈𝜋 = −1 . Άρα, 

𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝜋)  ⇔ 𝑓(𝑥) ≥ −1  για κάθε 𝑥𝜖 (−∞,
3𝜋

2
] 

 

Θέμα Δ. 

Δ1. Θεωρώ τη συνάρτηση: 

𝛬(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 −
1

𝑥
   , 𝑥 > 0 

𝛬′(𝑥) =
1

𝑥
+
1

𝑥2
   , 𝑥 > 0 

Έ𝜒𝜊𝜐𝜇𝜀 ό𝜏𝜄  𝛬′(𝑥) > 0  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ (0,+∞) 
𝛦𝜋𝜊𝜇έ𝜈𝜔𝜍 𝛬 𝛾𝜈𝜂𝜎ί𝜔𝜍 𝛼ύ𝜉𝜊𝜐𝜎𝛼 𝜎𝜏𝜊 (0, +∞) 



𝐴𝜌𝛼 𝜂 𝜀𝜉ί𝜎𝜔𝜎𝜂 𝛬(𝑥) = 0 έ𝜒𝜀𝜄 𝜇ί𝛼 𝜏𝜊 𝜋𝜊𝜆ύ 𝜌ί𝜁𝛼 𝜎𝜏𝜊 (0, +∞)          (∗) 

𝛬 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 [1, 𝑒]  𝜋𝜌ά𝜉𝜀𝜄𝜍 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ώ𝜈 𝜎𝜐𝜈𝛼𝜌𝜏ή𝜎𝜀𝜔𝜈 
𝛬(1) = −1 < 0 

𝛬(𝑒) = 1 −
1

𝑒
=
𝑒 − 1

𝑒
> 0 

𝛬(1)𝛬(𝑒) < 0    𝑎𝜌𝛼 𝛼𝜋𝜊 𝜃𝜀ώ𝜌𝜂𝜇𝛼 𝐵𝑜𝑙𝑧𝑎𝑛𝑜 𝜂 𝜀𝜉ί𝜎𝜔𝜎𝜂 𝛬(𝑥) = 0  
έ𝜒𝜀𝜄 𝜏𝜊𝜐𝜆ά𝜒𝜄𝜎𝜏𝜊𝜈 𝜇ί𝛼 𝜌ί𝜁𝛼 𝜎𝜏𝜊 (1, 𝑒) ⊆ (0,+∞)       (∗∗) 

 

𝐴𝜌𝛼 𝛼𝜋𝜊 (∗)𝜅𝛼𝜄 (∗∗) 𝜐𝜋ά𝜌𝜒𝜀𝜄 𝜇𝜊𝜈𝛼𝛿𝜄𝜅ό 𝑥0 ∈ (0,+∞)  

(𝜏𝜊 𝜊𝜋𝜊ί𝜊 𝜇ά𝜆𝜄𝜎𝜏𝛼 𝛼𝜈ή𝜅𝜀𝜄 𝜎𝜏𝜊 (1, 𝑒)),ώ𝜎𝜏𝜀 𝛬(𝑥0) = 0 ⇔ 𝑙𝑛𝑥0 =
1

𝑥0
 

Δ2. Έχουμε: 

𝑓(𝑥) = (ln 𝑥0)(𝑥 + 1) − ln 𝑥 − 1, 𝑥 > 0 

(𝛥1)
⇔  𝑓(𝑥) =

1

𝑥0
(𝑥 + 1) − ln 𝑥 − 1, 𝑥 > 0 

Η 𝑓 είναι συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. Για 𝑥 > 0, έχουμε: 

𝑓 ′(𝑥) =
1

𝑥0
−
1

𝑥
=
𝑥 − 𝑥0
𝑥0𝑥

. 

Για 𝑥 > 0, λύνουμε 

• 𝑓 ′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑥0. 

• 𝑓 ′(𝑥) > 0 ⇔
𝑥−𝑥0

𝑥0⋅𝑥
> 0

𝑥0⋅𝑥>0
⇔    𝑥 − 𝑥0 > 0 ⇔ 𝑥 > 𝑥0. 

 

 

 

 

 

 

H 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο μόνο για 𝑥 = 𝑥0, το 𝑓(𝑥0) =
1

𝑥0
(𝑥0 + 1) −

ln 𝑥0 − 1 = 0 (διότι, από Δ1, έχουμε ln 𝑥0 =
1

𝑥0
). 

Άρα,  

𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(0) = 0,   𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ (0,+∞)   (4) 

με την ισότητα να ισχύει μόνο για 𝑥 = 𝑥0. 

 

Δ3. Έχουμε 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥,    𝐷𝑔 = ℝ, με  

𝑔′(𝑥) = 𝑒−𝑥(1 − 𝑥),    𝑥 ∈ ℝ. 

x -∞   0                       xo            +∞ 

f ’(x)  −  + 

f(x)   



Επίσης, ℎ(𝑥) = (
𝑥0

𝑒
)
𝑥+1

,  𝑥 ∈ ℝ, με 

ℎ′(𝑥) = (
𝑥0
𝑒
)
𝑥+1

ln (
𝑥0
𝑒
) ,      𝑥 ∈ ℝ. 

Το κοινό σημείο των 𝐶𝑓, 𝐶ℎ έχει τετμημένη τη ρίζα της εξίσωσης: 

𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) ⇔ 𝑥𝑒−𝑥 = (
𝑥0
𝑒
)
𝑥+1

,    𝛾𝜄𝛼   𝑥 ∈ ℝ.    (5) 

Αφού (
𝑥0

𝑒
)
𝑥+1

> 0, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ, πρέπει 𝑥 ⋅ 𝑒−𝑥 > 0
𝑒−𝑥>0
⇔    𝑥 > 0. Για 𝑥 > 0, 

(5) ⇔ ln(𝑥𝑒−𝑥) = ln (
𝑥0
𝑒
)
𝑥+1

⇔ ln 𝑥 + ln 𝑒−𝑥 = (𝑥 + 1) ln (
𝑥0
𝑒
) ⇔ ln 𝑥 − 𝑥

= (𝑥 + 1)(ln 𝑥0 − ln 𝑒)  ⇔ ln 𝑥 − 𝑥 = (𝑥 + 1) ln 𝑥0 − (𝑥 + 1)

⇔ ln 𝑥 − (𝑥 + 1) ln 𝑥0 + 1 = 0 ⇔ −𝑓(𝑥) = 0
(4)
⇔  𝑥 = 𝑥0. 

Άρα, οι 𝐶𝑔, 𝐶ℎ έχουν μοναδικό κοινό σημείο στο 𝑥0. Για να έχουν κοινή 

εφαπτομένη στο 𝑥0, αρκεί να δείξουμε ότι 𝑔′(𝑥0) = ℎ
′(𝑥0). Έχουμε: 

𝑔′(𝑥0) = ℎ
′(𝑥0) ⇔ 𝑒−𝑥0(1 − 𝑥0) = (

𝑥0
𝑒
)
𝑥0+1

ln (
𝑥0
𝑒
) ⇔ 𝑒−𝑥0 − 𝑥0𝑒

−𝑥0

= (
𝑥0
𝑒
)
𝑥0+1

(ln 𝑥0 − 1) ⇔ 𝑒−𝑥0 − 𝑔(𝑥0)

= ℎ(𝑥0) (
1

𝑥0
− 1)

𝑔(𝑥0)=ℎ(𝑥0)
⇔        𝑒−𝑥0 − ℎ(𝑥0) =

ℎ(𝑥0)

𝑥0
− ℎ(𝑥0)                 

⇔ 𝑒−𝑥0 =
ℎ(𝑥0)

𝑥0
⇔ 𝑥0𝑒

−𝑥0 = ℎ(𝑥0) ⇔ 𝑔(𝑥0) = ℎ(𝑥0), 

που ισχύει. 

Άρα, οι 𝐶𝑔, 𝐶ℎ έχουν μοναδικό κοινό σημείο στο οποίο έχουν και κοινή 

εφαπτομένη. 

 

Δ4. Για κάθε x∈ (0,+∞) 𝜂 απόσταση των σημείων Α(x, f(x)) , B(x,f(x))  δίνεται 

από τη συνάρτηση d(x) = |f(x)-φ(x)| = f(x) – φ(x)  , x>0    (αφου f(x)>φ(x) για 

κάθε x>0) 

Διακρίνω τις περιπτώσεις: 

(α) Αν η φ παραγωγίσιμη στο xo (ως διαφορά παραγωγίσιμων συναρτήσεων) 

με: 

d’(xo) = f’(xo) – φ’(xo) = 0 – φ’(xo) = - φ’(xo)   (απο Δ1 ερώτημα) 

Το xo εσωτερικό σημείο του (0,+∞) 

H d παρουσιάζει ελάχιστο στο xo 

Aρα απο θεώρημα Fermat θα έχουμε ότι: d’(xo)=0  - φ’(xo) = 0  φ’(xo) = 0 

και άρα xo κρίσιμο σημείο της φ 

(β)  Αν η φ δεν είναι παραγωγίσιμη στο xo τότε το xo κρίσιμο σημείο της φ 

επομένως απο (α) και (β) προκύπτει ότι σε κάθε περίπτωση το xo είναι 

κρίσιμο σημείο της φ. 


