
ΘΕΜΑ 4 

Δφο ίςοι κφκλοι (Κ,R) και (Λ,R) εφάπτονται εξωτερικά ςτο ςημείο Ο. Ζνασ τρίτοσ κφκλοσ 

(Μ,ρ) εφάπτεται εξωτερικά με τουσ δφο κφκλουσ κζντρων Κ και Λ. Με κζντρο το ςημείο Ο 

και ακτίνα 2R γράφουμε κφκλο, ο οποίοσ εφάπτεται εξωτερικά των 3 παραπάνω κφκλων, 

όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχήμα.  

α) Στον παρακάτω πίνακα, ςτη ςτήλη Α είναι οι διάκεντροι ΚΜ, ΛΜ και ΟΜ των κφκλων με 

κζντρα Κ, Λ, Μ και Ο και ςτη ςτήλη Β τα μήκη των διακζντρων αυτϊν. Να αντιςτοιχίςετε τα 

ςτοιχεία τησ ςτήλησ Α με τα αντίςτοιχα τησ ςτήλησ Β, γράφοντασ ςτην κόλλα ςασ μόνο τισ 

αντιςτοιχίςεισ. (Μονάδεσ 06) 

Στήλη Α Στήλη Β 

Διάκεντροσ Μήκοσ 

1. ΚΛ i. R

2. ΛΜ ii. 2R

3. ΟΜ iii. R+ρ

iv. 2R-ρ

β) 

i. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΜΚΛ είναι ιςοςκελζσ και ότι το τμήμα ΜΟ είναι το

φψοσ προσ τη βάςη του. (Μονάδεσ 06)

ii. Να βρείτε την ακτίνα ρ του κφκλου κζντρου Μ ωσ ςυνάρτηςη του R, όπου R η ακτίνα

των κφκλων κζντρων Κ και Λ. (Μονάδεσ 13)
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ΛΥΣΗ  

  

α) 1  ii., 2  iii. , 3  iv.  

Δθλαδι ΚΛ=2R γιατί οι κφκλοι κζντρων Κ και Λ εφάπτονται εξωτερικά, οπότε θ διάκεντρόσ 

τουσ ιςοφται με το άκροιςμα των ακτινϊν τουσ. Ομοίωσ ΛΜ= R+ρ γιατί οι κφκλοι κζντρων Λ 

και Μ εφάπτονται εξωτερικά. Τζλοσ ΟΜ=2R-ρ γιατί ο κφκλοσ κζντρου Ο με τον κφκλο 

κζντρου Μ εφάπτονται εςωτερικά, οπότε θ διάκεντρόσ τουσ κα ιςοφται με τθ διαφορά των 

ακτινϊν τουσ. 

β)  

i. Οι κφκλοι (Κ,R) και (Μ,ρ) εφάπτονται εξωτερικά, οπότε θ διάκεντρόσ τουσ κα ιςοφται 

με το άκροιςμα των ακτινϊν τουσ, δθλαδι ΚΜ = R+ρ = ΛΜ από το ερϊτθμα α). Άρα 

το τρίγωνο ΜΚΛ ζχει δφο πλευρζσ ίςεσ, οπότε είναι ιςοςκελζσ με βάςθ τθν πλευρά 

ΚΛ. Το ςθμείο Ο είναι το μζςο του τμιματοσ ΚΛ γιατί ΟΚ=ΟΛ=R, επομζνωσ το τμιμα 

ΜΟ είναι διάμεςοσ τθσ βάςθσ του ιςοςκελοφσ τριγϊνου, άρα είναι και φψοσ, 

δθλαδι ΟΜΚΛ. 

ii. Στο ορκογϊνιο τρίγωνο ΟΜΛ με  ̂ = 90ο εφαρμόηοντασ το Πυκαγόρειο Θεϊρθμα 

ζχουμε:  ΟΜ2 + ΟΛ2 = ΛΜ2 

(2R-ρ)2 + R2 = (R+ρ)2 

4R2 - 4Rρ + ρ2 + R2 = R2 + 2Rρ + ρ2 

4R2 = 6Rρ 

2R = 3ρ 

ρ = 
  

 
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Δύο κινητά βρίσκονται στο σημείο Α και σκοπεύουν να μεταβούν στο σημείο Ε, που 

φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Το ένα κινητό ξεκινάει από ένα σημείο Α και κινείται βόρεια 

3 χιλιόμετρα, κατόπιν συνεχίζει 10 χιλιόμετρα ανατολικά, στη συνέχεια 4 χιλιόμετρα βόρεια 

και τέλος 14 χιλιόμετρα ανατολικά καταλήγοντας στο σημείο Ε. Το δεύτερο κινητό ξεκινάει 

από το σημείο Α κινείται βόρεια μέχρι το σημείο Ζ και συνεχίζει ανατολικά μέχρι το σημείο 

Ε. Όταν συναντιούνται στο σημείο Ε επιστρέφουν μαζί στο σημείο Α κινούμενα 

ευθύγραμμα.  

 

α)  

i. Πόσα χιλιόμετρα διάνυσε το κάθε κινητό από το σημείο Α στο σημείο Ε με τον τρόπο 

που κινήθηκε; (Μονάδες 05) 

ii. Να βρείτε την απόσταση ΑΕ που διάνυσαν τα δύο κινητά κατά την επιστροφή από το 

σημείο Ε στο σημείο Α κινούμενα ευθύγραμμα. (Μονάδες 12) 

β) Επιστρέφοντας τα δύο κινητά από το σημείο Ε στο σημείο Α, θα περάσουν από το σημείο 

Γ; Να αιτιολογήσετε πλήρως την απάντησή σας. (Μονάδες 08) 
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ΛΥΣΗ 

  

α)  

i. Το πρώτο κινητό που έκανε τη διαδρομή ABΓΔΕ διάνυσε συνολικά (3+10+4+14) km = 

31 km.  

Για το δεύτερο κινητό που έκανε τη διαδρομή ΑΖΕ έχουμε:  

ΑΖ//ΓΔ γιατί η κίνηση από το σημείο Α στο σημείο Ζ είναι βόρεια όπως και η κίνηση 

από το σημείο Γ στο σημείο Δ. Επίσης, η κίνηση από το σημείο Ζ στο σημείο Ε είναι 

ανατολικά όπως και η κίνηση από το σημείο Β στο σημείο Γ, άρα ΖΕ//ΒΓ. Στο 

τετράπλευρο ΒΓΔΖ οι απέναντι πλευρές τους είναι παράλληλες, οπότε αυτό είναι 

παραλληλόγραμμο και επειδή οι  γωνίες του είναι ορθές  είναι ορθογώνιο. 

Άρα ΒΖ=ΓΔ=4 και ΖΔ=ΒΓ=10. Η συνολική διαδρομή του δεύτερου κινητού είναι  

(7+10+14) km =31km  

ii.   

 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΖΕ με Ζ̂ =90ο εφαρμόζοντας το Πυθαγόρειο Θεώρημα έχουμε: 

ΕΑ2 = ΑΖ2 + ΖΕ2  ή ΕΑ2 = 72 + 242, δηλαδή ΕΑ2 = 49 + 576, οπότε ΕΑ2 = 625 ή ΕΑ = 25 km. 

β) Αν τα κινητά, κατά την επιστροφή τους από το σημείο Ε στο Α περάσουν από το σημείο Γ, 

τότε τα σημεία Α, Γ και Ε είναι συνευθειακά. 
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Από εφαρμογή του θεωρήματος του Θαλή έχουμε ότι το τρίγωνο που ορίζεται από τις 

ευθείες δύο πλευρών τριγώνου και μία παράλληλη προς την τρίτη πλευρά του, έχει πλευρές 

ανάλογες προς τις πλευρές του αρχικού τριγώνου.  

Το τρίγωνο ΓΔΕ ορίζεται από τις ευθείες των πλευρών ΑΕ και ΖΕ του ΑΖΕ και την παράλληλη 

ΓΔ προς την πλευρά του ΑΖ. Επομένως τα τρίγωνα ΓΔΕ και ΑΖΕ έχουν πλευρές ανάλογες, 

άρα 
𝛤𝛥

𝛢𝛧
=

𝛥𝛦

𝛧𝛦
  ή  

4

7
=

14

24
   ή  

4

7
=

7

12
   ή 48 = 49, που είναι άτοπο. 

Επομένως, τα κινητά κατά την επιστροφή τους από το Ε δεν περνούν από το Γ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Τα μήκη των πλευρών α, β, γ του τριγώνου ΑΒΓ είναι :  α=7,  β=3  και  γ=5. 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι αμβλυγώνιο. (Μονάδες 12) 

β) Να σχεδιάσετε την προβολή της πλευράς ΑΒ στην πλευρά ΑΓ και να υπολογίσετε το μήκος 

της.  (Μονάδες 13) 
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ΛΥΣΗ 

Σχεδιάζουμε τρίγωνο ΑΒΓ με μήκη πλευρών ΑΒ = γ = 5, ΑΓ = β = 3 και ΒΓ = α =7. Συγκρίνουμε το 

τετράγωνο της μεγαλύτερης πλευράς του με το άθροισμα των τετραγώνων των δύο άλλων 

πλευρών του. 

 

Παρατηρούμε ότι α2 = 72 = 49   και   β2 + γ2 =  32 + 52 = 9 + 25 = 34. Δηλαδή ισχύει ότι  

α2 > β2 + γ2, οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι αμβλυγώνιο με αμβλεία τη γωνία που είναι απέναντι 

από την πλευρά α , δηλαδή αμβλεία είναι η γωνία Α. 

β)  

 

Για να σχεδιάσουμε την προβολή της πλευράς ΑΒ στην πλευρά ΑΓ φέρουμε κάθετο τμήμα από 

την κορυφή Β προς το φορέα της πλευράς ΑΓ. Αν Ε είναι το σημείο τομής της καθέτου αυτής με 

το φορέα της  ΑΓ, τότε η προβολή της πλευράς ΑΒ στην πλευρά ΑΓ είναι το ευθύγραμμο τμήμα 

ΑΕ. Από τη γενίκευση του πυθαγορείου θεωρήματος για την πλευρά που βρίσκεται απέναντι 

από αμβλεία γωνία έχουμε: α2 = β2 + γ2 + 2βΑΕ ή   72 = 32 + 52 + 23ΑΕ  

ή 49 = 34 + 6ΑΕ ή    49 – 34 = 6ΑΕ  ή    15 = 6ΑΕ   ή     ΑΕ = 
15

6
 . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ=5 και Α̂ = 1200. Να αποδείξετε ότι: 

α)  ΒΓ = 5√3.                                                                   (Μονάδες 13)                                                                                                                             

β)  (ΑΒΓ) = 
25√3

4
.                                                            (Μονάδες 12) 
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ΛΥΣΗ 

Έχουμε: ΑΒ = ΑΓ = 5 και Α̂ = 1200. 

α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ, από το νόμο των συνημιτόνων είναι: 

ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 – 2∙ΑΒ∙ΑΓ∙συνΑ = 52 + 52 – 2∙5∙5∙συν1200 = 25 + 25 – 50∙(-
1

2
) = 75, 

οπότε ΒΓ = √75= 5√3. 

β) Επίσης (ΑΒΓ) = 
1

2
∙ΑΒ∙ΑΓ∙ημΑ = 

1

2
∙5∙5∙ημ1200 = 

1

2
∙25∙

√3

2
 = 
25√3

4
 . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 5, ΒΓ= 41 και ΑΓ = 8.       

α) Να σχεδιάσετε την προβολή ΑΔ, της ΑΒ στην ΑΓ και να υπολογίσετε το μήκος της.                     

                                                                                                                                            (Μονάδες 13) 

β) Αν ΑΔ = 3, να υπολογίσετε το μήκος του ύψους ΒΔ.                                           (Μονάδες 12) 
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ΛΥΣΗ 

α) Φέρουμε το ύψος ΒΔ. Η προβολή της ΑΒ στην ΑΓ είναι η ΑΔ. 

Εφαρμόζοντας το γενικευμένο Πυθαγόρειο θεώρημα για την οξεία γωνία Α, έχουμε: 

2 2 2
2ΒΓ = ΑΒ + ΑΓ − ΑΓ⋅Α∆ . Αντικαθιστούμε τα γνωστά τμήματα, 

2
2 2

41 5 8 2 8= + − ⋅ ⋅Α∆ , άρα 16 25 64 41 48Α∆ = + − = , άρα ΑΔ = 3 

 

β) ΑΔ =  3.  

Εφαρμόζοντας το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ έχουμε: 

2 2 2
A AΒ = Β∆ + ∆ . Αντικαθιστώντας έχουμε: 

2 2 2
5 3= Β∆ + , άρα 2

25 9 16Β∆ = − = , 

 άρα ΒΔ = 4.  
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ΘΕΜΑ 1 

α) Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις προτάσεις που ακολουθούν ως Σωστή (Σ) ή 

Λανθασμένη (Λ), γράφοντας στην κόλλα σας, δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε 

καθεμιά από αυτές το γράμμα Σ αν η πρόταση είναι Σωστή, ή το γράμμα Λ αν αυτή 

είναι Λάθος. 

i. Κάθε ευθεία που είναι παράλληλη με μία από τις πλευρές ενός τριγώνου χωρίζει 

τις δύο άλλες πλευρές σε μέρη ανάλογα. 

ii. Δύο ισοσκελή τρίγωνα είναι πάντοτε όμοια. 

iii. Στο σχήμα, η προβολή της πλευράς ΑΒ στην υποτείνουσα ΒΓ είναι το τμήμα ΓΔ. 

 
iv. Το εμβαδόν ενός τριγώνου ισούται με το γινόμενο μιας πλευράς επί το 

αντίστοιχο ύψος. 

v. Ο εγγεγραμμένος και ο περιγεγραμμένος κύκλος ενός κανονικού πολυγώνου 

είναι ομόκεντροι.  

(Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου ισούται με 

το γινόμενο των πλευρών του.   

         (Μονάδες 15) 
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ΛΥΣΗ 

α)  

i. Σωστό 

Πόρισμα, σελίδα 15 σχολικό βιβλίο. 

ii. Λάθος 

Για παράδειγμα, τα ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΓ (ΑΒ = ΒΓ) και ΕΔΖ (ΕΔ = ΔΖ) του 

σχήματος έχουν Β" = Ε" = 80ο. Ωστόσο, δεν είναι όμοια, αφού δεν έχουν δύο 

γωνίες τους ίσες μία προς μία. 

 
iii. Λάθος 

Η προβολή της πλευράς ΑΒ στην υποτείνουσα ΒΓ είναι το τμήμα ΒΔ. 

iv. Λάθος 

Το εμβαδόν ενός τριγώνου ισούται με το ημιγινόμενο μιας πλευράς επί το 

αντίστοιχο ύψος. 

v. Σωστό 

Θεώρημα Ι, σελίδα 91 σχολικό βιβλίο. 

β)    §10.3, Θεώρημα Ι (απόδειξη), σελίδα 72 σχολικό βιβλίο (Σχήμα 7). 
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ΘΕΜΑ 2 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι  ΑΒ = 8, ΑΓ = 6 και ΒΓ = 11.  

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι αμβλυγώνιο.  

(Μονάδες 10) 

β) Να σχεδιάσετε την προβολή της πλευράς ΑΓ πάνω στην ΑΒ και να υπολογίσετε το 

μήκος της. 

(Μονάδες 15) 
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ΛΥΣΗ 

α) Σύμφωνα με τα δεδομένα της εκφώνησης έχουμε: 

ΒΓ2 = 112 = 121 

και 

ΑΒ2 +  ΑΓ
2 = 82 + 62 = 64 + 36 = 100 

Αφού είναι  

ΒΓ2 > ΑΒ2 +  ΑΓ
2
 

συμπεραίνουμε ότι Α$ > 1∟, οπότε το τρίγωνο είναι αμβλυγώνιο. 

 

β) Έστω Δ η προβολή της κορυφής Γ πάνω στην ΑΒ. Τότε, η προβολή της πλευράς ΑΓ 

πάνω στην ΑΒ είναι το τμήμα ΑΔ, όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα: 

 

Αφού η γωνία Α$ είναι αμβλεία, σύμφωνα με το γενικευμένο Πυθαγόρειο Θεώρημα 

θα είναι: 

ΒΓ2 = ΑΒ2 +  ΑΓ
2 + 2ΑΒ.ΑΔ 

Οπότε: 

121 = 64 + 36 + 16ΑΔ  ή  21 = 16ΑΔ 

Άρα, το μήκος της προβολής της πλευράς ΑΓ πάνω στην ΑΒ είναι: 

ΑΔ =
21
16
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα, τα ευθύγραμμα τμήματα          και    έχουν μήκη αντίστοιχα 

        και   , οι γωνίες      και      είναι ορθές και τα σημεία      και   ανήκουν στην 

ίδια ευθεία.  

α) Να υπολογίσετε το μήκος του τμήματος   .                                                           (Μονάδες 7) 

β) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα     και     είναι όμοια.                                     (Μονάδες 7)                                                                                     

γ) Έστω ότι το σημείο τομής των ευθειών    και    είναι το   και    είναι το ύψος του 

τριγώνου      από την κορυφή του  . Να αποδείξετε ότι: 

i.      ,                 (Μονάδες 6) 

ii.     
  

 
.                 (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α) Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο     (       , έχουμε   

              ή                 ή            ή       . 

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο     (       , έχουμε   

              ή                ή           ή      . 

Επομένως το μήκος του τμήματος    είναι                 . 

β) Στο α) ερώτημα βρήκαμε ότι       και     , άρα τα τρίγωνα     και     έχουν: 

  

  
 = 

  

 
    , 

  

  
 

  

 
    , 

  

  
 

  

  
    , 

οπότε είναι όμοια, αφού έχουν τις πλευρές τους ανάλογες μία προς μία. 

γ) 

 

i) Αφού τα τρίγωνα     και     είναι όμοια, θα έχουν τις αντίστοιχες γωνίες τους ίσες, 

άρα      , οπότε το τρίγωνο     είναι ισοσκελές με βάση την   . Επειδή το    είναι 

ύψος θα είναι και διάμεσος οπότε το σημείο   είναι το μέσο της   . Επομένως θα είναι   

    
  

 
    

  

 
    . 

ii) Είναι       , ως κάθετες στην   , οπότε από εφαρμογή του θεωρήματος του Θαλή, το 

τρίγωνο     θα έχει πλευρές ανάλογες προς τις πλευρές του τριγώνου    . Επομένως 

έχουμε 

  

  
 = 

  

  
   ή    

 

  
 = 

 

  
   ή        

  

 
  . 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο     με υποτείνουσα       και έστω ότι   είναι η προβολή 

της κορυφής   στην   . 

α) Αν      να υπολογίσετε: 

i. το ύψος    του τριγώνου     ,                (Μονάδες 7) 

ii. το εμβαδόν του τριγώνου    .                (Μονάδες 5) 

β) Υποθέστε ότι το σημείο   κινείται πάνω στο ημικύκλιο με διάμετρο την   .  

i. Να αποδείξετε ότι  το εμβαδόν του τριγώνου     είναι          . 

(Μονάδες 7)                   

ii. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: 

«Για όλες τις θέσεις του   πάνω στο ημικύκλιο με διάμετρο την   , το εμβαδόν του 

τριγώνου     δεν υπερβαίνει το   ».  

       Είναι αληθής ή  ψευδής ο παραπάνω ισχυρισμός; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

                                              (Μονάδες 6)                   
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ΛΥΣΗ 

 α) i. Είναι      οπότε                 . Όμως σε κάθε ορθογώνιο 

 τρίγωνο, το τετράγωνο του ύψους του που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα είναι ίσο με το 

γινόμενο των προβολών των κάθετων πλευρών του στην υποτείνουσα. Επομένως 

            ή              ή            ή        . 

ii. Είναι       και       οπότε το εμβαδόν του τριγώνου     είναι 

       
     

 
     ή           

    

 
     ή             . 

β) i. Καθώς το σημείο   κινείται πάνω στο ημικύκλιο με διάμετρο την   , η βάση του 

τριγώνου    παραμένει σταθερή και ίση με   , ενώ το αντίστοιχο ύψος    μεταβάλλεται. 

Επομένως μεταβάλλεται και το εμβαδόν του τριγώνου    , το οποίο θα είναι   

       
     

 
     ή           

     

 
     ή             . 

ii. Έστω   το κέντρο του κύκλου με διάμετρο τη   .  

 

 Το   ανήκει στον κύκλο με κέντρο   και ακτίνα 
  

 
   . Επομένως       (1). 

 Το   είναι η προβολή του   στη    και το   σημείο της   . Επομένως        (2). 

                       ( από το β(i) ) 

                              ( από την (2) )      

                                 ( από την (1) )  . 

Επομένως          , οπότε ο ισχυρισμός είναι αληθής.   
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Α! = 90ο, ΑΒ = 6 και ΑΓ = 3. Θεωρούμε σημείο Δ 

στην πλευρά ΑΒ, τέτοιο ώστε ΑΔ = 4. Φέρουμε την απόσταση ΒΕ της κορυφής Β 

από την ΓΔ, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

α) Να υπολογίσετε το τμήμα ΓΔ. 

(Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΕΔΒ είναι όμοια. 

(Μονάδες 9) 

γ) Να υπολογίσετε το μήκος του τμήματος ΒΕ. 

(Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Με εφαρμογή του Πυθαγόρειου θεωρήματος στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ 

έχουμε: 

ΔΓ2 = ΑΓ2 + ΑΔ2 = 32 + 42 = 25 

Άρα, ΓΔ = 5. 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΕΔΒ έχουν ΑΔ#Γ = ΕΔ#Β (ως κατακορυφήν) και Α$ = Ε# = 90ο. 

Αφού τα τρίγωνα έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία, τότε θα είναι όμοια. 

 

γ) Τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΕΔΒ είναι όμοια, οπότε θα έχουν τις ομόλογες πλευρές τους 

ανάλογες. Οι ομόλογες πλευρές των δύο τριγώνων σημειώνονται στον ακόλουθο 

πίνακα: 

 Ίσες γωνίες 
 Α$ = Ε# ΑΔ#Γ = ΕΔ#Β ΑΓ#Δ = ΕΒ#Δ 
Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΑΔΓ ΓΔ ΑΓ ΑΔ 
Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΕΔΒ ΔΒ ΕΒ ΕΔ 

Έτσι έχουμε: 

ΑΓ
ΕΒ
=

ΓΔ
ΔΒ
		ή		

3
ΕΒ
=

5
2
			ή		ΕΒ =

3∙2
5
=

6
5
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ΘΕΜΑ 2 

Στo παρακάτω τρίγωνο ΑΒΓ φζρουμε τα φψη του ΑΗ και ΒΘ.  

α) Να ςυμπληρϊςετε τα κενά ςτισ παρακάτω προτάςεισ: 

i. Η προβολή τησ πλευράσ ΒΓ ςτην πλευρά ΑΓ είναι το τμήμα ……. 

ii. Η προβολή τησ πλευράσ ΑΒ ςτην πλευρά ΒΓ είναι το τμήμα ......  

iii. Το τμήμα ΗΓ είναι η προβολή τησ πλευράσ …….. ςτην πλευρά ……. 

iv. Το τμήμα ΑΘ είναι η προβολή τησ πλευράσ ……… ςτην πλευρά …….. 

v. ΑΓ2 = ΑΒ2 + ... - 2ΒΓ...   

vi. ΒΓ2 = ... + ΑΓ2 - 2...ΑΘ 

 (Μονάδεσ 15) 

β) Αν ΑΒ = 4, ΒΓ=5 και ΑΓ = 6, να υπολογίςετε το μήκοσ του τμήματοσ ΑΘ. 

 (Μονάδεσ 10) 
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ΛΥΣΗ 

 

α)  

i. Η προβολθ τησ πλευράσ ΒΓ ςτην πλευρά ΑΓ είναι το τμθμα ΘΓ 

ii. Η προβολθ τησ πλευράσ ΑΒ ςτην πλευρά ΒΓ είναι το τμθμα ΒΗ  

iii. Το τμθμα ΗΓ είναι η προβολθ τησ πλευράσ ΑΓ ςτην πλευρά ΒΓ 

iv. Το τμθμα ΑΘ είναι η προβολθ τησ πλευράσ ΑΒ ςτην πλευρά ΑΓ 

v. ΑΓ2 = ΑΒ2 + ΒΓ2 - 2ΒΓΒΗ  

vi. ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 – 2ΑΓΑΘ 

β) Το τμθμα ΑΘ είναι η προβολθ τησ πλευράσ ΑΒ ςτην ΑΓ, οπότε εφαρμόζοντασ Γενικευμένο 

Πυιαγόρειο για την πλευρά ΒΓ έχουμε:  

i. ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 – 2ΑΓΑΘ θ 25=16+36-26ΑΘ θ 12ΑΘ=27, άρα ΑΘ = 
  

  
 = 

 

 
 . 

 

 16804-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Η περίμετρος του ορθογωνίου ΑΒΓΔ του σχήματος είναι 72 και το Ε είναι σημείο στην 

πλευρά ΑΒ. Τα μήκη των τμημάτων x, y, z είναι ανάλογα προς τους αριθμούς 2,4,3 

αντίστοιχα.  

α) Να αποδείξετε ότι x =  8, y = 16 και  z = 12. (Μονάδες 13) 

 β) Να υπολογίσετε την περίμετρο του τριγώνου ΓΕΔ. (Μονάδες 12) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Η περίμετρος του ορθογωνίου ΑΒΓΔ είναι 72. Οπότε 2 ΑΒ + 2 ΒΓ = 72 ή 2 (x + y) + 2 z = 72 

ή x + y + z = 36. Τα μήκη των τμημάτων x, y, z είναι ανάλογα προς τους αριθμούς 2,4,3 

αντίστοιχα, άρα ισχύει 
×

2
  =  

𝑦

4
  =  

𝑧

3
   = 

× +𝑦+𝑧 

2+4+3 
 = 

36

9 
 = 4. Άρα x = 24 = 8, y = 44 = 16 και    

z = 34 = 12. 

β) Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΓΒΕ έχουμε ΓΕ2 = y 2 + z2 ή  

ΓΕ2= 162+122, οπότε  ΓΕ2 = 400 ή ΓΕ = 20. Αντίστοιχα στο τρίγωνο ΔΑΕ για την 

υποτείνουσα ΔΕ έχουμε ΔΕ2 = ΑΕ2 + ΔΑ2  ή ΔΕ2 = 82 + 122 = 208, οπότε ΔΕ = √208 = 

√1613   = 4√13 . Άρα η περίμετρος του τριγώνου ΔΕΓ ισούται με : ΔΕ + ΕΓ + ΔΓ =  4√13 + 20 

+ (8 + 16) = 44 + 4√13.  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με διαστάσεις ΑΒ = 24, ΒΓ = 12 και σημείο Ε στην ευθεία  ΑΒ. 

α) Να υπολογίσετε την περίμετρο και το εμβαδό του τριγώνου ΓΕΔ όταν : 

i. Το σημείο Ε είναι το μέσο της πλευράς ΑΒ.  

ii. Το σημείο Ε ταυτιστεί με την κορυφή Α του ορθογωνίου.  

 (Μονάδες 16) 

β) Αφήνουμε το σημείο Ε να κινηθεί στην προέκταση του τμήματος ΑΒ προς το Β, 

απομακρυνόμενο από το σημείο Β. 

i. Να εξετάσετε αν η περίμετρος του τριγώνου ΓΕΔ αυξάνεται ή μειώνεται. 

 (Μονάδες 05) 

ii. Για το  εμβαδό του τριγώνου ΓΕΔ συμβαίνει η ίδια μεταβολή με αυτή που 

απαντήσατε για την περίμετρο του τριγώνου ΓΕΔ στο ερώτημα β)i.; Να 

αιτιολογήσετε την απάντησή σας. (Μονάδες 04) 
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ΛΥΣΗ 

α) 

i.  

 

Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΕ είναι ορθογώνια με καθεμιά από τις κάθετες πλευρές τους 12.  

Οπότε είναι ίσα και ισχύει ΓΕ = ΔΕ. Από το πυθαγόρειο θεώρημα ισχύει 

 ΓΕ2 = Δ𝛦2 = 122 + 122 = 2 122. Οπότε ΓΕ = ΔΕ = 12√2 . 

Η περίμετρος του τριγώνου ΓΕΔ είναι ίση με 24 + 12√2 + 12√2 = 24 + 24√2. 

 Για το εμβαδό του τριγώνου ΓΕΔ μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον τύπο   
βυ 

2
 , όπου η 

βάση έχει μήκος ΔΓ = ΑΒ = 24 και το ύψος είναι το κάθετο τμήμα από την κορυφή Ε προς 

την πλευρά ΔΓ που έχει μήκος όσο η απόσταση των παραλλήλων ΑΒ και ΔΓ, δηλαδή ίσο με 

12. Άρα (ΓΕΔ) = 
2412 

2
 = 1212 = 144. 

ii.  

 

Αν το σημείο Ε ταυτιστεί με την κορυφή Α του ορθογωνίου τότε το τρίγωνο ΓΕΔ ταυτίζεται 

με το τρίγωνο ΓΑΔ. Οπότε η περίμετρος του τριγώνου είναι ίση με  ΓΑ + ΑΔ + ΔΓ (1). Για την 

πλευρά ΓΑ που είναι υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ έχουμε ΓΑ2  = ΑΒ2 + ΒΓ2 ή 

ΓΑ2  = 242 + 122 = 22 122 + 122 = 5  122 ή ΓΑ = 12 √5 . Οπότε η περίμετρος του τριγώνου 

ΓΕΔ από τη σχέση (1) ισούται με 12 √5 + 12 + 24 = 36 + 12 √5 .  

Το εμβαδό του τριγώνου όταν το σημείο Ε ταυτιστεί με την κορυφή Α ισούται με το εμβαδό 

του τριγώνου ΓΑΔ που είναι ίσο με   
ΔΓΑΔ 

2
 =  

2412 

2
 = 1212 = 144.   
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β)  

 

i. Αν το σημείο Ε κινηθεί πάνω στη ευθεία ΑΒ που είναι παράλληλη στην πλευρά ΔΓ 

τότε η πλευρά ΔΓ παραμένει σταθερή αλλά οι δυο άλλες πλευρές του τριγώνου ΓΕΔ 

μεταβάλλονται. Αν το σημείο Ε κινείται στην προέκταση της ΑΒ προς το Β, 

απομακρυνόμενο από το σημείο Β, τα πλάγια τμήματα ΓΕ και ΔΕ συνεχώς 

μεγαλώνουν, αφού το  ίχνος τους Ε απέχει ολοένα και περισσότερο από τα ίχνη Β 

και A των κάθετων τμημάτων ΓΒ και ΔΑ αντίστοιχα. Οπότε η περίμετρος η 

περίμετρος του τριγώνου ΓΕΔ μεταβάλλεται και συνεχώς  αυξάνεται.  

ii. Για το εμβαδό του τριγώνου ΓΕΔ, θα πάρουμε ως βάση τη σταθερή πλευρά του ΔΓ, 

οπότε το ύψος του προς τη ΔΓ ισούται με την απόσταση των παραλλήλων ΑΒ και ΔΓ 

που είναι σταθερή και ίση με 12.  Το εμβαδό του τριγώνου ΓΕΔ σε οποιαδήποτε 

θέση της κορυφής Ε πάνω στην ευθεία ΑΒ είναι ίσο με :  
2412 

2
 = 1212 = 144.   

Παρατηρούμε ότι το εμβαδό του ορθογωνίου ΑΒΓΔ είναι: (ΑΒΓΔ) = 24  12 = 288.  

Άρα (ΓΕΔ) = 144 =  
288

2
 = 

(ΑΒΓΔ)

2
 .  

Συμπερασματικά αν το σημείο Ε κινείται στην προέκταση του τμήματος ΑΒ προς το Β 

απομακρυνόμενο από το σημείο Β, οι πλευρές ΓΕ και ΔΕ του τριγώνου ΓΕΔ 

μεταβάλλονται, η περίμετρος μεταβάλλεται (αυξάνεται) όπως έχει προκύψει στο βi) 

αλλά το εμβαδό του τριγώνου μένει σταθερό και ίσο με το μισό του εμβαδού του 

ορθογωνίου. 

 

 16807-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Στο τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α, θεωρούμε σημείο Ε της πλευράς του ΔΓ έτσι ώστε  

ΔΕ = 2. Αν γνωρίζουμε ότι: (ΒΕΔ) = 
(ΑΒΓΔ)

8
 τότε: 

α)  Να αποδείξετε ότι η πλευρά του τετραγώνου α είναι ίση με 8.         (Μονάδες 13)                                                                                                                            

β)  Να υπολογίσετε το μήκος του τμήματος ΒΕ.                                          (Μονάδες 12)    
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ΛΥΣΗ 

α) Το εμβαδόν του τριγώνου ΒΔΕ ισούται με:  (ΒΔΕ) = 
1

2
· ΔΕ ·ΒΓ= 

1

2
 ·2·α=α. 

Το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΒΓΔ ισούται με: (ΑΒΓΔ)= 𝛼2.  

Από την υπόθεση έχουμε: (ΒΕΔ) = 
(ΑΒΓΔ)

8
 , άρα α = 

𝛼2

8
  ή 8α = 𝛼2 ή 8 = α.  

Άρα η πλευρά του τετραγώνου είναι α = 8. 

β) Από το α) ερώτημα έχουμε ΒΓ = α = 8,  ΔΕ = 2 οπότε η ΓΕ = ΓΔ – ΔΕ = 8 – 2 = 6.  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΓΕ από πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε: 𝛣𝛦2 = 𝛣𝛤2 + 𝛤𝛦2 ή 

𝛣𝛦2 = 82 + 62   ή 𝛣𝛦2 = 64 + 36 = 100 ή ΒΕ = 10. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΒΓ = 7, Γ� = 45ο και ύψος ΑΔ = 4. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. ΓΔ = 4.                 (Μονάδες 5) 

ii. ΑΓ = 4√2.                 (Μονάδες 8) 

β) Να υπολογίσετε το μήκος της πλευράς ΑΒ.                                                            (Μονάδες 12) 
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ΛΥΣΗ 

α) i. Το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ορθογώνιο με ΑΔ�Γ	 = 90ο, γιατί το ύψος ΑΔ του τριγώνου ΑΒΓ 

είναι κάθετο στη ΒΓ. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΔ οι οξείες γωνίες του ΓΑ�Δ και Γ� = 45ο είναι 

συμπληρωματικές, άρα ΓΑ�Δ	 + 45ο = 90ο ή ΓΑ�Δ	 = 45ο.  

Το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ισοσκελές, γιατί έχει δύο γωνίες ίσες, τις Γ� = ΓΑ�Δ	 = 45ο. Οπότε θα 

είναι ΑΔ = ΓΔ ως πλευρές του ισοσκελούς τριγώνου ΑΓΔ που βρίσκονται απέναντι από τις 

ίσες γωνίες του Γ�, ΓΑ�Δ	. Όμως από την υπόθεση έχουμε ότι ΑΔ = 4, άρα ΓΔ = 4. 

ii. Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΔ έχουμε ότι 

ΑΓ� = ΑΔ� + ΓΔ�. 

Όμως ΑΔ = ΓΔ = 4, άρα ΑΓ� = 4� + 4� ή ΑΓ� = 32 ή ΑΓ = √32 = 4√2. 

β) Είναι ΒΔ = ΒΓ − ΓΔ = 7 − 4 = 3. Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο 

τρίγωνο ΑΒΔ έχουμε ότι ΑΒ� = ΑΔ� + ΒΔ�.  

Όμως ΑΔ = 4 και ΒΔ = 3, άρα ΑΒ� = 4� + 3� ή ΑΒ� = 25 ή ΑΒ = 5. 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο τετράπλευρο ΑΒΓΔ του παρακάτω σχήματος είναι ΑΔ = 3, ΑΒ = ΓΔ = 5, ΒΓ = 8 και 

Δ� = 120
ο.  

α) Να αποδείξετε ότι ΑΓ = 7.                (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι συνω =
1

7
 , όπου ω είναι η γωνία ΒΑ
Γ.                               (Μονάδες 15) 

Δίνεται ότι συν120ο
= −

1

2
. 
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ΛΥΣΗ 

α) Σύμφωνα με το νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο ΑΓΔ ισχύει 

ΑΓ� = ΑΔ� + ΓΔ� − 2ΑΔ ⋅ ΓΔ ⋅συνΔ�. 

Όμως ΓΔ = 5, ΑΔ = 3 και Δ� = 120ο, άρα ΑΓ� = 5� + 3� − 2 ⋅5 ⋅3συν120ο ή  

ΑΓ� = 25 + 9 − 30 ⋅ �− 12 ή ΑΓ� = 49 ή ΑΓ = 7. 

Β) Σύμφωνα με το νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 

ΒΓ� = ΑΒ� + ΑΓ� − 2ΑΒ ⋅ΑΓ ⋅συνω. 

Όμως ΑΒ = 5, ΒΓ = 8 και ΑΓ = 7, άρα 

8� = 5� + 7� − 2 ⋅5 ⋅7 ⋅συνω    ή    64 = 74 − 70συνω    ή    70συνω = 10 

επομένως συνω = 10
70 =

1
7. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 6, ΒΓ = 4 και Β� = 60ο.  

α) Να αποδείξετε ότι ΑΓ = 2√7.                  (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε το είδος του τριγώνου ως προς τις γωνίες του.              (Μονάδες 9) 

γ) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.                                                                 (Μονάδες 8) 

Δίνεται ότι ημ60ο =
	3
2  και συν60ο = 1

2. 
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ΛΥΣΗ 

α) Σύμφωνα με το νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 

ΑΓ� = ΑΒ� + ΒΓ� − 2ΑΒ ⋅ΒΓ ⋅συνΒ�. 

Από τα δεδομένα έχουμε ότι ΑΒ = 6, ΒΓ = 4 και Β� = 60ο, άρα  

ΑΓ� = 6� + 4� − 2 ⋅6 ⋅4συν60ο ή ΑΓ� = 36 + 16 − 48 ⋅ 12 ή ΑΓ� = 28 ή ΑΓ = 2√7. 

β) Η μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου ΑΒΓ είναι η ΑΒ, αφού ΑΒ = 6 = 2 ⋅3 > 2√7 = ΑΓ, 

άρα η μεγαλύτερη γωνία του τριγώνου είναι η Γ�, γιατί βρίσκεται απέναντι από τη 

μεγαλύτερη πλευρά. Όμως ΑΒ� = 6� = 36 και ΑΓ� + ΒΓ� = (2√7)� + 4� = 28 + 16 = 44, 

άρα ΑΒ� < ΑΓ� + ΒΓ�. Επομένως Γ� < 90ο, άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι οξυγώνιο.  

γ) Για τον υπολογισμό του εμβαδού του τριγώνου ΑΒΓ χρησιμοποιούμε τον τύπο  

(ΑΒΓ) = 1
2ΑΒ ⋅ΒΓ ⋅ημΒ�. 

Όμως ΑΒ = 6, ΒΓ = 4 και Β� = 60ο, άρα (ΑΒΓ) = 1
2 ⋅6 ⋅4 ⋅ημ60ο = 12 ⋅

�3
2 = 6√3. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο με ΑΒ = 6 και το Ε σημείο της πλευράς ΒΓ, 

ώστε ΒΕ = 2. Έστω ΔΖ το κάθετο ευθύγραμμο τμήμα από το σημείο Δ προς την ΑΕ.    

α) Να αποδείξετε ότι ΑΕ = 2√10.                  (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΔΖΑ είναι όμοια και να γράψετε την αναλογία που 

προκύπτει από τους λόγους των ομόλογων πλευρών τους.                                       (Μονάδες 9) 

γ) Αν ΔΖ = ΖΕ, να υπολογίσετε το μήκος του ΑΔ.                                            (Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

α) Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΕ έχουμε ότι  

ΑΕ� = ΑΒ� + ΒΕ�. 

Από την υπόθεση έχουμε ότι ΑΒ = 6, ΒΕ = 2, οπότε 

ΑΕ� = 6� + 2� ή ΑΕ� = 40 ή ΑΕ = 2√10. 

β)  

 

Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΔΖΑ έχουν: 

• Α
� = Ε�� ως εντός εναλλάξ γωνίες των παραλλήλων ΑΔ, ΒΓ του ορθογωνίου ΑΒΓΔ που 

τέμνονται από την ΑΕ. 

• Β� = Ζ� = 90ο, γιατί από την υπόθεση έχουμε ότι το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο και η ΔΖ 

κάθετη στην ΑΕ. 

Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΔΖΑ είναι όμοια, γιατί έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία. 

Επομένως θα ισχύει 

ΑΒ

ΔΖ
=

ΑΕ

ΑΔ
=

ΒΕ

ΑΖ
  (1).  

γ) Είναι ΑΒ = 6, ΒΕ = 2 και ΑΕ = 2√10, οπότε η (1) γίνεται  

�

ΔΖ
=
�√��

ΑΔ
=

�

ΑΖ
  (2). 

Από τα δεδομένα έχουμε ότι ΔΖ = ΖΕ, έτσι η ισότητα 
�

ΔΖ
=

�

ΑΖ
 γίνεται 

�

ΖΕ
=

�

ΑΖ
 και με 

ιδιότητα των αναλογιών προκύπτει ότι  

�

ΖΕ
=

�

ΑΖ
=

���

ΖΕ�ΑΖ
=

�

ΑΕ
=

�

�√��
=

�

√��
  (3). 

Από τις ισότητες (2) και (3) προκύπτει ότι 

�√��

ΑΔ
=

�

√��
  ή 4ΑΔ = 2(√10)� ή ΑΔ = 5. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς 3 και σημείο Ε της πλευράς ΑΔ, ώστε ΑΕ = 4 − √3. Στο 

ημιεπίπεδο που ορίζουν η ευθεία ΒΕ και το σημείο Γ κατασκευάζουμε ισόπλευρο τρίγωνο 

ΒΕΖ. Οι ΓΔ και ΕΖ τέμνονται στο σημείο Η και ΔΗ = √3. 

α) Να αποδείξετε ότι ΒΕ = 2�7 − 2√3.                 (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε το Η είναι το μέσο της ΕΖ.                                                                  (Μονάδες 8) 

γ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που βρίσκεται στο εσωτερικό του ισόπλευρου 

τριγώνου ΒΕΖ και εξωτερικά του τετραγώνου ΑΒΓΔ.                        (Μονάδες 9) 
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ΛΥΣΗ 

α) Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΕ έχουμε ότι  

ΒΕ� = ΑΒ
� + ΑΕ�. 

Από την υπόθεση έχουμε ότι ΑΒ = 3, ΑΕ = 4 − √3, οπότε  

ΒΕ� = 3� + (4 − √3)� ή ΒΕ� = 28 − 8√3 = 4(7 − 2√3) ή ΒΕ = 2�7 − 2√3. 

β) Είναι ΔΕ = ΑΔ− ΑΕ = 3 − �4 − √3� = √3 − 1. Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΔΕΗ έχουμε ότι ΕΗ� = ΔΕ� + ΔΗ�. Όμως ΔΗ = √3 από τα δεδομένα και 

ΔΕ = √3 − 1, οπότε 

ΕΗ� = (√3 − 1)� + (√3)
�
 ή ΕΗ� = 7 − 2√3 ή ΕΗ = �7 − 2√3  (1). 

Από την ισότητα (1) και το ερώτημα α) προκύπτει ότι ΒΕ = 2ΕΗ. Από τα δεδομένα το 

τρίγωνο ΒΕΖ είναι ισόπλευρο οπότε ΕΖ = ΒΕ. Επομένως ΕΖ = 2ΕΗ, δηλαδή το Η είναι το μέσο 

της ΕΖ. 

γ)  

 

Το εμβαδόν του ζητούμενου χωρίου ισούται με τη διαφορά του εμβαδού του τριγώνου ΒΓΗ 

από το τρίγωνο ΒΖΗ, δηλαδή (ΒΖΗ) − (ΒΓΗ).  

Το εμβαδόν ενός ισόπλευρου τριγώνου πλευράς α ισούται με 
α�√�
�

∙ Η πλευρά του 

ισόπλευρου τριγώνου ΒΕΖ ισούται με 2�7 − 2√3, επομένως  

(ΒΕΖ) = 4(7−2�3)�3
4  ή (ΒΕΖ) = 7√3− 6. 

Το σημείο Η είναι το μέσο της πλευράς του ισόπλευρου τριγώνου ΒΕΖ, οπότε  

(ΒZΗ) = (ΒΕΖ)
2 = 7�3−6

2    (2). 

Το εμβαδόν του ορθογώνιου τριγώνου ΒΓΗ είναι (ΒΓΗ) = ΒΓ ⋅ ΓΗ

2  με ΒΓ = 3 και ΓΗ = ΓΔ−

ΔΗ = 3 − √3, οπότε  
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(ΒΓΗ) = 3(3−�3)
2 = 9−3�3

2    (3)  

Από τις ισότητες (2) και (3) προκύπτει ότι  

(ΒΖΗ) − (ΒΓΗ) = 7�3−6
2 − 9−3�3

2 = 10�3−15
2 . 
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ΘΕΜΑ 2 

Στα παρακάτω τρίγωνο ΔΕΖ φζρουμε τα φψη του ΔΚ και ΖΙ.  

α) Να ςυμπληρϊςετε τα κενά ςτισ παρακάτω προτάςεισ: 

i. Η προβολή τησ πλευράσ ΔΕ ςτην πλευρά ΕΖ είναι το τμήμα ……. 

ii. Η προβολή τησ πλευράσ ΔΖ ςτην πλευρά ΕΖ είναι το τμήμα …….  

iii. Το τμήμα ΔΙ είναι η προβολή τησ πλευράσ …….. ςτην πλευρά …….   

iv. Το τμήμα ΕΙ είναι η προβολή τησ πλευράσ ……… ςτην πλευρά ……..  

v. ΔΖ2 = ΔΕ2 + ... + 2ΕΖ...   

vi. ΕΖ2 = ... + ΔΖ2 - 2...ΔΙ    

 (Μονάδεσ 15) 

β) Αν ΔΕ = 2, ΕΖ = 4 και ΔΖ = 5, να υπολογίςετε το μήκοσ του τμήματοσ ΔΙ. 

 (Μονάδεσ 10) 
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ΛΥΣΗ 

 

α)  

i. Η προβολι τθσ πλευράσ ΔΕ ςτθν πλευρά ΕΖ είναι το τμιμα ΚΕ 

ii. Η προβολι τθσ πλευράσ ΔΖ ςτθν πλευρά ΕΖ είναι το τμιμα ΚΖ  

iii. Το τμιμα ΔΙ είναι θ προβολι τθσ πλευράσ ΔΖ ςτθν πλευρά ΔΕ 

iv. Το τμιμα ΕΙ είναι θ προβολι τθσ πλευράσ ΕΖ ςτθν πλευρά ΔΕ 

v. ΔΖ2 = ΔΕ2 + ΕΖ2 + 2ΕΖΚΕ  

vi. ΕΖ2 = ΔΕ2 + ΔΖ2 - 2ΔΕΔΙ    

β) Το τμιμα ΔΙ είναι θ προβολι τθσ πλευράσ ΔΖ ςτθν πλευρά ΔΕ.  

Η γωνία Ε ̂Ζ είναι οξεία γιατί ανικει ςτο ίδιο τρίγωνο με τθ γωνία Δ ̂Ζ, θ οποία είναι 

αμβλεία, αφοφ τα φψθ ΖΙ και ΔΚ που αντιςτοιχοφν ςτισ πλευρζσ τθσ ΔΕ και ΕΖ αντίςτοιχα, 

βρίςκονται εκτόσ του τριγϊνου.  Επομζνωσ, εφαρμόηουμε το κεϊρθμα οξείασ γωνίασ ςτο 

τρίγωνο ΔΕΖ για τθν πλευρά ΕΖ και  ζχουμε: 

ΕΖ2 = ΔΕ2 + ΔΖ2 - 2ΔΕΔΙ  ι 16=4+25-22ΔΙ ι 4ΔΙ=13 ι ΔΙ = 
  

 
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Σε τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α του παρακάτω σχήματος, γράφουμε τεταρτοκύκλιο 

εσωτερικά του τετραγώνου με κέντρο Α και ακτίνα α. 

α) Αν Χ1 είναι το χωρίο του τετραγώνου που βρίσκεται εξωτερικά του τεταρτοκυκλίου,  

να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ισούται με: (Χ1) =  
𝛼2

4
 · (4-π)                   (Μονάδες 5) 

β) Με διάμετρο ΑΒ κατασκευάζουμε ημικύκλιο εσωτερικά του τετραγώνου. Αν Χ2 

είναι το χωρίο του ημικυκλίου και Χ3 το χωρίο του τεταρτοκυκλίου που βρίσκεται 

εξωτερικά του ημικυκλίου, να υπολογίσετε τα εμβαδά των δύο χωρίων Χ2 και Χ3.                       

                                                                                                                                (Μονάδες 11)                                                                                                   

γ) Ποιο από τα χωρία Χ1 κι Χ2 έχει το μεγαλύτερο εμβαδόν; Να δικαιολογήσετε την 

απάντησή σας.                                                                                                        (Μονάδες 9)  
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ΛΥΣΗ 

α) Το εμβαδόν του χωρίου Χ1 θα υπολογιστεί, αν από το εμβαδόν του τετραγώνου 

ΑΒΓΔ αφαιρέσουμε το εμβαδόν του τεταρτοκυκλίου με κέντρο το σημείο Α και ακτίνα 

ΑΒ. Έχουμε: (ΑΒΓΔ) = α · α = 𝛼2 και ( ) = 
𝜋 ∙ 𝛼2 ∙ 90𝜊

360𝜊  =  
𝜋 ∙ 𝛼2 

4
 .  

(Χ1) = (ΑΒΓΔ) - ( ) = 𝛼2 - 
𝜋 ∙ 𝛼2 

4
 = 

 𝛼2 

4
 ∙ (4-π) 

β) Το εμβαδόν Χ2 του ημικυκλίου με διάμετρο ΑΒ ισούται με:  

(Χ2) = 
𝜋∙ (

𝛼

2
)

2
 ∙ 180𝜊

360𝜊  =  
𝜋 ∙ 𝛼2 

8
       Το εμβαδόν Χ3 θα υπολογισθεί αν από το εμβαδόν 

του τεταρτοκυκλίου αφαιρέσουμε το Χ2 και θα έχουμε:  

Χ3 = ( ) - Χ2 = 
𝜋 ∙ 𝛼2 

4
 - 

𝜋 ∙ 𝛼2 

8
  = 

𝜋 ∙ 𝛼2 

8
 . 

γ) Χ2 - Χ1 =  
𝜋 ∙ 𝛼2 

8
  -  

 𝛼2 

4
 ∙ (4-π)  =  

𝜋 ∙ 𝛼2 

8
  -  

2 ∙ 𝛼2 

8
 ∙ (4-π)  = 

 𝛼2 

8
 ∙ [𝜋 − 2(4 − 𝜋)] =     

 𝛼2 

8
 ∙ (𝜋 − 8 + 2 𝜋) = 

 𝛼2 

8
 ∙ (3 𝜋 − 8) > 0  που σημαίνει ότι ισχύει Χ2 > Χ1 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Με πλευρές τις ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ κατασκευάζουμε εξωτερικά του 

τριγώνου ΑΒΓ, τα τετράγωνα ΑΒΗZ, ΑΓΘΙ, ΒΓΡΔ. Έστω Ε, Ε1, Ε2,  τα εμβαδά των 

τετραγώνων ΑΓΘΙ, ΑΒΗΖ,  ΒΓΡΔ αντίστοιχα.  Αν ισχύουν οι ισότητες  Ε1 = 4Ε, Ε2 = 5Ε 

τότε:  

α) να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με ορθή τη γωνία Α.  

                                                                                                                           (Μονάδες 9) 

β)  να αποδείξετε ότι τα εμβαδά των τριγώνων ΑΒΓ, ΑΙΖ, ΒΗΔ, ΓΡΘ είναι ίσα. 

                                                                                                                           (Μονάδες 9)                                       

γ) αν η ΑΓ=1  να υπολογίσετε το εμβαδόν του πολυγώνου ΖΗΔΡΘΙ. 

                                                                                                                           (Μονάδες 7)                                                                                                                                                                   
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ΛΥΣΗ 

Από τα δεδομένα έχουμε: (ΑΓΘΙ) = Ε, (ΑΒΗΖ) = Ε1, (ΒΓΡΔ) = Ε2 και ισχύουν:  

Ε1=4Ε (1), Ε2=5Ε (2). 

α) Θέτουμε ΒΓ = α, ΑΓ = β, ΑΒ = γ, τις πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ, τότε: 

Ε = β2 (3), Ε1 = γ2 (4) και Ε2 = α2 (5). 

Οι (1), (2) λόγω των (3), (4), (5) γράφονται:  

• γ2 = 4 β2 ή β2 +  γ2 = β2 + 4 β2 ή β2 +  γ2 = 5β2  

• α2 = 5 β2  

Οι τελευταίες δύο ισότητες έχουν τα δεύτερα μέλη τους ίσα, οπότε θα είναι και  

β2 +  γ2 = α2, που σημαίνει ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο, με υποτείνουσα την 

πλευρά α, άρα ορθή γωνία την Α. 

β) 

 

 

Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με κάθετες πλευρές β και γ, άρα (ΑΒΓ) = 
1

2
 β∙γ. 

Το τρίγωνο ΑΙΖ, είναι ορθογώνιο με κάθετες πλευρές β, γ, άρα (ΑΙΖ) = 
1

2
 β∙γ. 

Άρα (ΑΒΓ) =(ΑΙΖ). 

Λόγω των τετραγώνων, για τις γωνίες με κορυφή το Β έχουμε: 

ΗΒ̂Δ + ΔΒ̂Γ + ΑΒ̂Γ + ΑΒ̂Η = 3600 ή ΗΒ̂Δ + 90ο + ΑΒ̂Γ + 90ο = 3600 ή ΗΒ̂Δ + ΑΒ̂Γ = 1800. 
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Δηλαδή οι γωνίες ΗΒΔ και ΑΒΓ είναι παραπληρωματικές. Άρα ο λόγος των εμβαδών 

των τριγώνων ΒΗΔ, ΑΒΓ θα ισούται με το λόγο των γινομένων των πλευρών που 

περιέχουν τις παραπληρωματικές γωνίες. Δηλαδή 
(ΒΗΔ)

(ΑΒΓ)
 = 
ΒΗ∙ΒΔ

ΒΓ∙ΒΑ
 = 
γ∙α

α∙γ
 = 1, οπότε  

(ΒΗΔ)

(ΑΒΓ)
 = 1, άρα (ΒΗΔ) = (ΑΒΓ). 

Όμοια, για τις γωνίες με κορυφή το Γ έχουμε: 

ΘΓ̂Ρ + ΘΓ̂Α + ΑΓ̂Β + ΒΓ̂Ρ = 3600 ή ΘΓ̂Ρ + 90ο + ΑΓ̂Β + 90ο = 3600 ή ΘΓ̂Ρ + ΑΓ̂Β = 1800. 

Δηλαδή οι γωνίες ΘΓΡ και ΑΓΒ είναι παραπληρωματικές. Άρα ο λόγος των εμβαδών 

των τριγώνων ΓΡΘ, ΑΒΓ θα ισούται με το λόγο των γινομένων των πλευρών που 

περιέχουν τις παραπληρωματικές γωνίες. Δηλαδή 
(ΓΡΘ)

(ΑΒΓ)
 = 
ΓΡ∙ΓΘ

ΓΑ∙ΓΒ
 = 
α∙β

β∙α
 = 1, οπότε  

(ΓΡΘ)

(ΑΒΓ)
 = 1, άρα (ΓΡΘ) = (ΑΒΓ). 

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι: (ΑΒΓ) = (ΑΙΖ) = (ΒΗΔ) = (ΓΡΘ). 

γ) Είναι ΑΓ = 1 ή β = 1, οπότε από τις ισότητες του ερωτήματος (α): 

α2 = 5 β2 και γ2 = 4 β2, παίρνουμε: α2 = 5 και γ2 = 4, άρα α = √5 και γ =2. 

Έτσι λόγω του ερωτήματος (β), είναι: (ΑΙΖ) = (ΒΗΔ) = (ΓΡΘ) = (ΑΒΓ) = 
1

2
 β∙γ = 

1

2
∙1∙2 = 1. 

Επίσης Ε = β2 , Ε1 = γ2 και Ε2 = α2 ή Ε = 1, Ε1 = 4 και Ε2 = 5. Οπότε: 

(ΖΗΔΡΘΙ) = Ε + Ε1 + Ε2 + (ΑΙΖ) + (ΒΗΔ) + (ΓΡΘ) + (ΑΒΓ) = 1 + 4 + 5 + 1 +1 + 1 +1 = 14.  
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ΘΕΜΑ 3 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ τα μήκη των πλευρών του είναι α = 4,  β = √17 και γ = 5. 

α) Να βρείτε το είδος του τριγώνου ΑΒΓ, ως προς τις γωνίες του.                       (Μονάδες 9)                                                                                                                                         

β) Αν ΑΔ είναι  το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ από την κορυφή Α, τότε: 

i. να υπολογίσετε το ΔΒ.                                                                                    (Μονάδες 9) 

ii. να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ.                                          (Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) Από τα δεδομένα έχουμε: α = 4,  β = √17 και γ = 5, οπότε η πλευρά γ είναι η μεγαλύτερη 

πλευρά του τριγώνου. Θα συγκρίνουμε το τετράγωνο της μεγαλύτερης πλευράς με το 

άθροισμα των τετραγώνων των δύο άλλων.  

Είναι: γ2 = 52 = 25 και α2 + β2 = 42 + √172 = 16 + 17 = 33. 

Οπότε γ2 <  α2 + β2 άρα η Γ̂ < 900, επομένως το τρίγωνο ΑΒΓ είναι οξυγώνιο, εφόσον απέναντι 

από τη μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου βρίσκεται η μεγαλύτερη γωνία του. 

β)  

 

 

i. Λόγω του ερωτήματος (α), η γωνία Γ είναι οξεία. Οπότε από τη γενίκευση του 

Πυθαγορείου θεωρήματος είναι: 

               γ2 = α2 + β2 – 2α∙ΔΓ ή 25 = 33 – 2∙4∙ΔΓ ή 8∙ΔΓ = 8 ή ΔΓ = 1.  

               Οπότε ΔΒ = ΒΓ – ΔΓ = 4 – 1 = 3. 

ii. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ, από το Πυθαγόρειο θεώρημα είναι: 

ΑΔ2 = β2 – ΔΓ2 ή ΑΔ2 = √172  – 12 ή ΑΔ2 = 16, οπότε ΑΔ = 4. 

Έτσι (ΑΒΓ) = 
1

2
 α∙υα = 

1

2
 ∙ΒΓ∙ΑΔ = 

1

2
 ∙4∙4 = 8. 
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ΘΕΜΑ 2 

Τετράγωνο ΑΒΓΔ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας R, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

Αν το εμβαδόν του τετραγώνου είναι ίσο με 4, τότε:  

α) Να υπολογίσετε την ακτίνα R του κύκλου. 

(Μονάδες 13) 

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ του 

τετραγώνου και του περιγεγραμμένου κύκλου του είναι ίσο με 2π− 4. 

(Μονάδες 12) 
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ΛΥΣΗ 

 
α) Γνωρίζουμε ότι οι διαγώνιοι ΑΓ και ΒΔ του τετραγώνου είναι κάθετες και το σημείο 

τομής τους είναι το κέντρο Ο του περιγεγραμμένου κύκλου. Έστω α η πλευρά του 

τετραγώνου. Με εφαρμογή του Πυθαγόρειου θεωρήματος στο τρίγωνο ΟΔΑ έχουμε: 

α2 = R2 + R2 = 2R2 

Από την υπόθεση, το εμβαδόν του τετραγώνου είναι Ετ = α2 = 4, οπότε προκύπτει: 

2R2 = 4		ή		R2 = 2		 

Άρα, R = √2 . 

β) Το εμβαδόν του κύκλου είναι: 

Εκ = πR2 = 2π 

Επομένως, το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ του τετραγώνου και του 

περιγεγραμμένου κύκλου του είναι: 

Ε = Εκ − Ετ = 2π − 4 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ημικύκλιο κέντρου Ο και διαμέτρου ΑΒ = 2ρ. Στην προέκταση του ΑΒ προς το Β, 

θεωρούμε σημείο Μ. Από το Μ φέρουμε το εφαπτόμενο τμήμα ΜΓ στο ημικύκλιο. Αν η 

εφαπτόμενη του ημικυκλίου στο σημείο Α τέμνει την προέκταση της ΜΓ στο Δ τότε:       

α) Αν ΒΜ = 2ρ να αποδείξετε ότι ΜΓ = 2√2ρ.                                                 (Μονάδες 09) 

β)  

i. Να αποδείξετε ότι  
ΜΟ
ΜΓ

=ΜΔ
ΜΑ

.              (Μονάδες 09) 

ii. Αν για το Μ ισχύει ότι ΒΜ = λ×ρ, όπου λ θετικός αριθμός, να εξετάσετε αν υπάρχει 

τιμή του λ, τέτοια ώστε (ΑΔΜ) = 9(ΜΟΓ).                                                      (Μονάδες 07) 
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ΛΥΣΗ 

α)  

 

Το εφαπτόμενο τμήμα ΜΓ είναι κάθετο στην ακτίνα ΟΓ. 

ΜΟ = ΜΒ+ΒΟ = 2ρ+ρ = 3ρ. 

Εφαρμόζουμε το πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΜΟΓ:  

2 2 2OM O= Γ +ΜΓ , άρα ( )22 2 2 2 23 8ΜΓ = ΟΜ −ΟΓ = ρ −ρ = ρ , δηλαδή ΜΓ = 2 2ρ .               

β) 

i. Τα τρίγωνα ΟΜΓ και ΑΔΜ είναι όμοια γιατί έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία 

αντίστοιχα: � ɵ 90οΑ = Γ = και την γωνία �Μ κοινή. Επομένως οι ομόλογες πλευρές τους 

θα είναι ανάλογες:  

 Ίσες γωνίες 

 � ɵΑ = Γ  Μ κοινή � �Ο = ∆  

Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΟΜΓ ΜΟ ΟΓ ΜΓ 

Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΑΔΜ ΜΔ ΔΑ ΜΑ 

Μ∆ ΜΑ
=

ΜΟ ΜΓ
 ή 

Μ∆ ΜΟ
=

ΜΑ ΜΓ
.  

ii. Δείξαμε ότι τα τρίγωνα ΑΔΜ και ΟΜΓ είναι όμοια, επομένως ο λόγος των εμβαδών 

τους ισούται με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητάς τους. 

              

2 2

2

( )

( )

ΑΜ∆ ΑΜ ΑΜ = = ΟΜΓ ΓΜ ΓΜ 
.  (1) 

               ΟΜ = ΜΒ+ΒΟ = λρ+ρ = (λ+1)ρ. 

               Εφαρμόζουμε το πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΜΟΓ:  

                
2 2 2OM O= Γ + ΓΜ , άρα  

                 ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 2( 1) 2 1 1 2ΓΜ = ΟΜ −ΟΓ = λ + ρ −ρ = λ + λ + − ρ = λ + λ ρ .               

                ΑΜ = 2ρ+λρ= (λ+2)ρ. 

                 Η (1) γίνεται 
( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2

( ) ( 2) ( 2) 2

( ) 22

ΑΜ∆ ΑΜ λ+ ρ λ + λ +
= = = =

ΜΟΓ ΓΜ λ λ + λλ + λ ρ
. 
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              Αφού (ΑΔΜ) = 9(ΜΟΓ) θα έχουμε 
( ) 9( )

9
( ) ( )

ΑΜ∆ ΜΟΓ
= =

ΜΟΓ ΜΟΓ
και επομένως 

2
9

λ +
=

λ
 ή     

              2 9λ + = λή 8λ =2, άρα  λ = 
1

4
. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο με πλευρά α  και σημείο Σ στην προέκταση της πλευράς ΑΒ προς το Β 

τέτοιο ώστε ΒΣ = ΑΒ. 

 α) Να υπολογίσετε ως συνάρτηση του α: 

i. Το εμβαδό του τριγώνου ΣΔΓ. 

ii. Το μήκος της πλευράς ΣΓ του τριγώνου ΣΔΓ. 

 (Μονάδες 10) 

 β) Θεωρούμε τυχαίο σημείο Σ’ στην προέκταση της πλευράς ΑΒ προς το Β τέτοιο ώστε  

 ΒΣ’ > ΒΣ. Να συγκρίνετε αιτιολογώντας τις απαντήσεις σας:  

i. Το εμβαδό του τριγώνου Σ’ΔΓ με το εμβαδό του τριγώνου ΣΔΓ.  

ii. Το μήκος της πλευράς Σ’Γ με το μήκος της πλευράς ΣΓ των τριγώνων Σ’ΔΓ και ΣΔΓ 

αντίστοιχα.  

iii. Τις αποστάσεις του σημείου Δ από τις ευθείες ΣΓ και Σ’Γ. 

 (Μονάδες 15) 
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ΛΥΣΗ 

α) 

 

i. Για να υπολογίσουμε το εμβαδό του τριγώνου ΣΔΓ μπορούμε να πάρουμε ως 

βάση την πλευρά ΔΓ, οπότε το ύψος είναι η απόσταση της κορυφής Σ από την 

ευθεία ΔΓ που είναι ίση με α. Άρα (ΣΔΓ) = 
1

2
 α α = 

𝛼2

2
 . 

ii. Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΣΒΓ έχουμε ΣΓ2 = ΣΒ2 + ΒΓ2   ή 

ΣΓ2 =  𝛼2 + 𝛼2 ή ΣΓ2 = 2 𝛼2 ή ΣΓ = α√2 .  

β)  

 
 

i. Τα τρίγωνα Σ’ΔΓ και ΣΔΓ έχουν κοινή βάση τη ΔΓ και ύψος ίσο με την 

απόσταση των παραλλήλων πλευρών ΑΒ και ΔΓ, αφού οι κορυφές τους Σ και 

Σ’ βρίσκονται  στην ευθεία ΑΒ // ΔΓ. Οπότε τα τρίγωνα αυτά έχουν και ίσα 

εμβαδά.  

 (Σ’ΔΓ) = (ΣΔΓ) = 
1

2
 α α = 

𝛼2

2
 . 

ii. Από το σημείο Γ έχουμε το κάθετο τμήμα ΓΒ προς την ευθεία ΑΒ και τα 

πλάγια ΓΣ και ΓΣ’. Τα ίχνη Σ και Σ’ των πλάγιων τμημάτων ΓΣ και ΓΣ’ αντίστοιχα 

είναι τέτοια ώστε οι αποστάσεις τους από το ίχνος Β του κάθετου ΓΒ να είναι 
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άνισες και συγκεκριμένα ΒΣ’ > ΒΣ, οπότε και τα αντίστοιχα πλάγια είναι 

ομοίως άνισα δηλαδή ΓΣ’ > ΓΣ. 

iii. Η απόσταση του σημείου Δ από την ευθεία ΣΓ είναι ίση με το μήκος του 

τμήματος ΔΕ και η  απόσταση του σημείου Δ από την ευθεία Σ’Γ είναι ίση με 

το μήκος του τμήματος ΔΗ. Ισχύει (Σ’ΔΓ) =  
1

2
 Σ’Γ ΔΗ και (ΣΔΓ) =  

1

2
 ΣΓ ΔΕ. 

Δείξαμε στο ερώτημα βi) ότι τα τρίγωνα Σ’ΔΓ και ΣΔΓ είναι ισεμβαδικά  οπότε 

θα έχουμε:  

 
1

2
 Σ’Γ ΔΗ = 

1

2
 ΣΓ ΔΕ ή Σ’Γ ΔΗ = ΣΓ ΔΕ  ή  

𝛴′𝛤

𝛴𝛤
  = 

𝛥𝛦

𝛥𝛨
  και επειδή Σ’Γ > ΣΓ  

θα έχουμε ΔΕ > ΔΗ. Δηλαδή η απόσταση του σημείου Δ από  την ευθεία Σ’Γ 

είναι μικρότερη από την απόσταση του σημείου Δ από την ευθεία ΣΓ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω ςχήμα: 

α) Να βρείτε το μήκοσ τησ πλευράσ ΔΕ. (Μονάδεσ 10) 

β) Να υπολογίςετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την τεθλαςμζνη γραμμή 

ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΑ. (Μονάδεσ 15) 
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ΛΥΣΗ 

 

 

α) Φζροντασ το τμιμα ΓΖ, το τρίγωνο ΔΓΕ είναι ορκογώνιο με ΔΓ= 5 και ΓΕ=12. 

Εφαρμόηοντασ Πυκαγόρειο κεώρθμα ζχουμε: ΔΕ2=ΔΓ2+ΓΕ2 ι ΔΕ2=52+122 ι ΔΕ2=25+144 ι 

ΔΕ2=169, άρα ΔΕ=13. 

β) Το χωρίο αποτελείται από το ορκογώνιο τρίγωνο ΔΓΕ, το ορκογώνιο ΒΖΚΑ και το 

τετράγωνο ΚΗΘΙ. Υπολογίηουμε τα εμβαδά τουσ ξεχωριςτά. 

(ΔΓΕ) = 
 

 
 ΓΕ ΔΓ = 

 

 
 12 5 = 30 τ.μ. 

(ΒΖΚΑ) = ΒΖΑΒ = 74 = 28 τ.μ. 

(ΚΗΘΙ) = 32 = 9 τ.μ. 

Άρα (ΑΒΓΔΕΖΗΘΙ) = (ΔΓΕ) + (ΒΖΚΑ) + (ΚΗΘΙ) = 30 + 28 + 9 = 67 τ.μ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ του παρακάτω ςχήματοσ η διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην πλευρά ΒΓ ζχει 

μήκοσ 3 και η πλευρά ΑΓ είναι ίςη με 4. Αν ΒΕ=5, τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι η διάμεςοσ ΑΕ είναι κάθετη ςτην πλευρά ΑΓ. (Μονάδεσ 10) 

β)  

i. Να δικαιολογήςετε γιατί (ΑΒΕ)=(ΑΓΕ). (Μονάδεσ 05) 

ii. Να υπολογίςετε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ. (Μονάδεσ 10) 
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ΛΥΣΗ 

 

 

α) Το τμιμα ΒΕ είναι το μιςό τθσ πλευράσ ΒΓ, αφοφ θ ΑΕ είναι διάμεςοσ ςτθν πλευρά ΒΓ, 

άρα ΕΓ=5. Στο τρίγωνο ΑΓΕ μεγαλφτερθ πλευρά του είναι θ ΓΕ και κα εξετάςουμε αν το 

τετράγωνο τθσ μεγαλφτερθσ πλευράσ του ιςοφται με το άκροιςμα των τετραγώνων των 

άλλων δφο πλευρών του. Δθλαδι αν Γ Ε 2 =ΑΓ 2 +ΑΕ 2  
 5 2 =4 2 +3 2   25=16+925=25 

που ιςχφει. Άρα το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ορκογώνιο με Ε ̂Γ = 90ο, οπότε ΑΕΑΓ. 

 β)  

i. Γνωρίηουμε ότι θ διάμεςοσ ενόσ τριγώνου χωρίηει το τρίγωνο ςε δφο ιςοδφναμα 

τρίγωνα, άρα (ΑΒΕ) = (ΑΓΕ).  

ii. Το ΑΓΕ είναι ορκογώνιο τρίγωνο, άρα το εμβαδό του κα ιςοφται με το θμιγινόμενο 

των κάκετων πλευρών του, δθλαδι (ΑΓΕ) = 
 

 
 ΑΕ ΑΓ = 

 

 
 3 4 = 6 τ.μ. 

Από το β) i. ερώτθμα ζχουμε ότι (ΑΒΕ)=(ΑΓΕ), άρα (ΑΒΓ)=2(ΑΓΕ). Βρικαμε ότι (ΑΓΕ)=6, 

επομζνωσ (ΑΒΓ) = 26 =12 τ.μ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΒΓ=13 και ΓΔ=14. Αν ΓΕ είναι το κάκετο τμιμα από το 

ςθμείο Γ ςτθν πλευρά ΑΒ και το τμιμα ΑΕ ζχει μικοσ 9, τότε:   

α) Να υπολογίςετε το μικοσ του τμιματοσ ΓΕ. (Μονάδεσ 13) 

β) Να υπολογίςετε το εμβαδό 

i. του παραλλθλογράμμου ΑΒΓΔ.  

ii. του τραπεηίου ΑΕΓΔ.  

 (Μονάδεσ 12) 

  

 

 

 

 

      (Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ  

Ζςτω το παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΒΓ=13 και ΓΔ=14. Φζρουμε ΓΕΑΒ. 

  

α) ΑΒ = ΓΔ ωσ απζναντι πλευρζσ του παραλλθλογράμμου ΑΒΓΔ. Για το τμιμα ΒΕ 

ζχουμε:  ΒΕ = ΑΒ – ΑΕ = 14 – 9 = 5. Στο ορκογώνιο τρίγωνο ΓΕΒ εφαρμόηοντασ 

Πυκαγόρειο κεώρθμα ζχουμε:  

Γ Ε 2 = Γ Β 2 - Β Ε 2  ι Γ Ε 2 = 1 3 2 - 5 2  ι Γ Ε 2 = 1 6 9 - 2 5  ι  Γ Ε 2 = 1 4 4 , άρα ΓΕ=12. 

β)  

i. Το μικοσ ΓΕ είναι θ απόςταςθ των απζναντι πλευρών ΑΒ και ΓΔ του 

παραλλθλογράμμου ΑΒΓΔ. Άρα (ΑΒΓΔ)= Α Β Γ Ε = 1 4 1 2 , δθλαδι (ΑΒΓΔ)=168 

τ.μ. 

ii. Το τραπζηιο ΑΕΓΔ είναι ορκογώνιο και οι βάςεισ του είναι οι ΑΕ και ΓΔ. Άρα 

(ΑΕΓΔ)=  
     

 
 Γ Ε  =  

    

 
 1 2 = 2 3 6 , δθλαδι (ΑΕΓΔ)=138 τ.μ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράσ α. 

α) Να αποδείξετε ότι  το μικοσ τθσ διαγωνίου ΒΔ ιςοφται με α√   και να βρείτε το εμβαδό 

του. (Μονάδεσ 05) 

β)  

i. Να ςχεδιάςετε το τετράγωνο ΒΔΖΗ ζτςι ώςτε το ςθμείο Α να είναι εςωτερικό ςθμείο 

του και να αποδείξετε ότι το ςθμείο Α είναι το κζντρο του τετραγώνου ΒΔΖΗ.  

 (Μονάδεσ 07) 

ii. Να υπολογίςετε το εμβαδόν του ΒΔΖΗ και να το ςυγκρίνετε με το εμβαδό του 

αρχικοφ τετραγώνου ΑΒΓΔ. (Μονάδεσ 08) 

γ) Επαναλαμβάνουμε το ςχεδιαςμό όπωσ περιγράφθκε παραπάνω και ςχθματίηουμε νζο 

τετράγωνο, με πλευρά κάκε φορά, τθ διαγώνιο του προθγοφμενου τετραγώνου.  

Δθλαδι με πλευρά τθ διαγώνιο ΔΗ του τετραγώνου ΒΔΖΗ ςχεδιάηουμε νζο τετράγωνο, το 

ΔΗΘΚ. Με πλευρά τθ διαγώνιο ΗΚ του ΔΗΘΚ ςχεδιάηουμε νζο τετράγωνο κ.ο.κ. Αν κζλουμε 

να ςχεδιάςουμε τετράγωνο του οποίου το εμβαδό του κα είναι 16 φορζσ το εμβαδό του 

αρχικοφ τετραγώνου ΑΒΓΔ, πόςεσ φορζσ ακόμθ πρζπει  να επαναλάβουμε το ςχεδιαςμό 

αυτό; Να δικαιολογιςετε τθν απάντθςι ςασ.  (Μονάδεσ 05) 
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ΛΥΣΗ 

α) Εφαρμόηοντασ Πυκαγόρειο Θεϊρθμα ςτο τρίγωνο ΑΒΔ ζχουμε: 

ΒΔ2=ΑΒ2+ΑΔ2 ι ΒΔ2 = α2 + α2 ι ΒΔ2 = 2α2, οπότε ΒΔ= α√ . Για το εμβαδόν του ΑΒΓΔ, ζχουμε 

(ΑΒΓΔ) = α2. 

β)  

i.  

 

 

Τα τμιματα ΔΑ και ΒΑ είναι κάκετα μεταξφ τουσ ωσ πλευρζσ του αρχικοφ 

τετραγϊνου ΑΒΓΔ. Η γωνία Β ̂Α είναι 45ο αφοφ θ διαγϊνιοσ ΒΔ διχοτομεί τθ γωνία  ̂ 

του τετραγϊνου. Επειδι Β ̂Ζ = 90ο ωσ γωνία του τετραγϊνου ΒΔΖΗ, Α ̂Ζ = 45ο . 

Οπότε το τμιμα ΔΑ διχοτομεί τθ γωνία  ̂ του τετραγϊνου, άρα  το ΔΑ ανικει ςτθ 

διαγϊνιο του τετραγϊνου ΒΔΖΗ. Ομοίωσ θ ΒΑ διχοτομεί τθ γωνία  ̂ του τετραγϊνου 

ΒΔΖΗ και το ΒΑ ανικει ςτθν άλλθ διαγϊνιό του. Οι δφο διαγϊνιεσ του τετραγϊνου 

ΒΔΖΗ τζμνονται ςτο ςθμείο Α, δθλαδι το Α είναι το κζντρο του. 

ii. Η πλευρά του τετραγϊνου ΒΔΖΗ είναι ίςθ με α√ , οπότε για το εμβαδον του 

ζχουμε: (ΒΔΖΗ) = (α√ )2 ι (ΒΔΖΗ) = 2α2. Στο α) ερϊτθμα βρικαμε ότι το εμβαδό του 

ΑΒΓΔ είναι α2, οπότε παρατθροφμε ότι (ΒΔΖΗ) = 2(ΑΒΓΔ). 
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γ)  

 

Στο τετράγωνο ΒΔΖΗ θ πλευρά του ιςοφται με  α√  . Επομζνωσ θ διαγϊνιόσ του ΔΗ , 

ςφμφωνα με το α)  ερϊτθμα, κα είναι ίςθ με α√  √  = 2α. Επομζνωσ θ πλευρά του 

τετραγϊνου ΔΗΘΚ είναι 2α, οπότε (ΔΗΘΚ) = 4α2. Συγκρίνοντασ το εμβαδό του 

τετραγϊνου ΔΗΘΚ με το εμβαδό του ΒΔΖΗ παρατθροφμε ότι (ΔΗΘΚ) = 2(ΒΔΖΗ), όπωσ 

και (ΒΔΖΗ) = 2(ΑΒΓΔ). Επομζνωσ (ΔΗΘΚ) = 2(ΒΔΖΗ) = 4(ΑΒΓΔ). Δθλαδι, ςχεδιάηοντασ 

τετράγωνο με πλευρά τθ διαγϊνιο ενόσ τετραγϊνου, το νζο τετράγωνο ζχει διπλάςιο 

εμβαδό από το προθγοφμενό του. Το αρχικό τετράγωνο ΑΒΓΔ με πλευρά ίςθ με α, ζχει 

εμβαδό α2, το ΒΔΖΗ ζχει εμβαδό 2α2 , το ΔΗΘΚ ζχει εμβαδό 4α2. Σχεδιάηοντασ 

τετράγωνο με πλευρά τθ διαγϊνιο του ΔΗΘΚ κα προκφψει τετράγωνο με εμβαδό 8α2.  

Επομζνωσ για να ςχεδιάςουμε τετράγωνο του οποίου το εμβαδό του κα είναι 16 φορζσ 

το εμβαδό του αρχικοφ τετραγϊνου ΑΒΓΔ, κα πρζπει να κάνουμε τθ διαδικαςία αυτι 

ςυνολικά τζςςερισ (4) φορζσ. Δθλαδι, μετά το τετράγωνο ΔΗΘΚ του ςχιματοσ κα 

χρειαςτεί να φτιάξουμε, όπωσ περιγράφθκε, δφο ακόμθ τετράγωνα.  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται δφο κφκλοι με κζντρα Ο και Κ. Ο κφκλοσ με κζντρο Ο ζχει ακτίνα R=7 ενώ ο 

κφκλοσ με κζντρο Κ ζχει ακτίνα ρ=2. Το τμήμα ΑΒ είναι το κοινό εξωτερικό εφαπτόμενο 

τμήμα των δφο κφκλων και το τμήμα ΚΕ είναι παράλληλο ςτο τμήμα ΑΒ με Ε ςημείο του 

τμήματοσ ΟΑ. Η διάκεντροσ ΟΚ τζμνει τον κφκλο (Ο,R) ςτο ςημείο Γ και τον κφκλο (Κ,ρ) ςτο 

ςημείο Δ.  

α) Αν η θζςη των δφο κφκλων είναι τζτοια ώςτε, η απόςταςη των ςημείων Γ και Δ είναι 

ΓΔ=4, τότε: 

i. Να υπολογίςετε το μήκοσ του τμήματοσ ΑΒ. (Μονάδεσ 10) 

ii. Να βρείτε το εμβαδόν του τετραπλεφρου ΑΒΚΟ. (Μονάδεσ 07) 

β) Ποια πρζπει να είναι η ςχετική θζςη των 2 κφκλων, ώςτε το εμβαδόν του ΑΒΚΕ να 

ιςοφται με 4√   τ.μ.;  (Μονάδεσ 08) 

 

 

 

      (Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

α)  

 

i. Οι ακτίνεσ ΟΑ και ΚΒ είναι κάκετεσ ςτο εφαπτόμενο τμιμα ΑΒ ςτα ςθμεία επαφισ Α 

και Β. Το τμιμα ΚΕ είναι παράλλθλο ςτο ΑΒ και αφοφ ΑΒΟΑ, κα είναι και ΚΕΟΑ. 

Άρα το τετράπλευρο ΑΒΚΕ ζχει 3 ορκζσ γωνίεσ και είναι ορκογϊνιο. Επομζνωσ 

ΑΕ=ΚΒ=2 και ΟΕ=ΟΑ-ΕΑ=7-2=5. Στο ορκογϊνιο τρίγωνο ΟΕΚ θ υποτείνουςά του ΟΚ 

είναι ΟΓ+ΓΔ+ΔΚ=7+4+2=13. Εφαρμόηοντασ το Πυκαγόρειο κεϊρθμα ζχουμε: 

ΚΕ2=ΟΚ2-ΟΕ2 ι ΚΕ2=132-52 ι ΚΕ2=169-25 ι ΚΕ2=144, άρα ΚΕ=12. Άρα ΑΒ = ΚΕ =12.  

ii. Στο τετράπλευρο ΑΒΚΟ είναι ΟΑΑΒ και ΚΒΑΒ, άρα ΟΑ//ΚΒ. Επίςθσ ΟΑ=7≠2=ΚΒ, 

άρα οι απζναντι πλευρζσ του είναι παράλλθλεσ και άνιςεσ, οπότε δεν είναι 

παραλλθλόγραμμο. Άρα το ΑΒΚΟ είναι τραπζηιο,  ςτο οποίο θ μικρι του βάςθ είναι 

θ ΚΒ, θ μεγάλθ βάςθ του θ ΟΑ και το φψοσ του είναι το μικοσ του εφαπτόμενου 

τμιματοσ  ΑΒ. Οπότε (ΑΒΚΟ) =  
     

 
  ΑΒ =  

   

 
  12 = 54 τ.μ. 

β)  Το ΑΒΚΕ είναι ορκογϊνιο, άρα (ΑΒΚΕ) = ΑΒΚΒ. Επειδι (ΑΒΚΕ) = 4√  , ζχουμε: 

4√   = ΑΒ2 άρα ΑΒ = 2√  . Από το α) ερϊτθμα ΑΒ=ΚΕ, οπότε ΚΕ=2√   και από το Π.Θ. 

ςτο τρίγωνο ΟΚΕ είναι: ΟΚ2 = ΟΕ2+ΚΕ2 ι ΟΚ2=52+(2√  )2 , ι ΟΚ2 = 25+56, ι ΟΚ2=81, άρα 

ΟΚ=9. Για το τμιμα ΟΚ ιςχφει ότι ΟΚ=ΟΓ+ΓΔ+ΔΚ, ι 9=7+ΓΔ+2, δθλαδι 9=9+ΓΔ, οπότε ΓΔ=0. 

Δθλαδι θ διάκεντροσ ΟΚ των δφο κφκλων ιςοφται με το άκροιςμα των ακτινϊν τουσ.  Άρα οι 

κφκλοι εφάπτονται εξωτερικά.  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται  κύκλος (Ο,R) και η χορδή του ΑΒ ίση με την πλευρά κανονικού εξαγώνου 

εγγεγραμμένου στον κύκλο. Στο σημείο Α φέρνουμε την εφαπτομένη  x’x του κύκλου 

και από το Β την κάθετη στην x’x που την τέμνει στο Γ. Να αποδείξετε ότι:   

α) ΑΓ = 
R√3

2
 .                                                                                                   (Μονάδες 8) 

β) (ΟΑΓΒ) = 
3√3R2

8
 .                                                                                      (Μονάδες 7)                                                                                                                                                                                                                          

γ) το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου, που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα 

είναι: Ε =  
(9√3−4π)R2

24
 .                                                                            (Μονάδες 10)   
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ΛΥΣΗ 

α) 

 

Φέρνουμε τις ακτίνες ΟΑ, ΟΒ. 

Από τα δεδομένα, η ΑΒ είναι πλευρά κανονικού 6-γώνου εγγεγραμμένου στον κύκλο 

οπότε το τόξο ΑΒ θα ισούται με 
3600

6
 = 600. Άρα και η επίκεντρη γωνία ΑΟΒ θα 

ισούται με 600 επομένως το τρίγωνο ΟΑΒ θα είναι ισόπλευρο πλευράς R. Δηλαδή  

ΑΒ = R = OA = OB και επιπλέον θα έχει όλες του τις γωνίες ίσες με 600. 

Η ΟΑ ως ακτίνα που αντιστοιχεί στο σημείο επαφής, είναι κάθετη στην εφαπτομένη 

x’x, επομένως η γωνία ΟΑΓ είναι ορθή. 

Άρα η γωνία Α1 θα ισούται με 300, οπότε στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η ΒΓ = 
ΑΒ

2
 = 
R

2
. 

Έτσι στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ από το πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε: 

ΑΓ2 = ΑΒ2 - ΒΓ2 ή ΑΓ2 = R2 – (
R

2
)2 ή ΑΓ2 = R2 – 

R2

4
 ή ΑΓ2 =  

3R2

4
, οπότε ΑΓ = 

R√3

2
 . 

β) Λόγω του ερωτήματος (α), οι ΟΑ, ΒΓ ως κάθετες στην x’x, θα είναι μεταξύ τους 

παράλληλες. Άρα το τετράπλευρο ΟΑΓΒ είναι τραπέζιο με βάσεις ΟΑ, ΒΓ και ύψος ΑΓ. 

Οπότε (ΟΑΓΒ) = 
ΟΑ+ΒΓ

2
 ∙ΑΓ = 

R+
R

2

2
 ∙
R√3

2
 = 
3R

4
 ∙
R√3

2
 = 
3√3R2

8
 . 

γ) Το ζητούμενο εμβαδό θα βρεθεί αν από το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ, 

αφαιρέσουμε το εμβαδό του κυκλικού τμήματος τ1. Δηλαδή Ε = (ΑΒΓ) – (τ1)(1). 

 20361-Λύση



Λόγω του ερωτήματος (α) έχουμε: 

(ΑΒΓ) = 
1

2
 ∙ΒΓ∙ΑΓ = 

1

2
 ∙
R

2
∙
R√3

2
 = 
R2√3

8
. 

 

(τ1) = (Ο


 ) – (ΟΑΒ) = 
πR2μ

360
 - 

R2√3

4
 = 

πR2∙600

360
 - 

R2√3

4
 = 

πR2

6
 - 

R2√3

4
 = 

2πR2−3√3R2

12
 . 

Έτσι η (1) δίνει: Ε = 
R2√3

8
 - 
2πR2−3√3R2

12
 = 
3√3R2−4πR2+6√3R2

24
 = 
9√3R2−4πR2

24
 

= 
(9√3−4π)R2

24
 . 

Εναλλακτικά: Το ζητούμενο εμβαδό είναι: Ε = (ΟΑΓΒ) – (Ο


 ). 

Λόγω του ερωτήματος (β) το (ΟΑΓΒ) = 
3√3R2

8
 . 

Επίσης: (Ο


 ) = 
πR2μ

360
 = 
πR2∙600

360
 = 
πR2

6
 . 

Έτσι Ε = 
3√3R2

8
 - 
πR2

6
 = 
9√3R2−4πR2

24
 = 
(9√3−4π)R2

24
 . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Α� = 90ο, ΑΓ = 12 και ΑΒ = 5.     

α) Να αποδείξετε ότι ΒΓ = 13.                                                                                         (Μονάδες 08) 

β) Φέρουμε ημιευθεία Βx κάθετη στη ΒΓ στο σημείο Β και παίρνουμε σε αυτή σημείο Δ, 

τέτοιο ώστε ΔΓ = 14, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

i. Να αποδείξετε ότι ΒΔ = 3√3.               (Μονάδες 08) 

ii. Να υπολογίσετε την προβολή της ΒΔ στην ΔΓ.                                                 (Μονάδες 09) 

 

 

 21067



ΛΥΣΗ 

 

α) Εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ΑΒΓ. Έχουμε διαδοχικά: 

2 2 2ΒΓ = ΑΒ + ΑΓ   ή  2 2 2
5 12 25 144 169ΒΓ = + = + = ,  άρα ΒΓ = 169 13=  

β)   

i. Εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ΔΒΓ. Έχουμε διαδοχικά: 

             2 2 2∆Γ = ΒΓ + Β∆   ή  2 2 2 2 2
14 13Β∆ = ∆Γ − ΒΓ = − = 196 – 169 = 27 

              Άρα ΒΔ = 27 9 3 3 3= ⋅ = . 

ii. Φέρνουμε την ΒΕ κάθετη στην ΔΓ, οπότε η προβολή του ΒΔ στην ΔΓ είναι η ΔΕ. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΓΒΔ ισχύει ότι:  

            2Β∆ = ∆Ε ⋅ ∆Γ   ή  ( )
2

3 3 14= ∆Ε ⋅    ή   27 = 14ΔΕ    ή  ΔΕ = 
27

14
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές ΒΓ = √3, ΑΒ = √2, ΑΓ = 1. 

α) Να αποδείξετε ότι Α� = 90ο.                                                                                       (Μονάδες 09) 

β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.                                                   (Μονάδες 07) 

γ) Να υπολογίσετε το ύψος ΑΔ.                                                                                     (Μονάδες 09) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) 

Έχουμε:  

ΒΓ2 = �√3�
2
= 3 

ΑΒ2 + ΑΓ2 = �√2�
2
+ 12 = 2 + 1 = 3 

Επομένως, είναι ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2, άρα η γωνία που βρίσκεται απέναντι από την πλευρά ΒΓ είναι 

ορθή, δηλαδή Α� = 90ο. 

β) Το εμβαδόν του τριγώνου είναι 

�ΑΒΓ� =
1

2
ΑΒ ∙ ΑΓ =

1

2
√2∙1 =

1

2
√2 

γ) Φέρουμε το ύψος ΑΔ. Το εμβαδόν του τριγώνου μπορεί να δοθεί και από τον τύπο  

(ΑΒΓ) = 
1

2
ΒΓ∙ΑΔ 

Στο ερώτημα β) βρήκαμε ότι (ΑΒΓ) = 
1
2

2
 . 

 Έτσι έχουμε: 

1
2

2
=
1
3

2
⋅ Α∆   ή  2 = 3 ⋅ Α∆    ή   ΑΔ = 

2 2 3 6

33 3 3

= =  
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ΘΕΜΑ 3 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α και έστω Ε το μέσο της ΔΓ.       

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. ΑΓ = α√2.              (Μονάδες 09) 

ii. ΑΕ = α
√�

�
.              (Μονάδες 09) 

β)   Να υπολογίσετε την προβολή του τμήματος ΑΕ στην ΑΓ.                                  (Μονάδες 07) 

 

 

 21102



ΛΥΣΗ 

 

α)  

i. Εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ:  

2 2 2 2 2 2
2ΑΓ = Α∆ + ∆Γ = α + α = α , άρα ΑΓ = 2α . 

ii. ΔΕ = 
2 2

∆Γ α
= . 

Εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΕ:  

2 2 2

2 2 2 2 2 5

2 4 4

α α α ΑΕ = Α∆ + ∆Ε = α + = α + = 
 

, άρα ΑΕ = 
5

2
α . 

β) Η προβολή του ΑΕ στην ΑΓ είναι το τμήμα ΑΖ. 

Η γωνία �1Α  είναι οξεία γωνία επειδή οι πλευρές της περιέχονται στην ορθή γωνία �BA∆ του 

τετραγώνου.  

ΕΓ = 
2 2

∆Γ α
= . 

Εφαρμόζουμε το γενικευμένο Πυθαγόρειο θεώρημα στο ΑΕΓ: 

2 2 2
2ΕΓ = ΑΕ + ΑΓ − ⋅ ΑΓ ⋅ΑΖ  ή ( )

2
2

25
2 2 2

2 2

 α α  = + α − ⋅α ⋅ ΑΖ       
 ή 

2 2

25
2 2 2

4 4

α α
= + α − α ⋅ΑΖ  ή 

2 2 2
5 8 8 2α = α + α − α ⋅ΑΖ  ή 

2 2 2 2
8 2 5 8 12α ⋅ΑΖ = α + α −α = α  ή 

2
12 3 3 2 3 2

48 2 2 2 2 2 2

α α α α
ΑΖ = = = =

α
. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς 2α και με διαμέτρους τις ΒΓ και ΒΑ φτιάχνουμε εξωτερικά 

του τετραγώνου ημικύκλια, όπως φαίνεται στο σχήμα.       

α) Να αποδείξετε ότι το μήκος κάθε ημικυκλίου ισούται με π⋅α.                         (Μονάδες 07) 

β)  

i. Αν η περίμετρος της καρδιάς είναι 2π+4, να υπολογίσετε το α.                (Μονάδες 06) 

ii. Αν α = 1 να βρείτε το μήκος του τμήματος που ενώνει τα κέντρα των δύο 

ημικυκλίων. 

                                                                                                                                              (Μονάδες 06) 

γ) Αν (τ) είναι το άθροισμα των εμβαδών των δυο ημικυκλίων να συγκρίνετε τον λόγο 

AB

( )

( )

τ

Γ∆
 με την μονάδα. Να αιτιολογήστε την απάντησή σας.                              (Μονάδες 06)  
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ΛΥΣΗ 

 

α) Το κάθε ημικύκλιο έχει ακτίνα ρ ίση με το μισό της πλευράς του τετραγώνου, δηλαδή  

ρ = 
2

2

α
= α . Το μήκος τόξου μο θα είναι 

180

ο

ο

πρµ
, δηλαδή 

180

180

ο

ο

πα
= πα . 

β)   

i. Η περίμετρος της καρδιάς αποτελείται από τα δύο ημικύκλια και τις πλευρές ΑΔ και 

ΔΓ. Από το α) ερώτημα το κάθε ημικύκλιο έχει μήκος πα οπότε η περίμετρος θα 

ισούται με πα + πα + 2α + 2α = 2πα + 4α. Από υπόθεση έχουμε ότι η περίμετρος 

είναι 2π + 4, οπότε 2πα + 4α = 2π + 4 ή (2π + 4)α = 2π + 4, άρα α = 1. 

ii. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΖ (Β� � 90
�)  έχουμε ΒΕ = ΒΖ = α. Εφαρμόζουμε το 

πυθαγόρειο θεώρημα: 2 2 2 2 2 2
2ΕΖ = ΒΕ + ΒΖ = α + α = α  ή 2ΕΖ = α . Για α = 1 

έχουμε 2ΕΖ = . 

γ) Τα δύο ημικύκλια είναι ίσα γιατί έχουν την ίδια ακτίνα α, οπότε το άθροισμά τους θα 

είναι ένας κυκλικός δίσκος με ακτίνα α. Το εμβαδόν του θα είναι (τ) = 
2 2πρ = πα . 

Το τετράγωνο ΑΒΓΔ έχει εμβαδόν ( )
22 2

2 4( )ΑΒ = α = α . 

Ο ζητούμενος λόγος 
2

2
4 4

( )

( )

τ πα π
= =

ΑΒΓ∆ α
. 

Επειδή π < 4 το κλάσμα 
4

π
 θα είναι μικρότερο της μονάδας, το ίδιο και ο ζητούμενος λόγος.  

Εναλλακτική λύση γ). 

Το εμβαδόν των δύο ημικυκλίων θα είναι ίσο με το εμβαδόν του εγγεγραμμένου κύκλου 

του τετραγώνου, διότι τα ημικύκλια έχουν ακτίνα α και ο εγγεγραμμένος στο τετράγωνο 

κύκλος έχει και αυτός ακτίνα α (η διάμετρος ισούται με 2α). Επειδή ο κύκλος είναι 
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εγγεγραμμένος στο τετράγωνο (σχήμα) το εμβαδόν του είναι μικρότερο από αυτό του 

τετραγώνου, οπότε το κλάσμα 

1
( )

( )

τ
<

ΑΒΓ∆
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ΘΕΜΑ 2 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο     του σχήματος, το   είναι η προβολή της κορυφής   στην 

υποτείνουσα    και είναι      και     . 

α) Να αποδείξετε ότι     .                                                                                        (Μονάδες 12) 

β) Με κέντρο το   και ακτίνα    γράφουμε κύκλο, ο οποίος τέμνει τις πλευρές    και   , 

στα σημεία   και   αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Να υπολογίσετε το 

μήκος του τόξου     .                                                                                                      (Μονάδες 13) 

  

 21122



ΛΥΣΗ 

α) Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο του ύψους που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα, 

είναι ίσο με το γινόμενο των προβολών των κάθετων πλευρών του στην υποτείνουσα. 

Επομένως είναι 

           ή            ή           ή       . 

β) Το τόξο      είναι       (επειδή       ) και είναι σε κύκλο ακτίνας       . 

Επομένως το μήκος του είναι      
   

    
  

       

    
  . 
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ΘΕΜΑ 4 

α) Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο     με πλευρές                και αντίστοιχα ύψη  

                 . Να αποδείξετε ότι: 

i.  Το τρίγωνο     είναι αμβλυγώνιο.                                                               (Μονάδες 6) 

ii. Το εμβαδόν του τριγώνου     είναι       και τα ύψη του είναι       και   

                .                                                                                                     (Μονάδες  7) 

iii.  Το τρίγωνο που κατασκευάζεται με πλευρές ίσες με τα ύψη              είναι  

       οξυγώνιο.                                                                                                            (Μονάδες  7) 

β) Θεωρήστε τον ισχυρισμό: «Το τρίγωνο που κατασκευάζεται με πλευρές ίσες με τα ύψη 

οποιουδήποτε ισοσκελούς και αμβλυγωνίου τριγώνου, είναι ισοσκελές και οξυγώνιο.» Είναι 

αληθής ή  ψευδής ο παραπάνω ισχυρισμός; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.      

                                                                                                           (Μονάδες 5) 

  

 

 21124



 

 

ΛΥΣΗ 

α) i) Θα συγκρίνουμε το τετράγωνο της μεγαλύτερης πλευράς του τριγώνου     με το 

άθροισμα των τετραγώνων των άλλων δύο πλευρών του. 

Είναι             και                   , άρα          οπότε 

       , άρα το τρίγωνο     θα είναι αμβλυγώνιο.      

ii) Το ύψος       από την κορυφή   του ισοσκελούς τριγώνου     είναι και διάμεσος, 

οπότε     
 

 
  

  

 
    .  

 

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο     (       , έχουμε   

  
          ή    

          ή    
        ή       . 

Το εμβαδόν του τριγώνου     είναι      
 

 
      

 

 
           .  

Επίσης    
 

 
     ή       

  

 
 

   

  
       και     

 

 
     ή       

  

 
 

   

  
      .  

iii) Είναι          και      . 

Είναι   
    

    
  ή              ή       που ισχύει.  

Άρα το τρίγωνο με πλευρές ίσες με τα ύψη του τριγώνου    , είναι οξυγώνιο.        

β) Έστω       οι πλευρές οποιουδήποτε ισοσκελούς και αμβλυγωνίου τριγώνου    με 

    και       ,    τα αντίστοιχα ύψη. Επειδή το τρίγωνο     είναι αμβλυγώνιο, η 

αμβλεία γωνία θα είναι η   . Τότε          ή          ή   
 

 
      ή   

 

 
     (1). 

Είναι    
 

 
      

 

 
      

 

 
    , άρα  

 

 
      

 

 
     και επειδή     προκύπτει      . 

Επομένως το τρίγωνο που κατασκευάζεται με πλευρές ίσες με τα ύψη του τριγώνου    , 

είναι ισοσκελές. 

Επίσης είναι  
 

 
      

 

 
      ή   

 

 
   

   

   
  άρα η από την (1) έχουμε  

   

   
    ή        άρα 

        . Επομένως   
    

    
  ή     

  που ισχύει. Άρα το τρίγωνο που 
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κατασκευάζεται με πλευρές ίσες με τα ύψη του τριγώνου    , είναι οξυγώνιο. Επομένως ο 

ισχυρισμός είναι αληθής. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα o κύκλος    έχει κέντρο   και ακτίνα   και o κύκλος    έχει κέντρο   

και ακτίνα    . Οι αποστάσεις των    και   από την κοινή χορδή    των δύο κύκλων είναι 

       και     . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i.       ,              (Μονάδες 6) 

ii.      .              (Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε τα εμβαδά: 

i. των κυκλικών τομέων       και      ,              (Μονάδες 8) 

ii. του  σκιασμένου μηνίσκου του σχήματος .              (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α) i)  Στο ορθογώνιο τρίγωνο      η υποτείνουσα        και η     ,  οπότε από το 

Πυθαγόρειο θεώρημα είναι                  ή                  ή       . 

ii) Στο ορθογώνιο τρίγωνο     η υποτείνουσα      και η      , οπότε από το 

Πυθαγόρειο θεώρημα και λόγω του ερωτήματος (i) είναι 

             ή        
 
     

 
   ή       . 

β) Η ευθεία    είναι μεσοκάθετος της κοινής χορδής, άρα το   είναι το μέσο της   , οπότε 

         ή        . 

i) Επειδή                           , η    είναι πλευρά τετραγώνου 

εγγεγραμμένου στον κύκλο   ,  άρα η κεντρική του γωνία είναι          .  

Εναλλακτικά: Είναι          , άρα το ορθογώνιο τρίγωνο     είναι ισοσκελές , 

οπότε         . Επειδή η    διχοτομεί την      είναι         . 

Ο κυκλικός τομέας       είναι γωνίας            και ακτίνας     , οπότε το 

εμβαδόν του  είναι           
    

    
   

      
 
    

    
   

  

 
 . 

Επειδή           , η    είναι πλευρά ισόπλευρου τριγώνου εγγεγραμμένου στον 

κύκλο   , άρα η κεντρική του γωνία είναι           .  

Εναλλακτικά: Στο ορθογώνιο τρίγωνο     η υποτείνουσα      και η       
  

 
 , άρα 

         , οπότε         . Επειδή η    διχοτομεί την      είναι          . 

Ο κυκλικός τομέας        είναι γωνίας             και ακτίνας    , οπότε το 

εμβαδόν του  είναι          
    

    
   

         

    
   

  

 
 .  

ii) Αν        και       είναι τα εμβαδά των τριγώνων     και      τότε το εμβαδόν   του 

σκιασμένου μηνίσκου θα είναι                              . 

Είναι         
     

 
  

     

 
    και        

     

 
  

     

 
    .   

Επίσης  από το β)i),         
  

 
  και         

  

 
 , επομένως έχουμε  

   
  

 
   

  

 
          ή           

 

 
  . 
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ΘΕΜΑ 4 

Σε κύκλο κέντρου Ο και ακτίνας R θεωρούμε διάμετρο ΑΒ και σημείο Γ του κύκλου 

τέτοιο ώστε ΒΑ!Γ = 30ο, όπως φαίνεται στο σχήμα. Αν ΒΓ = 2, τότε: 

α) Να υπολογίσετε: 

i. Tην ακτίνα R. 

ii. Το μήκος της πλευράς ΑΓ. 

(Μονάδες 16) 

β) Θεωρούμε σημείο Δ στην προέκταση της ΒΓ τέτοιο ώστε ΓΔ = 6. Να εξετάσετε αν 

το τμήμα ΔΑ εφάπτεται του κύκλου στο σημείο Α. Να αιτιολογήσετε την απάντησή 

σας. 

(Μονάδες 9) 
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ΛΥΣΗ 

 
α)  

i. Η γωνία ΒΓ!Α είναι εγγεγραμμένη που βαίνει στο ημικύκλιο ΑΒ, οπότε είναι 

ορθή. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΒΑ"Γ = 30ο, άρα η απέναντι κάθετη 

πλευρά της γωνίας ΒΑ"Γ θα ισούται με το μισό της υποτείνουσας ΑΒ, δηλαδή 

ΒΓ =
ΑΒ
2

   ή			2 =
2R
2
			ή			R = 2 

ii. Εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ. Έχουμε 

διαδοχικά: 

ΑΓ2 = ΑΒ2 − ΒΓ2 

ΑΓ2 = 42 − 22 

ΑΓ2 = 16 − 4 

ΑΓ2 = 12 

ΑΓ = √12 

β) Η γωνία ΑΓ!Δ είναι ορθή ως παραπληρωματική της ορθής γωνίας ΒΓ!Α. Αρχικά, 

υπολογίζουμε το μήκος του τμήματος ΑΔ. Εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα 

στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΔ. Έχουμε διαδοχικά: 

ΑΔ2 = ΑΓ2 + ΔΓ2 

ΑΔ2 = √12
2
+ 62 

ΑΔ2 = 12 + 36 

ΑΔ2 = 48 

ΑΔ = √48 
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Στη συνέχεια, εξετάζουμε αν εφαρμόζεται το αντίστροφο του Πυθαγορείου 

θεωρήματος στο τρίγωνο ΑΒΔ με μήκη πλευρών ΑΒ = 4, ΔΒ = 8, ΑΔ = √48.  

Έχουμε: 

ΔΒ2 = 82 = 64 

ΑΒ2 + ΑΔ2 = 42 + √48
2
= 16 + 48 = 64 

Αφού είναι ΔΒ2 = ΑΒ2 + ΑΔ2, συμπεραίνουμε ότι ΒΑ"Δ = 90ο. Επομένως, το τμήμα 

ΔΑ εφάπτεται του κύκλου στο σημείο Α. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα το τετράγωνο ΑΒΓΔ έχει πλευρά √2 και το τετράγωνο ΔΕΖΗ έχει 

πλευρά 1. 

α) Να αποδείξετε ότι ΑΓ = 2.                                                                                             (Μονάδες 6)                                                                                                                                                                                                                                 

β) Να αποδείξετε ότι 

i. ΑΖ2 = 4 + 2√2 .                                                                                                    (Μονάδες 7) 

ii. ΓΖ2 = 4 − 2√2 .                                                                                                     (Μονάδες 7) 

γ) Να υπολογίστε σε μοίρες το μέτρο της γωνίας  ˆ ˆΑΖΓ = ω .                                       (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α)  Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με εφαρμογή του πυθαγορείου θεωρήματος έχουμε: 

2 2
2 2 2ΑΓ = ΑΒ +ΒΓ = 2 + 2 = 4  επομένως ΑΓ = 2 . 

β)  

i. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΗΖ είναι ΑΗ = ΑΔ + ΔΗ = 2 +1 , επομένως έχουμε:  

.2 2 2 2 2ΑΖ = ΑΗ +ΗΖ = ( 2 +1) +1 = 2+2 2 +1+1 = 4 +2 2  

ii. Είναι ΕΓ = ΔΓ – ΔΕ = 2 1− . Τότε στο ορθογώνιο τρίγωνο ΖΕΓ έχουμε: 

.2 2 2 2 2ΖΓ = ΖΕ +ΕΓ = 1 +( 2 -1) = 1+2-2 2 +1 = 4 -2 2  

γ) Από το β ερώτημα προκύπτει ότι 

ΑΖ 4 2 2= +  και  ΖΓ = 4 -2 2  

Στο τρίγωνο ΑΖΓ με εφαρμογή του νόμου των συνημιτόνων προκύπτει  

 2 2 2ΑΓ = ΑΖ + ΖΓ -2ΑΖ ΖΓ συνω  ή  

  22 = 4 +2 2 + 4 -2 2 -2 4 +2 2 4 -2 2 συνω  ή 

( )( ) 2 4 +2 2 4 -2 2 συνω = 4   ή  

( ) 
2

22 4 - 2 2 συνω = 4  ή  

2
συνω =

2
 άρα ˆ οω = 45 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Τρία ευθύγραμμα τμήματα  α, β και γ έχουν μήκη ανάλογα  των αριθμών 5, 4 και 3 αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι τα ευθύγραμμα τμήματα αυτά μπορούν να σχηματίσουν ορθογώνιο 

τρίγωνο.                                                                                                                                 (Μονάδες 8) 

β) Αν τα ευθύγραμμα τμήματα α, β και γ είναι σχεδιασμένα πάνω σε ένα χαρτί και αυτό το 

φωτοτυπήσουμε με μεγέθυνση λ%, να αποδείξετε ότι και με τα νέα ευθύγραμμα τμήματα  

σχηματίζεται πάλι ορθογώνιο τρίγωνο.                                                                        (Μονάδες 10) 

γ) Να εξετάστε αν μπορεί να σχηματιστεί τρίγωνο με πλευρές 10α, 8β και 6γ.       (Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) Αφού τα τρία ευθύγραμμα τμήματα α, β και γ έχουν μήκη ανάλογα  των αριθμών 5, 4 και 

3 αντίστοιχα, τότε έχουμε την αναλογία:  

α β γ
= =

5 4 3
 

Αν ονομάσουμε τους ίσους λόγους κ (κ > 0), τότε έχουμε: 

α β γ
= = = κ

5 4 3
 ή   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

α
= κ

5

β
= κ

4

γ
= κ

3

 ή 

 
 
 
 
 

α = 5κ

β = 4κ

γ = 3κ

 

Αφού κ > 0 το μεγαλύτερο μήκος είναι εκείνο που έχει μέτρο 5κ, τότε:  

2 2 2α = (5κ) = 25κ   

2 2 2 2 2 2 2β + γ = (4κ) +(3κ) = 16κ +9κ = 25κ   

συγκρίνοντας τις παραπάνω ισότητες έχουμε: 2 2 2α = β + γ , δηλαδή τα τρία ευθύγραμμα 

τμήματα  α, β και γ σχηματίζουν  τρίγωνο ΑΒΓ ορθογώνιο με υποτείνουσα την πλευρά α. 

β) Αν τα ευθύγραμμα τμήματα α, β και γ σχεδιαστούν πάνω σε ένα χαρτί που φωτοτυπηθεί 

με μεγέθυνση λ%, τότε τα μέτρα αυτών των ευθυγράμμων τμημάτων θα πολλαπλασιαστούν 

επί 
λ

100
 (λ>100). Έτσι προκύπτουν νέα ευθύγραμμα τμήματα με μήκη που έχουν μέτρα:   

100 100 100
  

λ λ λ
α, β και γ . 

Για τα νέα ευθύγραμμα τμήματα ισχύει: 

100 100 100 100 100 100 100

       
            

       

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2λ λ λ λ λ λ λ
( β) +( γ) = β + γ = (β + γ ) = α = ( α)  

δηλαδή ισχύει το πυθαγόρειο θεώρημα, συνεπώς σχηματίζουν πάλι νέο ορθογώνιο τρίγωνο. 

γ) Επειδή τα τρία ευθύγραμμα τμήματα α, β και γ έχουν μήκη ανάλογα  των αριθμών 5, 4 και 

3 αντίστοιχα, έχουμε από το (α) ερώτημα ότι: 

α = 5κ,  β = 4κ και γ = 3κ 

Έστω ότι σχηματίζεται τρίγωνο με τα ευθύγραμμα τμήματα που έχουν μήκη με μέτρα 10α, 

8β και 6γ, τότε ισχύει η τριγωνική ανισότητα και θα έχουμε: 

                            10α < 8β+6γ 10 5κ < 8 4κ +6 3κ   
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                           50κ < 32κ + 18κ   

                         50κ < 50κ ,   άτοπο 

επομένως δεν σχηματίζεται τέτοιο τρίγωνο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο πλευράς 2α και  Λ το μέσο της 

πλευράς  του ΓΔ. Έστω ότι το ημικύκλιο, που σχεδιάζεται στο εσωτερικό του τετραγώνου με 

διάμετρο την πλευρά του ΑΒ, έχει εμβαδόν 10. Τότε:  

α) Να αποδείξετε ότι:  

i. Tο εμβαδό του τετραγώνου ΑΒΓΔ είναι (ΑΒΓΔ) = 
80

π
ˑ              (Μονάδες 6) 

ii. ΑΛ2 =  
100

π
                                                                                                               (Μονάδες 6) 

β)  Με κέντρο το Α και ακτίνα ΑΛ κατασκευάζουμε τεταρτοκύκλιο Α ΜΝ⏜ , και έστω  Μ, Ν είναι 

τα σημεία τομής του με τις προεκτάσεις των πλευρών του τετραγώνου ΑΒ, ΑΔ αντίστοιχα. Να 

υπολογίσετε:  

i. Το εμβαδό του σκιασμένου χωρίου ΑΒΜΝΑ.                 (Μονάδες 8) 

ii. Τον λόγο του εμβαδού του τεταρτοκυκλίου Α ΜΝ⏜ προς το εμβαδό του τετραγώνου 

ΑΒΓΔ.                                                                                                                        (Μονάδες 5) 
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ΘΕΜΑ 4 

α)   

i. To ημικύκλιο με διάμετρο ΑΒ = 2α έχει ακτίνα α και εμβαδόν 
2

ΑΒ

πα
Ε =

2
. Αφού το  

εμβαδό του ημικυκλίου είναι 10 τότε: 

2

ΑΒ

πα
Ε =

2
   ή     

2πα
10 =

2
    ή     2πα = 20     ή    2 20

α =
π

 

Το εμβαδό του τετραγώνου ΑΒΓΔ με πλευρά 2α είναι: 

2 2 20 80
(ΑΒΓΔ) = (2α) = 4α = 4 =

π π
 

ii. Το σημείο Λ είναι το μέσο της πλευράς ΓΔ του τετραγώνου, επομένως 
2α

ΔΛ = = α
2

.  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΛ εφαρμόζοντας το πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε: 

2 2 2 2 2 2ΑΛ = ΑΔ + ΔΛ = (2α) +α = 5α  

Από το α) i. ερώτημα είναι 2 20
α =

π
, επομένως  2 2 20 100

ΑΛ = 5α = 5 =
π π

 

β)  

i. Το ζητούμενο εμβαδό Ε του σκιασμένου σχήματος, υπολογίζεται αν από το εμβαδό  

του τεταρτοκυκλίου ΑΜΝ⏜ αφαιρέσουμε το εμβαδό ΑΒΕ  του ημικυκλίου με διάμετρο την ΑΒ. 

Το εμβαδόν του τεταρτοκυκλίου ΑΜΝ⏜ είναι: 

(ΑΜΝ⏜) =
π ⋅ ΑΛ2

4
=
π ⋅

100
π

4
=
100

4
= 25 

επομένως το ζητούμενο εμβαδό Ε του σκιασμένου σχήματος είναι: 

𝛦 = (ΑΜΝ⏜)− ΕΑΒ = 25 − 10 = 15 

ii. Aπό το ερώτημα (β.i) το εμβαδό του τεταρτοκυκλίου ΑΜΝ⏜ είναι (ΑΜΝ⏜) = 25και από 

το α) i. ερώτημα το εμβαδό του τετραγώνου ΑΒΓΔ είναι
80

(ΑΒΓΔ) =
π

, επομένως ο 

λόγος του εμβαδού του τεταρτοκυκλίου (ΑΜΝ⏜) προς το εμβαδό του τετραγώνου 

(ΑΒΓΔ) θα είναι: 

(ΑΜΝ⏜)

(ΑΒΓΔ)
=
25

80
π

=
25π

80
=
5π

16
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, με �̂� ορθή γωνία και ο περιγεγραμμένος κύκλος του 
τριγώνου, που έχει κέντρο το Κ και ακτίνα ρ. Επίσης δίνεται ότι το μήκος του κύκλου ισούται 
με 10π. 
α) Να αποδείξετε ότι η ακτίνα ρ του κύκλου έχει μήκος 5.            (Μονάδες 08) 

β) Αν η χορδή ΑΒ έχει μήκος 6 να υπολογίσετε: 

i. το μήκος της χορδής ΑΓ του κύκλου,                          (Μονάδες 10) 

ii. το εμβαδόν τριγώνου ΑΒΓ.                (Μονάδες 07) 
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ΛΥΣΗ 

α) Το μήκος του κύκλου (Κ,ρ)  είναι L 2π ρ=  . Άρα, 
L

ρ
2π

= . 

Εφόσον L 10π= θα είναι 
10π

ρ
2π

=  ή ρ 5= . 

β)  i. Το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχει κάθετες πλευρές τις ΑΒ και ΑΓ και υποτείνουσα τη ΒΓ, 

που είναι διάμετρος του κύκλου.  

Για τη διάμετρο ΒΓ ισχύει ότι ΒΓ 2ρ 10= = . 

Εφαρμόζοντας το Πυθαγόρειο Θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε: 

2 2 2ΒΓ ΑΒ ΑΓ= +  ή  2 2 2ΑΓ ΒΓ ΑΒ= −  ή  2ΑΓ 100 36= −  ή 2ΑΓ 64=  ή  ΑΓ 8= . 

ii. Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι ίσο με 
ΑΒ ΑΓ 6 8 48

(ΑΒΓ) 24
2 2 2

 
= = = = . 

 21298-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ, το οποίο είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο (Κ, ρ), όπως στο παρακάτω 
σχήμα.  
α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΚΔ είναι ορθογώνιο.   (Μονάδες 08) 

β) Αν επιπλέον το εμβαδόν του ορθογωνίου τριγώνου ΑΚΔ είναι 4: 

i. Να αποδείξετε ότι 𝜌 = √8.       (Μονάδες 07) 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του κύκλου (Κ, ρ).    (Μονάδες 10) 
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ΛΥΣΗ 

α) Η γωνία ΑΚΔ  είναι η κεντρική γωνία 
Λ

4ω  του τετραγώνου ΑΒΓΔ. Άρα 
οΛ

ο360
ΑΚΔ 90

4
= = . 

Επομένως το τρίγωνο ΑΚΔ είναι ορθογώνιο με ορθή γωνία την ΑΚΔ  και υποτείνουσα την ΑΔ.  

β) i. Το εμβαδόν του ορθογωνίου τριγώνου ΑΚΔ είναι 21 1 1
(ΑΚΔ) ΚΔ ΚΑ ρ ρ ρ

2 2 2
=   =   = . 

Όμως (ΑΚΔ) 4= , οπότε 21
ρ 4

2
=  ή 2ρ 8=  ή ρ 8= . 

ii. Το εμβαδόν του κύκλου είναι 2 2Ε πρ π ( 8) 8π= =  = . 
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ΘΕΜΑ 2 

Σε κύκλο (Κ, ρ) εμβαδού Ε = 4π είναι εγγεγραμμένο τετράγωνο ΑΒΓΔ, όπως στο παρακάτω 
σχήμα. Να υπολογίσετε: 
α) την ακτίνα ρ του κύκλου (Κ, ρ).      (Μονάδες 07) 

β) το μήκος της διαμέτρου ΑΓ του κύκλου (Κ, ρ) και της πλευράς ΑΒ του τετραγώνου ΑΒΓΔ.

          (Μονάδες 10) 

γ) το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΒΓΔ.     (Μονάδες 08) 
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ΛΥΣΗ 

α) Για το εμβαδόν Ε του κύκλου (Κ, ρ) ισχύει ότι 2Ε πρ= . Όμως Ε 4π= , άρα 2πρ 4π=  ή 2ρ 4=  

ή ρ 2= . 

β) Για τη διάμετρο ΑΓ του κύκλου (Κ, ρ) ισχύει ότι ΑΓ 2ρ 4= = . 

Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με 
Λ

οΒ 90=  και ισοσκελές με ΑΒ = ΒΓ, που είναι ίσες ως 

πλευρές του τετραγώνου ΑΒΓΔ.  

Εφαρμόζοντας το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε: 

2 2 2ΑΓ ΑΒ ΒΓ= +  ή 2 2 2ΑΓ ΑΒ ΑΒ= +  ή 22ΑΒ 16=  ή 2ΑΒ 8=  ή ΑΒ 8= . 

(εναλλακτικά:  

Γνωρίζουμε ότι το μήκος της πλευράς λ4 του τετραγώνου που είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας ρ 

είναι 4λ ρ 2= . Άρα 4λ 2 2 4 2 8= =  = .) 

γ) Το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΒΓΔ είναι 2 2(ΑΒΓΔ) ΑΒ ( 8) 8= = = . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 5 και ΑΔ το ύψος του από την κορυφή Α. Αν ΒΔ = 3 και ΓΔ = 8 να 
αποδείξετε ότι: 
α) ΑΔ =  4.         (Μονάδες 07) 

β) ΑΓ = √80.          (Μονάδες 08) 

γ) το τρίγωνο ΑΒΓ είναι αμβλυγώνιο.      (Μονάδες 10) 
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ΛΥΣΗ 

α) Το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ορθογώνιο με οΔ 90= οπότε εφαρμόζοντας το Πυθαγόρειο Θεώρημα 

στο τρίγωνο ΑΒΔ έχουμε: 

2 2 2ΑΒ ΑΔ ΒΔ= +  ή 2 2 2ΑΔ ΑΒ ΒΔ= −  ή 2 2 2ΑΔ 5 3= −  ή 2ΑΔ 16=  ή ΑΔ 4= . 

β) Το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ορθογώνιο με οΔ 90= οπότε εφαρμόζοντας το Πυθαγόρειο Θεώρημα 

στο τρίγωνο ΑΓΔ έχουμε: 

2 2 2ΑΓ ΑΔ ΔΓ= +  ή 2 2 2ΑΓ 4 8= +  ή 2ΑΓ 16 64= +  ή 2ΑΓ 80=  ή ΑΓ 80= . 

γ) Για τις πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ έχουμε: 

ΑΒ 5= , ΒΓ ΒΔ ΔΓ 3 8 11= + = + =  και ΑΓ 80= . Επίσης 2ΒΓ 121=  και 2 2ΑΓ ( 80) 80= = . 

Η μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου ΑΒΓ είναι η ΒΓ, εφόσον 2 2ΒΓ ΑΓ .  

Συνεπώς η 
Λ

Α  είναι η μεγαλύτερη γωνία του τριγώνου ΑΒΓ, εφόσον βρίσκεται απέναντι από 

την μεγαλύτερη πλευρά του ΒΓ. 

Επιπλέον 2 2ΑΒ ΑΓ 25 80 105+ = + =  και 2ΒΓ 121=  οπότε είναι 2 2 2ΒΓ ΑΒ ΑΓ + , άρα η γωνία 

Λ
οΑ 90  επομένως το τρίγωνο ΑΒΓ είναι αμβλυγώνιο. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με μήκη πλευρών ΑΒ=6,  ΑΓ=8,  και ΒΓ=10. 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο.              (Μονάδες 10)                                                                                                                   

β) Αν  ΑΔ είναι ύψος του τριγώνου ΑΒΓ τότε: 

i. Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι όμοια με λόγο ομοιότητας  

              λ = 
3

4
 .                                                                                      (Μονάδες 10) 

ii. Να υπολογίσετε το λόγο: 
(ΑΒΔ)

(ΑΓΔ)
.                            (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α) Από τα δεδομένα έχουμε: ΑΒ=6,  ΑΓ=8,  και ΒΓ=10, οπότε ΒΓ > ΑΒ, ΑΓ. 

Επίσης ΒΓ2 = 102 = 100 και ΑΒ2 + ΑΓ2 = 62 + 82 = 36 + 64 = 100. 

Άρα ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2, οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ, είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα τη ΒΓ και 

ορθή γωνία την Α. 

β) 

i.  

 

 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ είναι: Α̂1 + Β̂ = 900. 

Επίσης στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι: Γ̂ + Β̂ = 900. 

Οπότε Α̂1 + Β̂ = Γ̂ + Β̂ ή Α̂1 = Γ̂. Επομένως τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΓΔ είναι όμοια, 

με λόγο ομοιότητας λ = 
ΑΒ

ΑΓ
 = 
6

8
 = 
3

4
 . 

ii. Γνωρίζουμε ότι ο λόγος των εμβαδών ομοίων τριγώνων ισούται με το 

τετράγωνο του λόγου ομοιότητας. 

Οπότε λόγω του ερωτήματος (β, ι)  θα είναι:  
(ΑΒΔ)

(ΑΓΔ)
 = λ2 = ( 

3

4
 )2 = 

9

16
 . 
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ΘΕΜΑ 3 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, με Γ̂ = 900, Α̂ = 300 και ΑΒ = 2. 

α) Να αποδείξετε ότι ΑΓ = √3.                                                                   (Μονάδες 7) 

β) Φέρνουμε κάθετη στην ΑΒ, στο σημείο Β, που τέμνει την προέκταση της ΑΓ στο Δ. 

Να αποδείξετε ότι ΑΔ = 
4√3

3
 .                                                                    (Μονάδες 10)                                             

γ) Αν Κ είναι το μέσο της ΑΔ, να αποδείξετε ότι  (ΚΑΒ) = 
√3

3
.              (Μονάδες 8)    
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ΛΥΣΗ 

α) 

 

 

Από τα δεδομένα έχουμε: ΑΒ = 2, Γ̂ = 900 και Α̂ = 300 οπότε η ΒΓ = 
ΑΒ

2
 = 

2

2
 = 1. 

Έτσι στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, από το Πυθαγόρειο Θεώρημα είναι:  

ΑΓ2 = ΑΒ2 - ΒΓ2 ή ΑΓ2 = 22 - 12 ή ΑΓ2 = 3, οπότε ΑΓ = √3. 

β) 

 

Από τα δεδομένα τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΒΓ είναι ορθογώνια. 

Επίσης, έχουν τη γωνία Α κοινή, οπότε θα είναι όμοια. Επομένως θα έχουν τις 

ομόλογες πλευρές τους ανάλογες. Άρα  
ΑΔ

ΑΒ
 = 

ΑΒ

ΑΓ
 . 

Όμως η ΑΒ = 2 και λόγω του ερωτήματος (α) η ΑΓ = √3 οπότε έχουμε: 

ΑΔ

2 
 = 

2 

√3 
 ή ΑΔ = 

4

√3 
 = 

4√3

3
 . 

γ) Το Κ είναι μέσο του ΑΔ επομένως η ΑΚ = 
ΑΔ

2 
 .  

Η τελευταία ισότητα λόγω του ερωτήματος (β, i) δίνει: ΑΚ = 
2√3

3
 . 
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Έτσι (ΚΑΒ) = 
1

2
 ∙ΑΒ∙ΑΚ∙ημ300 = 

1

2
 ∙2∙

2√3

3
∙
1

2
 = 

√3

3
. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται το τραπέζιο ΑΒΓΔ του παρακάτω σχήματος, με Α̂ = Δ̂ = 900 και ΑΔ = 4,  ΑΒ = 5,  

Δ Γ= 8. Από την κορυφή Β του τραπεζίου, φέρνουμε την ΒΕ κάθετη στην πλευρά ΔΓ. 

α) Να υπολογίσετε το μήκος του τμήματος ΕΓ.                                   (Μονάδες 8) 

β) Να υπολογίσετε το μήκος της πλευράς ΒΓ του τραπεζίου.          (Μονάδες 9)                                                                                                                      

γ) Να υπολογίσετε το λόγο: 
(ΒΔΓ)

(ΑΒΓΔ)
  .                                                 (Μονάδες 8)  
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ΛΥΣΗ 

α) Από τα δεδομένα έχουμε: Α̂ = Δ̂ = 900 και ΑΔ=4,  ΑΒ=5,  ΔΓ=8. 

Το ΑΒΕΔ είναι ορθογώνιο (έχει τρείς γωνίες ορθές), οπότε ΒΕ = ΑΔ = 4  

και ΔΕ = ΑΒ = 5. Άρα η ΕΓ = ΔΓ – ΔΕ = 8 – 5 = 3. 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΓ από το πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε: 

ΒΓ2 = ΒΕ2 + ΕΓ2 ή ΒΓ2 = 42 + 32 ή ΒΓ2 = 25, άρα ΒΓ = 5. 

γ)  

 

Λόγω του ερωτήματος (α) είναι: 

• (ΒΔΓ) = 
1

2
ΔΓ∙ΒΕ = 

1

2
∙8∙4 = 16 

• (ΑΒΓΔ) = 
ΑΒ+ΔΓ

2
 ∙ΑΔ = 

5+8

2
 ∙4 = 26 

 οπότε: 
(ΒΔΓ)

(ΑΒΓΔ)
 = 

16

26
 = 

8

13
 .  
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ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω ΑΒΓΔ τραπζηιο με Α̂ = Δ̂ = 90ο , ΑΒ=5 , ΓΔ=13 και εμβαδόν (ΑΒΓΔ)=54. Ο κφκλοσ με 

διάμετρο τθ ΒΓ τζμνει τθ ΓΔ ςτο ςθμείο Ε. 

α) Να αποδείξετε ότι ΑΔ = 6. (Μονάδεσ 6) 

β) Να υπολογίςετε το μικοσ των  ΒΕ και ΒΓ. (Μονάδεσ 6) 

γ) Αν ΟΚ είναι θ κάκετθ από το ςθμείο Ο ςτθν ΕΓ, να αποδείξετε ότι ΟΚ=3, και να 

υπολογίςετε το μικοσ τθσ ΟΔ. (Μονάδεσ 6) 

δ) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΒΔΟ. (Μονάδεσ 7) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Εφόςον το εμβαδόν του ΑΒΓΔ είναι 54 είναι: 

  (ΑΒΓΔ)=
(     )   

 
    54=

(    )   

 
            ΑΔ= 

  

  
 = 6 

 

β)   

 

 

Η γωνία ΒΕ̂Γ=90ο (εγγεγραμμζνθ ςε θμικφκλιο), άρα και ΒΕ̂Δ=90ο, οπότε το τετράπλευρο 

ΑΒΕΔ ζχοντασ ςφμφωνα με τθν υπόκεςθ  Α̂ = Δ̂ = 90ο και ΒΕ̂Δ=90ο, δθλαδι τρεισ γωνίεσ 

ορκζσ, είναι ορκογώνιο και επομζνωσ ΒΕ=ΑΔ (απζναντι πλευρζσ ορκογωνίου), άρα ΒΕ=6. 

Ακόμθ ΔΕ=ΑΒ=5, οπότε ΕΓ=ΔΓ-ΔΕ=13-5=8. Εφαρμόηοντασ το Πυκαγόρειο κεώρθμα ςτο 

τρίγωνο ΒΕΓ  ζχουμε ΒΓ2=ΒΕ2+ΕΓ2= 36+64=100. Άρα ΒΓ=10. 

γ)  

 

 

   

Η κάκετοσ ΟΚ από το κζντρο  Ο ςτθ χορδι ΕΓ του κφκλου διχοτομεί τθ χορδι, άρα το Κ είναι 

το μζςο του τμιματοσ ΕΓ. Το Ο ωσ κζντρο του κφκλου είναι το μζςο τθσ διαμζτρου ΒΓ. 
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Οπότε το ΟΚ ενώνει τα μζςα των πλευρών ΒΓ και ΕΓ του τριγώνου ΒΕΓ και άρα  ΟΚ = 
ΒΕ

2
 = 3. 

Αφοφ θ ΟΚ είναι κάκετοσ ςτθν ΕΓ, άρα κα είναι κάκετοσ και ςτθν ΔΓ, οπότε το τρίγωνο ΔΟΚ 

είναι ορκογώνιο και εφαρμόηοντασ το Πυκαγόρειο κεώρθμα ςτο τρίγωνο ΔΟΚ ζχουμε: 

 ΔΟ2=ΔΚ2+ΟΚ2 = 81+9 =90 . Άρα ΔΟ=3√   . 

δ) Το εμβαδόν του τριγώνου ΒΔΓ είναι (ΒΔΓ) = 
ΔΓ.ΒΕ

2
 = 

13.6

2
 = 39. Γνωρίηουμε ότι θ διάμεςοσ 

ενόσ τριγώνου χωρίηει το τρίγωνο ςε δφο ιςοδφναμα τρίγωνα και εφόςον θ ΔΟ είναι  

διάμεςοσ  του τριγώνου ΒΔΓ, άρα  :  

(ΒΔΟ) = 
(ΒΔΓ)

2
 = 

39

2
 . 
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ΘΕΜΑ 1 

α) Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στην κόλλα σας 

δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη ΣΩΣΤΟ, αν η πρόταση 

είναι σωστή ή ΛΑΘΟΣ, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

i. Το τρίγωνο που ορίζεται από τις ευθείες δύο πλευρών τριγώνου και μία 

παράλληλη προς την τρίτη πλευρά του, έχει πλευρές ανάλογες προς τις 

πλευρές του αρχικού τριγώνου. 

ii. Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι πάντοτε όμοια. 

iii. Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, ο λόγος των τετραγώνων των καθέτων πλευρών 

του είναι ίσος με το λόγο  των προβολών τους πάνω στην υποτείνουσα.  

iv. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 
2 2 2α β γ +  , τότε το τρίγωνο είναι πάντοτε 

οξυγώνιο. 

v. Δύο κανονικά πολύγωνα με τον ίδιο αριθμό πλευρών είναι όμοια.        

                                                                                                        (Μονάδες 10)                                                                                                                                                                                                   

β) Αν μια γωνία ενός τριγώνου είναι ίση ή παραπληρωματική με μια γωνία ενός άλλου 

τριγώνου, τότε να αποδείξετε ότι ο λόγος των εμβαδών των δύο τριγώνων είναι ίσος 

με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές.   

                                                                                                                     (Μονάδες 15) 
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ΛΥΣΗ 

α) 

i. Σωστό 

ii. Λάθος 

iii. Σωστό  

iv. Λάθος 

v. Σωστό 

β) Θεώρημα ΙΙΙ σελίδα 82. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα, το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο, πλευράς  2α. Με διάμετρο τη 

ΒΓ γράφουμε ημικύκλιο, που τέμνει τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ στα σημεία Δ,Ε  αντίστοιχα. 

Αν Ο είναι το κέντρο του ημικυκλίου, να αποδείξετε ότι: 

α)  ΔΓ = α√3.                                                                                               (Μονάδες 8)                                                                                                                            

β) το άθροισμα των εμβαδών των δύο κυκλικών τμημάτων που βρίσκονται στο 

εξωτερικό του τριγώνου ισούται με Ε = 
(2π−3√3)α2

6
 .                    (Μονάδες 9)                                                                                                                           

γ) το εμβαδό  του γραμμοσκιασμένου χωρίου που ορίζεται από τα ευθύγραμμα 

τμήματα ΑΔ, ΑΕ και το τόξο ΔΕ είναι: Ε’ = 
(3√3−π)α2

6
.                    (Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

α) 

 

 

Από τα δεδομένα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο πλευράς  2α. Άρα έχουμε: 

ΑΒ = ΒΓ = ΓΑ = 2α, ΟΒ = ΟΓ = ΟΔ = ΟΕ = α και Α̂ = Β̂ = Γ̂ = 600.  

Επίσης η ΒΓ είναι διάμετρος του ημικυκλίου, άρα ΒΔ̂Γ = 900. Δηλαδή στο ισόπλευρο 

τρίγωνο ΓΑΒ, το ΓΔ είναι ύψος, οπότε θα είναι και διάμεσος. Άρα το Δ είναι μέσο της 

ΑΒ και όμοια το Ε, είναι μέσο της ΑΓ, οπότε ΔΒ = ΔΑ = ΕΑ = ΕΓ = α. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΔΓ, από το πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε: 

ΔΓ2 = ΒΓ2 - ΒΔ2 ή ΔΓ2 = (2α)2 – α2 ή ΔΓ2 = 3α2, επομένως  ΔΓ = α√3.   

β) 
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 Λόγω του ερωτήματος (α), τα τρίγωνα ΟΒΔ, ΟΓΕ είναι ισόπλευρα πλευράς α, οπότε 

θα είναι ίσα. Επομένως τα εμβαδά τ1, τ2 των δύο κυκλικών τμημάτων θα είναι ίσα. 

Άρα Ε = τ1 + τ2 = 2 τ1 (1).  

Όμως τ1 = (Ο 


 ) – (ΟΒΔ) = 

 
πα260

360
 - 
α2√3

4
 = 
πα2

6
 - 
α2√3

4
 = 
2πα2−3α2√3

12
 = 
(2π−3√3)α2

12
 . 

Οπότε από την (1): Ε = 2
(2π−3√3)α2

12
 = 
(2π−3√3)α2

6
 . 

γ) 

 

 

Λόγω του ερωτήματος (α), τα τρίγωνα ΑΔΕ, ΟΔΕ είναι ισόπλευρα πλευράς α. Οπότε 

το εμβαδό τ3, του κυκλικού τμήματος που ορίζεται από τη χορδή ΔΕ θα ισούται με τα 

εμβαδά τ1 και τ2. Δηλαδή τ3 = 
(2π−3√3)α2

12
 .    

Οπότε το ζητούμενο εμβαδό είναι:  

Ε’ = (ΑΔΕ) – τ3 = 
α2√3

4
 - 
(2π−3√3)α2

12
 = 
3√3α2−2πα2+3√3α2

12
 = 
6√3α2−2πα2

12
 = 

2(3√3−π)α2

12
 = 
(3√3−π)α2

6
. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ισοσκελές και ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Α! = 90ο και ΒΓ = 2ρ. Με διάμετρο 

ΒΓ γράφουμε ημικύκλιο εξωτερικά του τριγώνου. Επίσης, γράφουμε τον κυκλικό 

τομέα ΑΒΓ⏜  με κέντρο το Α και ακτίνα ΑΒ, όπως φαίνεται στο σχήμα.  

α) Να αποδείξετε ότι ΑΒ = ρ√2. 

(Μονάδες 10) 

β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του σχηματιζόμενου μηνίσκου μ ως συνάρτηση του 

ρ.  

(Μονάδες 10) 

γ) Να συγκρίνετε το εμβαδόν του μηνίσκου μ με το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. Τι 

συμπέρασμα προκύπτει;  

(Μονάδες 05) 
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ΛΥΣΗ 

 
α) Εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, στο οποίο 

είναι ΑΒ = ΑΓ. Έχουμε διαδοχικά: 

ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 

(2ρ)2 = ΑΒ2 + ΑΒ2 

4ρ2 = 2ΑΒ2 

ΑΒ2 = 2ρ2 

Επομένως, ΑΒ = ρ√2. 

β) Το εμβαδόν (μ) του σχηματιζόμενου μηνίσκου προκύπτει αν από το εμβαδόν του 

ημικυκλίου διαμέτρου ΒΓ αφαιρέσουμε το εμβαδόν (τ) του κυκλικού τμήματος με 

χορδή ΒΓ, δηλαδή: 

(μ) = (Δ ΒΓ⏜ ) − (τ) 

Το εμβαδόν του ημικυκλίου Δ ΒΓ⏜  είναι: 

(Δ ΒΓ⏜ ) =
π ∙ ΔΓ2 ∙ 180ο

360ο =
π ∙ ρ2

2
 

Το εμβαδόν (τ) του κυκλικού τμήματος με χορδή ΒΓ υπολογίζεται αφαιρώντας από 

το εμβαδόν του κυκλικού τομέα Α ΒΓ⏜  το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, δηλαδή: 

(τ) = (Α ΒΓ⏜ ) − (ΑΒΓ) =
π ∙ ΑΒ2 ∙ 90ο

360ο −
1
2

ΑΒ ∙ ΑΓ =
π ∙ 2ρ2

4
−

1
2

2ρ2 =
π ∙ ρ2

2
− ρ2 

Επομένως, έχουμε τελικά: 

(μ) =
π ∙ ρ2

2
− )

π ∙ ρ2

2
− ρ2* = ρ2 

γ) Στο προηγούμενο ερώτημα βρέθηκε ότι (μ) = ρ2. 

Επίσης, είναι: 
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(ΑΒΓ) =
1
2

ΑΒ ∙ ΑΓ =
1
2

2ρ2 = ρ2 

Επομένως, (μ) = (ΑΒΓ), δηλαδή ο σχηματιζόμενος μηνίσκος είναι ισοδύναμος με το 

τρίγωνο ΑΒΓ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και τυχαίο σημείο του Μ, τέτοιο ώστε ΑΜ = 2α και 

ΜΒ = 2β. Με διαμέτρους ΑΜ, ΜΒ και ΑΒ γράφουμε ημικύκλια προς το ίδιο μέρος 

του ΑΒ, όπως φαίνεται στο σχήμα. Έστω Γ το σημείο τομής του ημικυκλίου ΑΒ και της 

κάθετης από το Μ στο ΑΒ.  

α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν καθενός από τα τρία ημικύκλια ΖΑΜ" , ΕΜΒ"  και ΔΑΒ", 

όπου Ζ, Ε, Δ είναι τα μέσα των ΑΜ, ΜΒ και ΑΒ αντίστοιχα. 

(Μονάδες 09) 

β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν καμπυλόγραμμου σχήματος τ που περικλείεται 

μεταξύ των τριών ημικυκλίων.  

(Μονάδες 06) 

γ) Να αποδείξετε ότι το καμπυλόγραμμο σχήμα τ που περικλείεται μεταξύ των τριών 

ημικυκλίων έχει το ίδιο εμβαδόν με τον κύκλο διαμέτρου ΜΓ. 

(Μονάδες 05)  

δ) Για ποια θέση του Μ μεγιστοποιείται το εμβαδόν του καμπυλόγραμμου σχήματος 

τ; 

(Μονάδες 05) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Σύμφωνα με τα δεδομένα της άσκησης είναι ΑΖ � ΖΜ � α, ΜΕ � ΕΒ � β και 

ΑΔ � ΔΒ � α � β. 

Το εμβαδόν του ημικυκλίου Ζ ΑΜ�  είναι: 

�Ζ ΑΜ� ) � π ∙ ΖΜ2 ∙ 180ο

360ο � π ∙ α2

2
 

Το εμβαδόν του ημικυκλίου Ε ΜΒ�  είναι: 

�Ε ΜΒ� ) � π ∙ ΕΒ2 ∙ 180ο

360ο � π ∙ β
2

2
 

Το εμβαδόν του ημικυκλίου Δ ΑΒ� είναι: 

�Δ ΑΒ� ) � π ∙ ΔΒ2 ∙ 180ο

360ο � π ∙ �α� β�2

2
 

β) Το εμβαδόν του καμπυλόγραμμου σχήματος τ που περικλείεται μεταξύ των τριών 

ημικυκλίων υπολογίζεται αν αφαιρέσουμε από το εμβαδόν του ημικυκλίου Δ ΑΒ� τα 

εμβαδά των ημικυκλίων Ζ ΑΜ�  και Ε ΜΒ� , δηλαδή:  

�τ� � �Δ ΑΒ� ) � �Ζ ΑΜ� )� �Ε ΜΒ�� � π ∙ �α � β�2

2
� π ∙ α2

2
� π ∙ β

2

2
 

Οπότε 

�τ� � π

2
�α2 � 2αβ� β

2 � α2 � β
2� � π

2
2αβ � παβ 

γ) Ο κύκλος με διάμετρο ΜΓ έχει ακτίνα ρ � ΜΓ

2
	και εμβαδόν 

Ε � π ∙ ρ2 � π ∙ 	ΜΓ

2



2

� π ∙ ΜΓ2

4
 

Όμως, το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Γ, αφού η γωνία ΑΓ�Β είναι εγγεγραμμένη 

που βαίνει στο ημικύκλιο ΑΒ. Οπότε: 

ΜΓ2 � ΑΜ ∙ ΜΒ � 2α ∙ 2β � 4αβ 
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Άρα, έχουμε τελικά: 

Ε � π ∙ 4αβ

4
� παβ 

Επομένως, Ε � (τ), δηλαδή ο κύκλος με διάμετρο ΜΓ είναι ισοδύναμος με το 

καμπυλόγραμμο σχήμα τ που περικλείεται μεταξύ των τριών ημικυκλίων. 

δ) Το εμβαδόν του καμπυλόγραμμου σχήματος τ θα γίνει μέγιστο όταν το εμβαδόν 

του κύκλου με διάμετρο ΜΓ γίνει μέγιστο, δηλαδή όταν μεγιστοποιηθεί το κλάσμα  

π ∙ ΜΓ2

4
 

Το κλάσμα αυτό παίρνει τη μέγιστη τιμή του όταν το κάθετο τμήμα ΜΓ γίνει 

μέγιστο, δηλαδή όταν ΜΓ � R, αφού ΜΓ ≤ ΔΓ � R. Άρα, το σημείο Μ θα είναι το 

μέσο του ΑΒ, δηλαδή θα είναι α � β. 
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ΘΕΜΑ 2 

Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ του σχήματος παριστάνει την κάτοψη ενός κτήματος με   

ΑΒ = 60 m, ΒΓ = 80 m, Δ" = 60ο, Β" = 90ο και ΑΔ = ΓΔ. 

α) Να υπολογίσετε το μήκος της διαγωνίου ΑΓ. 

(Μονάδες 09) 

β) Να αιτιολογήσετε γιατί το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισόπλευρο. 

(Μονάδες 04) 

γ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν των τριγώνων ΑΒΓ και ΑΔΓ. Πόσο είναι το συνολικό 

εμβαδόν του κτήματος; 

(Μονάδες 12) 
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ΛΥΣΗ 

 
α) Εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ. Έχουμε 

διαδοχικά: 

ΑΓ2 = ΑΒ2 + ΒΓ2 

ΑΓ2 = 602 + 802 

ΑΓ2 = 3600 + 6400 

ΑΓ2 = 10000 

Επομένως, ΑΓ = 100 m. 

β) Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΔΓ είναι Δ# = 60ο. Οπότε, το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισόπλευρο 

με ΑΔ = ΑΓ = ΓΔ = 100 m. 

γ) Το εμβαδόν του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ είναι: 

(ΑΒΓ) =
1
2

ΑΒ ∙ ΒΓ =
1
2
∙ 60 ∙ 80 = 2400  m2 

Το εμβαδόν του ισοπλεύρου τριγώνου ΑΔΓ είναι: 

(ΑΔΓ) =
ΑΓ2√3

4
= 2500 ∙ √3  m2 

Το συνολικό εμβαδόν του κτήματος θα είναι: 

(ΑΒΓΔ) = (ΑΒΓ) + (ΑΔΓ) = (2400 + 2500 ∙ √3 ) m2 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα R = 1. Θεωρούμε ακτίνα ΟΓ την οποία 

προεκτείνουμε κατά τμήμα ΓΒ = ΟΓ = R και το εφαπτόμενο τμήμα ΒΑ, όπως 

φαίνεται στο σχήμα.   

α) Να αποδείξετε ότι ΟΒ"Α = 30ο. 

(Μονάδες 05) 

β) Να αποδείξετε ότι ΑΒ = √3. 

(Μονάδες 10) 

γ) Να υπολογίσετε την περίμετρο του γραμμοσκιασμένου μικτόγραμμου τριγώνου 

ΑΒΓ. 

(Μονάδες 10) 
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ΛΥΣΗ 

 
α) Γνωρίζουμε ότι η εφαπτομένη του κύκλου σε κάθε σημείο του είναι κάθετη στην 

ακτίνα που καταλήγει στο σημείο επαφής, οπότε ΒΑ ⊥ ΟΑ. Άρα, η γωνία ΟΑ"Β είναι 

ορθή. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΒ η κάθετη πλευρά ΟΑ ισούται με το μισό της 

υποτείνουσας ΟΒ, οπότε η απέναντι γωνία της ΟΒ#Α ισούται με 30ο. 

β) Με εφαρμογή του Πυθαγόρειου θεωρήματος στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΒ 

έχουμε: 

ΑΒ2 = ΟΒ2 − ΟΑ2 = 22 − 12 = 3 

Άρα, ΑΒ = √3. 

γ) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΒ είναι ΑΟ"Β = 90ο − 30ο = 60ο. Έτσι, το μήκος του 

τόξου ΑΓ⏜  είναι: 

ℓΑΓ⏜ =
πR60ο

180ο =
π
3

 

Οπότε, η περίμετρος του γραμμοσκιασμένου μικτόγραμμου χωρίου ΑΒΓ είναι: 

L = (ΑΒ) + (ΒΓ) + ℓΑΓ⏜ = √3+1 +
π
3
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ΘΕΜΑ 2 

Ζνα τρίγωνο ΑΒΓ ζχει μήκη πλευρϊν α = 17, β = 8, γ = 15.  

α) Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογϊνιο. (Μονάδεσ 13) 

β) Αν ΑΔ είναι το φψοσ του τριγϊνου ΑΒΓ:  

i. Να δικαιολογήςετε γιατί τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι όμοια και να βρείτε το λόγο 

ομοιότητάσ τουσ λ.  

ii. Να υπολογίςετε το λόγο των εμβαδϊν  
     

     
 .  

 (Μονάδεσ 12) 

 

 22070



 

 

ΛΥΣΗ 

  

α) Η μεγαλφτερη πλευρά του τριγώνου είναι η α. Θα εξετάςουμε αν το άθροιςμα των 

τετραγώνων των άλλων δφο πλευρών του είναι ίςο με το τετράγωνο τησ πλευράσ α. 

β 2 + γ 2 = 8 2 + 1 5 2  ή β 2 + γ 2 = 6 4 + 2 2 5  ή β 2 + γ 2 = 2 8 9  

α 2 = 1 7 2  ή α 2 = 2 8 9  

Άρα β2 + γ2 = α2, οπότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με υποτείνουςα την πλευρά α=17 και 

 ̂=90ο. 

 β)  

 

i. Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι ορθογώνια με  ̂    ̂1  αφοφ είναι και οι δφο γωνίεσ 

ςυμπληρωματικζσ τησ γωνίασ  ̂.  Άρα είναι όμοια και ο λόγοσ ομοιότητάσ τουσ θα 

είναι ίςοσ με το λόγο των υποτεινουςών τουσ. Δηλαδή λ =  
  

  
 = 

  

 
 .  
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ii. Ο λόγοσ των εμβαδών των τριγώνων ΑΒΔ και ΑΓΔ θα ιςοφται με το τετράγωνο του 

λόγου ομοιότητάσ τουσ, αφοφ είδαμε ςτο προηγοφμενο ερώτημα ότι αυτά είναι 

όμοια με λόγο ομοιότητασ λ =  
  

 
. 

Άρα  
     

     
 = (

  

 
)
 

= 
   

  
 .  
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο με ΑΒ = 4α και ΑΔ = πα. Στο εσωτερικό του 

ορθογωνίου σχεδιάστηκε ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ. 

α) Να αποδείξετε ότι το ημικύκλιο χωρίζει το ορθογώνιο σε δύο ισεμβαδικά χωρία.  

 (Μονάδες 8) 

β) Αν η διαγώνιος ΒΔ τέμνει το ημικύκλιο στο σημείο Ε και Μ είναι το μέσο της ΑΒ,  

i. να αποδείξετε ότι ΑΒ� = ΒΔ ∙ ΒΕ και ΑΔ� = ΒΔ ∙ ΔΕ.                 (Μονάδες 6) 

ii. να αποδείξετε ότι ΒΕ = 16α

�16+π2
 και ΔΕ = π2α

�16+π2
,             (Μονάδες 6) 

iii.  να υπολογίσετε το συνΒΜ� Ε.             (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α) Το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ δίνεται από τον τύπο 

�ΑΒΓΔ� = ΑΒ ∙ ΑΔ = 4α ∙ πα = 4πα�. 

Το εμβαδόν του ημικυκλίου ακτίνας R = ΑΒ2 = 4α2 = 2α δίνεται από τον τύπο  

Ε
 = πR22 = π�2α�22 = 4πα22 = 2πα� (1). 

Το εμβαδόν του χωρίου που βρίσκεται στο εσωτερικό του ορθογωνίου ΑΒΓΔ και εξωτερικά 

του ημικυκλίου γίνεται από τον τύπο 

Ε� = �ΑΒΓΔ� − Ε
 = 4πα� − 2πα� = 2πα� (2). 

Από τις ισότητες (1) και (2) προκύπτει ότι Ε
 = Ε�, επομένως το ημικύκλιο χωρίζει το 

ορθογώνιο σε δύο ισεμβαδικά χωρία. 

β) Η διαγώνιος ΒΔ τέμνει το ημικύκλιο στο σημείο Ε. Φέρουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΕ.  

 

i. Η γωνία ΑΕ�Β είναι εγγεγραμμένη σε ημικύκλιο, επομένως ΑΕ�Β = 90ο. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ η ΒΕ είναι η προβολή της κάθετης πλευράς ΑΒ πάνω στην 

υποτείνουσα ΒΔ, επομένως  

ΑΒ� = ΒΔ ∙ ΒΕ     (1). 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ η ΔΕ είναι η προβολή της κάθετης πλευράς ΑΔ πάνω στην 

υποτείνουσα ΒΔ, επομένως  

ΑΔ� = ΒΔ ∙ ΔΕ      (2). 

ii. Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ έχουμε ότι 

ΒΔ� = ΑΒ
� + ΑΔ�. 

Από την υπόθεση έχουμε ότι ΑΒ = 4α, ΑΔ = πα, οπότε  

ΒΔ� = �4α�� + �πα��   ή   ΒΔ� = �16 + π��α�   ή   ΒΔ = α√16 + π�. 

Είναι ΑΒ = 4α και ΒΔ = α√16 + π�, επομένως η (1) γίνεται 

�4α�� = α√16 + π� ∙ ΒΕ   ή  ΒΕ = 16α

�16+π2
∙ 

Είναι ΑΔ = πα και ΒΔ = α√16 + π�, επομένως η (2) γίνεται 
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�πα�� = α√16 + π� ∙ ΔΕ   ή  ΔΕ = π2α

�16+π2 ∙ 
iii. Έστω Μ το μέσο της ΑΒ.  

 

Τα ευθύγραμμα τμήματα ΜΕ και ΜΒ είναι ακτίνες του ημικυκλίου διαμέτρου ΑΒ, επομένως  

ΜΕ = ΜΒ = ΑΒ2 = 4α2 = 2α. 

Σύμφωνα με το νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο ΒΕΜ ισχύει 

ΒΕ� = ΜΒ� + ΜΕ� − 2ΜΒ ⋅ΜΕ ⋅συνΒΜ� Ε  ή  συνΒΜ� Ε = ΜΒ
2+ΜΕ

2−ΒΕ
2

2ΜΒ ⋅ΜΕ
∙ 

Όμως ΜΕ = ΜΒ = 2α και ΒΕ = 16α

�16+π2
, οπότε 

συνΒΜ� Ε = �2α�2+�2α�2−256α2
16+π22∙2α ⋅2α

    ή   συνΒΜ� Ε = �8− 256
16+π2�α2
8α2    ή   συνΒΜ� Ε = π2−1616+π2 ∙ 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α! = 90ο) εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας R. Αν οι 

πλευρές του τριγώνου είναι ΒΓ = α, ΑΓ = β  και ΑΒ = γ, τότε να αποδείξετε ότι: 

α) α = 2R. 

(Μονάδες 12) 

β) α2 + β2 + γ2 = 8R2. 

(Μονάδες 13) 
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ΛΥΣΗ 

 
α) Στο σχήμα, το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας R. 

Αφού η εγγεγραμμένη γωνία Α! είναι ορθή, τότε θα βαίνει σε ημικύκλιο. Επομένως, 

η υποτείνουσα ΒΓ του τριγώνου είναι διάμετρος του κύκλου.  Άρα ΒΓ = α = 2R. 

β) Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε: 

ΒΓ2 = ΑΓ2 + ΑΒ2			ή			α2 = β2 + γ2	 

Οπότε: 

α2 + β2 + γ2 = α2 + α2 = 2α2 = 2 ∙ (2R)2 = 2 ∙ 4R2 = 8R2 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ και σημείο Ζ στην πλευρά ΑΔ, ώστε ΑΖ =
3

4
ΑΒ.    

α) Να αποδείξετε ότι ΒΖ =
5

4
ΑΒ.                  (Μονάδες 6) 

β) Αν το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο, Ε το μέσο της ΓΔ και Η είναι το σημείο τομής των ΑΕ, ΒΖ, να 

αποδείξετε ότι:  

i. ΒΕ� =
5

4
ΑΒ� και ΖΕ� =

5

16
ΑΒ�,             (Μονάδες 6) 

ii. το τρίγωνο ΒΕΖ είναι ορθογώνιο.                                            (Μονάδες 5) 

γ) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΒΕΖ και ΒΓΕ είναι όμοια και να υπολογίσετε τον λόγο των 

εμβαδών τους.                                             (Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

α) Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΖ έχουμε ότι  

ΒΖ� = ΑΒ� + ΑΖ�. 

Από την υπόθεση έχουμε ότι ΑΖ = 34ΑΒ, οπότε  

ΒΖ� = ΑΒ� + �34 ΑΒ��  ή ΒΖ� = 2516ΑΒ� ή ΒΖ = 54ΑΒ. 

β) Αφού το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο, θα είναι ΑΔ = ΒΓ = ΑΒ.  

Επιπλέον,  

ΔΖ = ΑΔ− ΑΖ = ΑΒ− 34 ΑΒ = 14 ΑΒ. 

i. Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΓΕ έχουμε ότι  

ΒΕ� = ΒΓ� + ΓΕ� ή ΒΕ� = ΑΒ� + �12 ΑΒ��  ή ΒΕ� = 54ΑΒ�. 

Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΕΖ έχουμε ότι  

ΖΕ� = ΔΖ� + ΔΕ� ή ΖΕ� = �14 ΑΒ�� + �12 ΑΒ��  ή ΖΕ� = 516ΑΒ�. 

ii. Από το ερωτήματα α και βi έχουμε ότι  

ΒΕ� + ΖΕ� = 54ΑΒ� + 516ΑΒ� = 2516ΑΒ� = ΒΖ�.  

Σύμφωνα με το αντίστροφο του Πυθαγορείου θεωρήματος το τρίγωνο ΒΕΖ είναι ορθογώνιο με 

ΒΕΖ = 90ο. 

γ)  Είναι 
ΒΕ

ΒΓ
=
���	ΑΒ

ΑΒ
= √�

�    και    
ΖΕ

ΕΓ
=
� �
��	ΑΒ

�
�	ΑΒ

= √�
� ∙ 

Τα τρίγωνα ΒΕΖ και ΒΓΕ έχουν:   

• 
ΒΕ

ΒΓ
= ΖΕ

ΕΓ
 και  

• ΒΕΖ = ΒΓΕ = 90ο . 

Άρα τα τρίγωνα ΒΕΖ και ΒΓΕ είναι όμοια, γιατί έχουν δύο πλευρές ανάλογες μία προς μία και τις 

περιεχόμενες στις πλευρές αυτές γωνίες ίσες.   

Ο λόγος των εμβαδών τους είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητας, οπότε  

(ΒΕΖ)
(ΒΓΕ) = �ΒΕ

ΒΓ
�� = �√52 �

�
= 5
4 ∙ 
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ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 9, ΓΑ = 12 και ΓΒ = 15 και ευθείες ε, δ παράλληλες στην ΑΒ, 

όπως αυτές του σχήματος.  

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και να βρείτε ποια πλευρά είναι η 

υποτείνουσά του.                    (Μονάδες 8) 

β) Αν η ευθεία (ε) τέμνει τις πλευρές ΓΑ, ΓΒ σε σημεία Ε και Δ αντίστοιχα έτσι ώστε ΕΑ = 4 

και η ευθεία (δ) διέρχεται από το σημείο Γ, τότε να υπολογίσετε 

i. το τμήμα ΔΒ,                   (Μονάδες 8) 

ii. τις πλευρές του τριγώνου ΔΕΓ.               (Μονάδες 9) 
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ΛΥΣΗ 

α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ η μεγαλύτερη πλευρά του είναι η ΓΒ =15. Θα εξετάσουμε αν το 

άθροισμα των τετραγώνων των άλλων δύο πλευρών του ΑΒ και ΑΓ είναι ίσο με το 

τετράγωνο της πλευράς ΓΒ. 

ΓΒ2 = 152 = 225 

ΑΒ2 + ΓΑ2 = 92 + 122 = 81 + 144 = 225 

Άρα ΑΒ2 + ΓΑ2 = ΓΒ2, οπότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο Α̂=90ο και υποτείνουσα την πλευρά 

ΓΒ = 15.  

β)  

i. Εφαρμόζοντας το θεώρημα του Θαλή για τις παράλληλες ε, δ και ΑΒ που τέμνουν τις  

ΓΑ και ΓΒ θα ισχύει η αναλογία 
ΓΔ

ΓΕ
 = 

ΔΒ

ΕΑ
 = 

ΓΒ

ΓΑ
  ή 

ΓΔ

ΓΕ
 = 

ΔΒ

4
 = 

15

12
 , αφού ΓΑ = 12 και ΓΒ = 15 και 

ΕΑ  = 4 από τα δεδομένα. Οπότε από την ισότητα  
ΔΒ

4
 = 

15

12
 έχουμε ότι 12ˑΔΒ  = 4ˑ15 ή ΔΒ = 5. 

ii. Είναι ΓΔ = ΓΒ – ΔΒ = 15 – 5 = 10 και ΓΕ = ΓΑ – ΕΑ = 12 – 4 = 8. 

Το τρίγωνο ΔΕΓ ορίζεται από τις ευθείες των πλευρών ΓΑ και ΓΒ του τριγώνου ΑΒΓ  

και την ευθεία ε που είναι παράλληλη στην πλευρά του ΑΒ, οπότε θα έχει πλευρές 

ανάλογες στις πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ, δηλαδή θα ισχύει 
ΓΔ

ΓΒ
 = 

ΓΕ

ΓΑ
 = 

ΕΔ

ΑΒ
  (1) όπου ΑΒ = 9, 

ΓΑ = 12,  ΓΔ = 10 και ΓΕ = 8.  

Οπότε η σχέση (1) γίνεται 
10

15
 = 

8

12
 = 

ΕΔ

9
 και από την ισότητα 

10

15
 = 

ΕΔ

9
 προκύπτει ότι ΕΔ = 6. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, εγγεγραμμένο σε κύκλο  (Ο,R) με ΑΒ= γ ,  ΑΓ= β και  

ΒΓ= √𝛽2 + 𝛾2 + 𝛽𝛾. Να αποδείξετε ότι: 

α) το τρίγωνο ΑΒΓ είναι αμβλυγώνιο με Α̂ > 900.                                           (Μονάδες 8)                                                                                                                                   

β) η γωνία Α του τριγώνου ΑΒΓ ισούται με 1200. Δίνεται συν1200  = -
1

2
 .  (Μονάδες 5)  

γ) η γωνία ΒΟΓ ισούται με 1200.                                                                        (Μονάδες 5) 

δ) το εμβαδόν του κυκλικού τμήματος, που ορίζεται από τη χορδή ΒΓ και το 

κυρτογώνιο τόξο ΒΓ,  είναι: Ε = 
(4𝜋−3√3)R2

12
 . Δίνεται ημ1200 = 

√3

2
 .      (Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) Από τα δεδομένα έχουμε: ΑΒ= γ ,  ΑΓ= β και ΒΓ= √𝛽2 + 𝛾2 + 𝛽𝛾. 

Είναι: ΒΓ2 = 𝛽2 + 𝛾2 + 𝛽𝛾 και ΑΓ2 + ΑΒ2 = 𝛽2 + 𝛾2. 

Οπότε: ΒΓ2 > ΑΓ2 + ΑΒ2 ⇒ Α̂ > 900, άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι αμβλυγώνιο. 

β) Στο τρίγωνο ΑΒΓ, από το νόμο των συνημιτόνων έχουμε: 

ΒΓ2 = ΑΓ2 + ΑΒ2 – 2ΑΓ∙ΑΒ∙συνΑ = 𝛽2 + 𝛾2 − 2𝛽𝛾 ∙ συνΑ . 

Επίσης από το ερώτημα (α): ΒΓ2 = 𝛽2 + 𝛾2 + 𝛽𝛾. 

Άρα: 𝛽2 + 𝛾2 − 2𝛽𝛾 ∙ συνΑ = 𝛽2 + 𝛾2 + 𝛽𝛾 ή συνΑ = -
1

2
 , άρα Α̂ = 1200 . 

 

γ) Η γωνία ΒΑΓ είναι εγγεγραμμένη στον κύκλο, οπότε το τόξο στο οποίο βαίνει θα 

έχει μέτρο διπλάσιο από αυτήν. Άρα 


 = 2∙1200 = 2400 . 

Έτσι για το κυρτογώνιο τόξο ΒΑΓ θα ισχύει: 


 = 3600 - 2400 = 1200, οπότε η 

επίκεντρη γωνία ΒΟΓ ισούται με 1200. 

δ) Λόγω του ερωτήματος (γ) είναι: ΒΟ̂Γ = 1200, οπότε το ζητούμενο εμβαδό είναι: 

Ε = (Ο 


 ) – (ΟΒΓ) = 
𝜋R2μ

360
 - 

1

2
ΟΒ∙ΟΓ∙ημ1200 = 

𝜋R2120

360
 - 

1

2
∙R∙R∙

√3

2
 =  

= 
πR2

3
 - 

R2√3

4
 = 

4πR2−3√3R2

12
 =  

(4π−3√3)R2

12
 . 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο τρίγωνο     του σχήματος το    είναι ύψος και το   σημείο του   . Δίνονται 

                  και ότι το εμβαδόν του τριγώνου     είναι         . 

α) Να αποδείξετε ότι       .                                                                                  (Μονάδες 13) 

β) Να αποδείξετε ότι      .                                                                                     (Μονάδες 6) 

γ) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου    .                                                            (Μονάδες 6) 

 

 22331



ΛΥΣΗ 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο             , είναι       και       , άρα από το 

Πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε 

                                     ή       . 

β) Το ύψος που αντιστοιχεί στη βάση    του τριγώνου     είναι το      , και επειδή το 

εμβαδόν του είναι          , θα έχουμε  

       
     

 
  ή      

     

 
  ή         ή      . 

γ) Το τρίγωνο     είναι ορθογώνιο με κάθετες πλευρές                   

και     . 

Επομένως το εμβαδόν του τριγώνου     είναι        
     

 
   

    

 
     . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τραπέζιο      με           και στο οποίο η πλευρά    και η διαγώνιος    είναι 

κάθετες. Έστω   η προβολή της κορυφής   στην πλευρά    ,      και      . 

α) Να αποδείξετε ότι       .                                                                                  (Μονάδες 12) 

β) Να βρείτε το εμβαδόν του τραπεζίου      .                                                      (Μονάδες 13) 
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ΛΥΣΗ 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο     το    είναι το ύψος του, που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα 

   και οι προβολές των κάθετων πλευρών    και    στην υποτείνουσα    είναι αντίστοιχα 

     και      . Άρα  

             ή            ή             ή            ή        . 

β) Το τραπέζιο      έχει ύψος       και βάσεις 

                 και 

         , αφού το      είναι ορθογώνιο               . 

Επομένως το εμβαδόν του τραπεζίου      είναι  

       
          

 
            

 
     .    
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο     με        και έστω   η προβολή της κορυφής   στην 

υποτείνουσα   . Έστω επίσης        και     . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i.       ,            (Μονάδες 9) 

ii.       .            (Μονάδες 9) 

β) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου    .                                                           (Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) i) Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο μιας κάθετης πλευράς του είναι ίσο με το 

γινόμενο της υποτείνουσας επί την προβολή της πλευράς αυτής στην υποτείνουσα.  

Άρα στο ορθογώνιο τρίγωνο     (      ), όπου είναι       και     , έχουμε 

            ή             ή       
   
 

  ή        . 

ii) Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο     (      ), όπου είναι 

       και      , έχουμε  

             ή                 ή                ή            ή        . 

β) Επειδή το τρίγωνο     είναι ορθογώνιο, το εμβαδόν του είναι   

      
     

 
 

     
 

     . 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο     με            και       .  

α) Να αποδείξετε ότι       ή       .                                                                  (Μονάδες 6) 

β) Έστω ότι το τρίγωνο     είναι οξυγώνιο όπως στο παρακάτω σχήμα.  

i. Να αποδείξετε ότι      .             (Μονάδες 6) 

ii. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου είναι            .      (Μονάδες 6) 

iii. Προεκτείνουμε τη    κατά τμήμα       και σχηματίζουμε τον ρόμβο     . 

Να βρείτε το εμβαδόν του ρόμβου      .                                                   (Μονάδες 7)                 

 

 22369



ΛΥΣΗ 

α) Στο τρίγωνο     είναι             και        , οπότε από τον νόμο των 

συνημιτόνων έχουμε  

                           

                           

                
 

 
             

                 

       ή       .   

β) i) Στο τρίγωνο     είναι      ,       και        ή       , άρα η μεγαλύτερη 

πλευρά του είναι η     , οπότε          . 

Αν      θα είναι                       , οπότε  

           , άρα        , άρα το  τρίγωνο     είναι  αμβλυγώνιο, άτοπο. 

Αν      θα είναι                        , οπότε  

           , άρα        , άρα το  τρίγωνο     είναι  οξυγώνιο.  

Επομένως      .   

ii) Στο τρίγωνο     είναι             και        , οπότε από τον τριγωνομετρικό 

τύπο του εμβαδού έχουμε 

       
 

 
 ∙             

 

 
 ∙           

 

 
 ∙     

  

 
        . 

 iii) Έστω    το ύψος του τριγώνου     από την κορυφή  . Τότε αυτό θα είναι ύψος και του 

ρόμβου      με αντίστοιχη βάση την    .  Είναι         επειδή το      είναι ρόμβος.  

 

Από το (β ii) είναι            . Επειδή        
 

 
 ∙        και      , θα έχουμε  
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 ∙              

 

 
 ∙             

   
    
 

  . 

Επομένως το εμβαδόν του ρόμβου Α  Ε  είναι  

                
    

 
  

     

 
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται τραπέζιο      με           και       ,       και 

     . Έστω   η προβολή του σημείου   πάνω στην ευθεία    και   η προβολή του 

σημείου   πάνω στη ευθεία   . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i.       ,               (Μονάδες 6) 

ii. το εμβαδόν του τριγώνου     είναι    .               (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα     και     είναι όμοια και να βρείτε το εμβαδόν του 

     τριγώνου     .                                                                                                             (Μονάδες 8) 

γ) Να βρείτε το μήκος της διαμέτρου του περιγεγραμμένου κύκλου του τετραπλεύρου 

           .                                                                                                                            (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α) i) Το τετράπλευρο      είναι ορθογώνιο αφού έχει τρεις ορθές γωνίες, άρα 

        .  

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο               , έχουμε 

               

                              

     . 

ii) To εμβαδόν του ορθογωνίου τριγώνου     είναι  

       
 

 
         

 

 
          .      

β) Τα τρίγωνα     και     είναι ορθογώνια                 και έχουν 

         , ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες των παραλλήλων    και    που 

τέμνονται από την     .  Άρα τα τρίγωνα     και     είναι όμοια.  

Ο  λόγος ομοιότητας  των τριγώνων     και      είναι 

  
  

  
  ή   

  

  
  ή       , 

αφού        από το ορθογώνιο      και                  . 

Επειδή τα τρίγωνα     και     είναι όμοια με λόγο ομοιότητας      , ο λόγος των 

εμβαδών  των τριγώνων     και     ισούται με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητας, άρα 

 
     

     
       

 
  

     
         

      
  

 
    

        . 

γ) Φέρνουμε τη    , η οποία είναι διάμετρος του παραπάνω κύκλου, αφού         .  
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Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο               , έχουμε 

               

                               

         .  

Επομένως η διάμετρος του περιγεγραμμένου κύκλου του τετραπλεύρου      έχει μήκος 

      . 

 22380-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο     με       . Με κέντρο το σημείο   και ακτίνα      

γράφουμε τον κύκλο       ο οποίος τέμνει την πλευρά    στο σημείο  . Με κέντρο το 

σημείο   και ακτίνα      γράφουμε τον κύκλο       ο οποίος τέμνει την πλευρά    στο 

σημείο  . Έστω ότι το   είναι το μέσο της   .  

α) Να αποδείξετε ότι   
 
 
  .                                                                                      (Μονάδες 8) 

β) Έστω    το εμβαδόν του τριγώνου     και    το εμβαδόν του κύκλου      . Να 

αποδείξετε ότι  
   

  
   

  

 
 .                                                                                              (Μονάδες 8) 

γ) Έστω       και    και    είναι το εμβαδά των κυκλικών τομέων      και       

αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι   
   

  
   

       

  
  .                                              (Μονάδες 9) 
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ΛΥΣΗ 

α) Είναι         και        .  

Επειδή το   είναι το μέσο της   , είναι           .  

Επίσης είναι             .  

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο     (       ) έχουμε  

               

                  

                  

          

  
 

 
  . 

β) Το εμβαδόν του ορθογωνίου τριγώνου     είναι 

   
 

 
       

 

 
      

 

 
    

 

 
    

και του κύκλου      ,        , άρα 

   

  
   

   

 

 
  

   
  

 
 . 

γ) Ο κυκλικός τομέας       είναι ακτίνας   και γωνίας      , οπότε το εμβαδόν του είναι  

    
    

   
.  

Ο κυκλικός τομέας       είναι ακτίνας   
 

 
  και γωνίας          , οπότε το εμβαδόν 

του είναι  

    
         

   
    

          

     
 .    

Άρα  

   

  
   

              

          
   

       

  
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα, δίνεται ισοσκελές τρίγωνο     με       και έστω   η προβολή 

του σημείου   πάνω στην ευθεία    .  Έστω      και     .      

α) Να αποδείξετε ότι: 

i.      .              (Μονάδες 6) 

ii.          .              (Μονάδες 6) 

β) Έστω ότι η κάθετη της    στο σημείο  , τέμνει την προέκταση της    στο σημείο  .  

     Να βρείτε: 

i. Το μήκος του    .              (Μονάδες 6) 

ii. Το εμβαδόν του τριγώνου     .              (Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) i) Το τρίγωνο     είναι ορθογώνιο με        , 

                   

και      . 

Επομένως από το Πυθαγόρειο θεώρημα θα έχουμε  

             

           

        

     . 

ii) Το εμβαδόν του τριγώνου     είναι  

         
     

 
   

   

 
      . 

β) i) Το τρίγωνο     είναι ορθογώνιο με         , άρα για το ύψος του    που 

αντιστοιχεί στην υποτείνουσα    , θα έχουμε 

             

           

   
  
 

 . 

ii) Είναι          
  
 

    
  
 

 . Το εμβαδόν του τριγώνου     είναι  

        
     

 
   

  
 
  

 
    

  

 
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Τα   και   είναι σημεία των πλευρών    και    αντίστοιχα, ενός τριγώνου    . Δίνεται ότι 

    ,       ,      και     . 

α) Έστω ότι στο παραπάνω τρίγωνο     είναι      , (Σχήμα 1). Να αποδείξετε ότι: 

i. Το τρίγωνο     είναι ορθογώνιο.               (Μονάδες 7) 

ii.      .               (Μονάδες 6) 

β) Έστω τώρα ότι στο αρχικό τρίγωνο     είναι      , (Σχήμα 2). Να αποδείξετε ότι: 

i. Το τρίγωνο      δεν είναι ορθογώνιο.               (Μονάδες 6) 

ii.     
  

 
 .                                                                                                               (Μονάδες 6) 

 

 

Σχήμα 1 Σχήμα 2 
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ΛΥΣΗ 

α)  

i. Στο τρίγωνο     είναι     ,       και      , άρα έχουμε  

                          και                            , 

             άρα            .  

             Επομένως από το αντίστροφο του Πυθαγορείου θεωρήματος είναι        , άρα το                  

             τρίγωνο     είναι ορθογώνιο. 

ii. Επειδή        , το τρίγωνο     είναι ορθογώνιο, οπότε από το Πυθαγόρειο 

θεώρημα έχουμε              ή             ή          ή          ή  

     . 

β)  

i. Στο τρίγωνο     είναι     ,       και      , άρα έχουμε  

                           και                            

             άρα             , οπότε       . Η οξεία γωνία    είναι η μεγαλύτερη γωνία                 

             του τριγώνου     αφού βρίσκεται απέναντι από τη μεγαλύτερη πλευρά την   . Άρα  

             το τρίγωνο     είναι οξυγώνιο και όχι ορθογώνιο. 

ii. Τα τρίγωνα     και     έχουν  

           
  

  
 

 

  
 

 

 
  ,  

  

  
 

 

 
 

 

 
    και τη γωνία    κοινή,  

              άρα έχουν δύο πλευρές ανάλογες μία προς μία και τις περιεχόμενες στις πλευρές  

              αυτές γωνίες ίσες, οπότε είναι όμοια.  

              Άρα τα τρίγωνα     και     θα έχουν και τις τρίτες πλευρές ανάλογες με λόγο  
 

 
 .             

              Επομένως    
  

  
 

 

 
   ή    

  

  
 

 

 
   ή        

  

 
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα η    είναι διχοτόμος του τριγώνου     και η    είναι η προβολή της 

πλευράς    πάνω στην ευθεία   . Δίνονται             και     .  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i.        και          .              (Μονάδες 8) 

ii.          και          .              (Μονάδες 10) 

β) Έστω   η προβολή του σημείου   πάνω στην ευθεία   .  

i. Να αποδείξετε ότι  
  

  
  

 

 
.               (Μονάδες 3) 

ii. Να βρείτε τον λόγο  
  

  
  στον οποίο το σημείο   διαιρεί εσωτερικά το ευθύγραμμο 

τμήμα   .                                                                                                              (Μονάδες 4) 
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ΛΥΣΗ 

α) 

i. Στο ορθογώνιο τρίγωνο     (      ), είναι       και     ,  

             οπότε από το Πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε 

                           ή              ή           ή          ή       . 

              Το εμβαδόν του τριγώνου     είναι  

                    
 

 
        ή         

 

 
         ή          . 

ii. Στα τρίγωνα     και      οι γωνίες      και      είναι ίσες, αφού η    είναι 

διχοτόμος της γωνίας    του τριγώνου    . Επομένως ο λόγος των εμβαδών των 

δύο τριγώνων είναι ίσος με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις 

γωνίες αυτές. Άρα 

             
     

     
 = 

     

     
    

  

  
  

  

  
   

 

 
 , άρα        

 

 
      . 

                Στο ερώτημα α) i)  βρήκαμε ότι          και επειδή                  ,  

                έχουμε 
 

 
                 ή               ή          . 

                Επίσης θα είναι       
 

 
               

 

 
      . 

β) 

i. Τα τρίγωνα     και     έχουν κοινή βάση την    και αντίστοιχα ύψη    και    ,  

άρα ο λόγος των εμβαδών τους ισούται με το λόγο των αντίστοιχων υψών. 

               Στο (α) ερώτημα βρήκαμε           και          , επομένως έχουμε  

             
     

     
 

  

  
   ή  

  

  
 

  

  
   ή  

  

  
 

 

 
 . 

ii. Οι ευθείες    και    είναι παράλληλες, ως κάθετες στην ευθεία   . Επομένως τα 

τρίγωνα     και     έχουν πλευρές ανάλογες, άρα έχουμε  

               
  

  
 

  

  
    ή   

  

  
 

 

 
   ή   

  

     
 

 

   
  ή  

  

  
 

 

 
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Θεωροφμε ορθογώνιο ΑΒΓΔ με ΑΒ = 2α και ΑΔ = α. Στην πλευρά ΑΒ θεωροφμε ςημείο Μ με 

ΜΒ = x και ςτην προζκταςη τησ ΑΔ ςημείο Ν με ΔN = 2x.  

α) Να υπολογίςετε ωσ ςυνάρτηςη των α, x τα ΜΓ2, ΝΓ2 και ΜΝ2  .           (Μονάδεσ 6) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΜΝΓ είναι ορθογώνιο.            (Μονάδεσ 6) 

γ) Να υπολογίςετε ςυναρτήςει των α, x τα εμβαδά των τριγώνων ΑΜΝ και ΓΜΝ. 

                                                                                                                                              (Μονάδεσ 8) 

δ) Να βρείτε τη θζςη του ςημείου Μ, πάνω ςτην ΑΒ ώςτε τα τρίγωνα ΑΜΝ και ΓΜΝ να είναι 

ιςεμβαδικά.                                                                                                                        (Μονάδεσ 5)                                                                                            
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ΛΥΣΗ 

Από τα δεδομζνα ζχουμε: ΑΒ = ΔΓ = 2α, ΑΔ = ΒΓ = α,  ΜΒ = x και ΑΜ =      

α) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΜΒΓ ζχουμε:                  .  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΔΝΓ ζχουμε:  

            (  )  (  )         .  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΜΝ ζχουμε:  

            (     )  (    )                         

       .  

β) Από το α) ζπεται          =       +         =         =    ,  

κατά ςυνζπεια το τρίγωνο ΜΝΓ είναι ορθογώνιο με υποτείνουςα τη ΜΝ. 

γ) Από τα δεδομζνα και το ερώτημα α) τα τρίγωνα ΑΜΝ και ΓΜΝ είναι ορθογώνια οπότε: 

(   )   
 

 
       = 

 

 
  (    )(    ) = 

 

 
 (               ) =  

 

 
 (            ). 

(   )   
 

 
         

 
  √      √         = 

 

 
 √ (     )   = 

 

 
 ∙2 (     ) = 

     .  

δ) Λόγω του ερωτήματοσ β) ζχουμε: 

(   )  (   )    
 

 
  (            ) =                     =          

         
   
⇔    

 

 
    , οπότε ΑΜ    

 

 
   , άρα γνωςτή η θζςη του Μ.  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 2, ΑΓ = 3 και  ̂     . Να υπολογίςετε: 

α) το μήκοσ τησ πλευράσ ΒΓ.                    (Μονάδεσ 9) 

β) το εμβαδόν του τριγϊνου ΑΒΓ.               (Μονάδεσ 8) 

γ) το φψοσ υα .        (Μονάδεσ 8) 
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ΛΥΣΗ  

α) Σφμφωνα με το νόμο των ςυνημιτόνων ςτο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε:  

                                       
 

 
    ,  

επομένωσ    √ . 

β) Έχουμε (   )    
 

 
              

 

 
       

√ 

 
  

 √ 

 
 . 

γ) Έχουμε (   )    
 

 
       , άρα     

 (   )

 
 
 √ 

√ 
  

 √  

 
. 
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ΘΕΜΑ 2  

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΒΓ = 4, ΑΓ = 2 και  ̂     .  

α) Να υπολογίςετε την πλευρά ΑΒ.     (Μονάδεσ 8) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο.  (Μονάδεσ 9) 

γ) Να υπολογίςετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.   (Μονάδεσ 8) 
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ΛΥΣΗ  

α) Σφμφωνα με το νόμο των ςυνημιτόνων ςτο τρίγωνο ΑΒΓ ζχουμε  

                                       
 

 
     ,  

άρα    √    √  . 

β) Έχουμε        και                .  

Επομζνωσ             , οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με 

υποτείνουςα τη ΒΓ. 

γ) Επειδή ̂        ζχουμε (   )    
 

 
         

   √ 

 
   √  . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 12, ΑΓ =5 και ΒΓ =13.  

α) Να αποδείξετε ότι   ̂     .         (Μονάδεσ 8) 

β) Να υπολογίςετε το εμβαδό του τριγϊνου ΑΒΓ.      (Μονάδεσ 8) 

γ) Να υπολογίςετε το φψοσ    .          (Μονάδεσ 9) 
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ΛΥΣΗ 

α) Για να αποδείξουμε ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο, αρκεί να αποδείξουμε ότι  

           . 

Έχουμε             και                           . Άρα 

            , οπότε  ̂     . 

β) Επειδή  ̂      ζχουμε (   )     
 

 
        

    

 
    . 

γ) Ιςχφει (   )   
 

 
       , άρα      

(   )

  
  
    
  
    

  
 . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ (  ̂     ) με ΒΓ = 5 και ΑΒ = 4. Να υπολογίςετε: 

α) την πλευρά ΑΓ.       (Μονάδεσ 9) 

β) την προβολή τησ πλευράσ ΑΒ πάνω ςτη ΒΓ.   (Μονάδεσ 8) 

γ) το φψοσ ΑΔ.        (Μονάδεσ 8) 
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ΛΥΣΗ 

α) Σφμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα ςτο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε  

                          , άρα      . 

β) Έχουμε           , οπότε     
   

  
 

  

 
 . 

γ) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ έχουμε            , οπότε  

                 
  

 

 
       

     

  
  

           

  
 

 
          

  
  

    

  
 , άρα     

   

 
 

  

 
 . 
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