
ΘΕΜΑ 2 

Θεωροφμε ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) με  ̂<90. Στο μζςο Δ τθσ πλευράσ ΑΒ 

φζρουμε κάθετθ ευθεία που τζμνει τθν ΑΓ ςτο Ε. Από το Ε φζρουμε ευθεία 

παράλλθλθ ςτθ βάςθ ΒΓ που τζμνει τθν ΑΒ ςτο Ζ.  

α) Να αποδείξετε ότι ΑΕ= ΒΕ.      (Μονάδεσ 15) 

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΕΖ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο. 

(Μονάδεσ 10) 
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α) Αφού Δ μέσο της ΑΒ και η ΔΕ είναι ευθεία κάθετη στην ΑΒ στο Δ, τότε το ΕΔ είναι 

διάμεσος και ύψος, οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση την ΑΒ, άρα 

είναι AE = BE. 

β) Επειδή ΖΕ // ΒΓ και οι πλευρές ΒΖ και ΓΕ ως τμήματα των πλευρών του τριγώνου 

ΑΒΓ τέμνονται στο Α, το ΒΓΕΖ είναι τραπέζιο. Επίσης ισχύει ότι ΑΒ̂Γ = Γ̂, ως γωνίες 

προσκείμενες στη βάση ΒΓ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. Άρα το τραπέζιο ΒΓΕΖ 

είναι ισοσκελές. 

 1529-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ=2ΒΓ. Προεκτείνουμε την πλευρά ΑΔ (προς το 

μέρος του Δ) κατά τμήμα ΔΕ=ΑΔ και φέρουμε την ΒΕ που τέμνει τη ΔΓ στο σημείο Η.   

Να αποδείξετε ότι:  

α)  το τρίγωνο ΒΑΕ είναι ισοσκελές.                                    (Μονάδες 7)  

β)  το ΔΕΓΒ είναι παραλληλόγραμμο.                                 (Μονάδες 9)    

γ) η ΑΗ είναι διάμεσος του ΒΑΕ τριγώνου.                      (Μονάδες 9)  

 

 1531



Ζςτω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο με ΑΒ=2ΒΓ, τμήμα ΔΕ ςτην προζκταςη τησ ΑΔ τζτοιο 

ώςτε ΔΕ=ΑΔ  και Η το ςημείο τομήσ τησ ΒΕ με την ΔΓ. 

α)  

 

Επειδή το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο, οι απζναντι πλευρζσ του είναι ίςεσ, άρα 

AΔ = BΓ. 

Ζχουμε ότι AE = AΔ + ΔE και αφοφ ΑΔ=ΔΕ τότε ΑΕ=2ΑΔ και επειδή ΑΔ=ΒΓ τότε  

ΑΕ = 2ΒΓ. Από την υπόθεςη είναι ΑΒ =2ΒΓ, επομζνωσ ΑΕ=ΑΒ και το τρίγωνο ΒΑΕ 

είναι ιςοςκελζσ με ίςεσ πλευρζσ τισ ΑΒ και ΑΕ. 

β)  

 

Από το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι BΓ= // AΔ, και ςτην προζκταςη τησ ΑΔ το 

τμήμα ΔΕ ιςοφται με το ΑΔ οπότε και ΔΕ =// ΒΓ. Άρα το τετράπλευρο ΔΕΓΒ είναι 

παραλληλόγραμμο γιατί ζχει δφο απζναντι πλευρζσ ίςεσ και παράλληλεσ. 

γ)  

 

Επειδή το ΔΕΓΒ είναι παραλληλόγραμμο, οι διαγώνιζσ του ΓΔ, ΒΕ διχοτομοφνται ςτο 

Η. Δηλαδή το Η είναι μζςο του ΒΕ, άρα η ΑΗ είναι διάμεςοσ του τριγώνου ΒΑΕ. 

 1531-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, στο οποίο φέρουμε τις διαμέσους του ΒΜ και ΓΝ. Προεκτείνουμε 

την ΒΜ (προς το Μ) κατά τμήμα ΜΔ=ΒΜ και την ΓΝ (προς το Ν) κατά τμήμα ΝΕ=ΓΝ. 

α) Να αποδείξετε ότι ΑΔ//ΒΓ και ΑΕ//ΒΓ.     (Μονάδες 13) 

β) Είναι τα σημεία Ε, Α και Δ συνευθειακά; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

(Μονάδες 12) 
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Ζςτω τρίγωνο ΑΒΓ ςτο οποίο φζρουμε τισ διαμζςουσ ΒΜ και ΓΝ και τισ 

προεκτείνουμε κατά τμήματα ΜΔ=ΒΜ και ΝΕ=ΓΝ αντίςτοιχα.  

 

α) Επειδή MΔ = BM από καταςκευή και AM = MΓ αφοφ ΒΜ διάμεςοσ, οι διαγώνιοι 

του τετράπλευρου ΑΒΓΔ διχοτομοφνται, οπότε είναι παραλληλόγραμμο. Άρα 

ΑΔ//ΒΓ.   

Επειδή ΓΝ = ΝΕ από καταςκευή και ΑΝ = ΝΒ αφοφ ΓΝ διάμεςοσ, οι διαγώνιοι του 

τετράπλευρου ΑΓΒΕ διχοτομοφνται, οπότε είναι παραλληλόγραμμο. Άρα ΑΕ//ΒΓ. 

β) Από το α) ερώτημα αποδείχθηκε ότι από το ςημείο Α διζρχονται τα τμήματα ΑΕ 

και ΑΔ που είναι παράλληλα ςτη ΒΓ. Όμωσ επειδή από ζνα ςημείο εκτόσ ευθείασ 

διζρχεται μοναδική παράλληλη ς’ αυτήν, ςυμπεραίνουμε ότι τα τμήματα ΑΔ και ΑΕ 

ζχουν τον ίδιο φορζα, δηλαδή τα ςημεία Ε, Α και Δ είναι  ςυνευθειακά.  

 1533-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και η διαγώνιός του ΒΔ.  Από τις κορυφές Α και Γ 

φέρουμε τις κάθετες ΑΕ και ΓΖ στη ΒΔ, που την τέµνουν στα σηµεία Ε και Ζ αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΓΒΖ είναι ίσα.   (Μονάδες 10)                                              

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραμμο. (Μονάδες 15)                                   
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Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ, ΔΒ διαγώνιος και ΑΕ, ΓΖ οι κάθετες στη ΒΔ. 

α)  

 

Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΓΒΖ έχουν: 

• Ε̂ = Ζ̂ = 90° (ΑΕ⊥ΒΔ και ΓΖ⊥ΒΔ) 

• AΔ = BΓ, ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου και 

• Δ̂1 = Β̂1 ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ, ΒΓ που τέμνονται από την ΒΔ. 

Άρα είναι ίσα, γιατί είναι ορθογώνια και έχουν ίσες υποτείνουσες και μία οξεία 

γωνία ίση. 

β)  

 

Επειδή AE ⊥ BΔ και ΓZ ⊥ BΔ, προκύπτει ότι AE // ΓZ ως κάθετες στην ίδια ευθεία ΒΔ. 

Επειδή τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΓΒΖ είναι ίσα από το α), προκύπτει ότι οι πλευρές AE και 

ΓZ είναι ίσες αφού βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες Δ̂1 και Β̂1 αντίστοιχα. 

Άρα το τετράπλευρο ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραμμο γιατί έχει δύο απέναντι πλευρές 

ίσες και παράλληλες.  

 1534-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Από το μζςο Μ τησ πλευράσ ΒΓ, ςτο ημιεπίπεδο (ΒΓ, Α), φζρουμε 

ευθφγραμμο τμήμα ΜΔ ίςο και παράλληλο προσ την πλευρά ΒΑ και ευθφγραμμο τμήμα 

ΜΕ ίςο και παράλληλο προσ την πλευρά ΓΑ.  Να αποδείξετε ότι: 

α)   ΔΑ=ΑΕ         (Μονάδεσ 8) 

β)   Τα ςημεία Δ, Α και Ε βρίςκονται ςτην ίδια ευθεία.                                    (Μονάδεσ 9) 

γ)    ΔΕ=ΒΓ                                                                                                                  (Μονάδεσ 8)          
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α) Επειδή είναι ΜΔ = // ΒΑ το τετράπλευρο ΑΒΜΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

Άρα ΑΔ = ΒΜ και ΑΔ // ΒΜ.  

Επίσης είναι ΜΕ =// ΓΑ, οπότε και το τετράπλευρο ΑΕΜΓ είναι παραλληλόγραμμο.  

Άρα ΑΕ = ΜΓ και ΑΕ // ΜΓ.  

Επειδή AΔ = BM, ΑΕ = ΜΓ και ΒΜ = ΜΓ αφού Μ μέσο του ΒΓ, είναι και ΔΑ= ΑΕ.  

β) Έχουμε AΔ//BM άρα ΑΔ//ΒΓ και επίσης AE//ΜΓ άρα ΑΕ//ΒΓ. Επειδή από το 

σημείο Α διέρχεται μοναδική παράλληλη της ΒΓ, τα τμήματα ΑΔ και ΑΕ βρίσκονται 

στον ίδιο φορέα. Επομένως τα σημεία Δ, Α και Ε είναι συνευθειακά. 

γ) Είναι ΔE = ΔA + AE = BM + MΓ = BΓ. 

 1535-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Δ το μέσο της πλευράς ΑΒ.  Από το Δ διέρχεται μια τυχαία ευθεία (ε) 

που τέμνει την πλευρά ΑΓ σε εσωτερικό της σημείο Ε.  Η ευθεία (ε) χωρίζει το τρίγωνο ΑΒΓ σε 

ένα τρίγωνο ΑΔΕ και σε ένα τετράπλευρο ΒΔΕΓ . 

α) Ποια πρέπει να είναι η θέση του σημείου Ε, ώστε το τετράπλευρο ΒΔΕΓ να είναι τραπέζιο; 

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.                                                               (Μονάδες 12) 

β) Ποιο πρέπει να είναι το είδος του ΑΒΓ τριγώνου, ώστε το τραπέζιο του ερωτήματος (α) να 

είναι ισοσκελές τραπέζιο; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.                    (Μονάδες 13)                                             
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α) Αν το ΒΔΕΓ είναι τραπζηιο, κα ζχει δφο μόνο απζναντι πλευρζσ παράλλθλεσ. 

Επειδι οι πλευρζσ ΒΔ και ΓΕ τζμνονται ςτθν κορυφι Α του τριγώνου, παράλλθλεσ 

κα πρζπει να είναι οι ΔΕ και ΒΓ. Δθλαδι, θ ευκεία ε από το μζςο Δ τθσ πλευράσ ΑΒ 

κα πρζπει είναι παράλλθλθ ςτθν πλευρά ΒΓ. Επομζνωσ το ςθμείο Ε κα είναι μζςο 

τθσ ΑΓ. 

β) Για να είναι το ΒΔΕΓ ιςοςκελζσ τραπζηιο πρζπει  ̂ =  ̂. Άρα πρζπει το τρίγωνο ΑΒΓ 

να είναι ιςοςκελζσ. 

 1536-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ, προεκτείνουμε την πλευρά ΔΑ (προς το Α) κατά τμήμα 

ΑΗ=ΔΑ.  Φέρουμε τη διχοτόμο της γωνίας ∆̂ , η οποία τέμνει την ΑΒ στο σημείο Ζ.   

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΔΖ είναι ισοσκελές.                                                                       (Μονάδες 12)            

β) Το τρίγωνο ΔΖΗ είναι ορθογώνιο με ορθή τη γωνία Ζ̂ .                               (Μονάδες 13) 
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Ζςτω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο, τμήμα ΑΘ ςτην προζκταςη τησ ΔΑ τζτοιο ώςτε 

ΑΘ=ΔΑ και ΔΗ διχοτόμοσ τησ  ̂. 

 

α) Είναι  ̂2 =  ̂1 ωσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τζμνονται από την 

ΔΗ. Επίςησ  ̂1 =  ̂2 αφοφ ΔΗ διχοτόμοσ τησ γωνίασ Δ. Άρα  ̂1 =  ̂1, οπότε το τρίγωνο 

ΑΔΗ είναι ιςοςκελζσ με ΑΔ=ΑΗ. 

β) Από το α) ερώτημα είναι ΔA = AZ. Όμωσ AH = ΔA, από υπόθεςη, άρα  

ΗΑ = ΑΔ = ΑΘ = 
  

 
. Δηλαδή, ςτο τρίγωνο ΔΗΘ η διάμεςοσ του ΗΑ είναι ίςη με το μιςό 

τησ πλευράσ ςτην οποία αντιςτοιχεί, οπότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με 

υποτείνουςα την ΔΘ, επομζνωσ  ̂ = 90ο. 

 

  

 1537-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο με ΑΒ=2ΑΔ. Φέρουμε τη διχοτόμο της γωνίας ∆̂  του 

παραλληλογράμμου, η οποία τέμνει την ΑΒ στο Ε. 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές.                                   (Μονάδες 12)                

β) Είναι το σημείο Ε μέσο της πλευράς ΑΒ; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.         

           (Μονάδες 13)            
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Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο με ΑΒ = 2ΑΔ και ΔΕ η διχοτόμος της Δ̂. 

 

α) Είναι Δ̂2 = Ε̂1 (1) ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται από την 

ΔΕ. Δ̂2 = Δ̂1 (2), επειδή ΔΕ διχοτόμος της γωνίας Δ̂. Από (1), (2) έχουμε Δ̂1 = Ε̂1. Άρα, 

το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές με ίσες πλευρές τις ΑΔ, ΑΕ. 

β) Επειδή AE = AΔ και από την υπόθεση ισχύει ότι ΑΔ= 
ΑΒ

2
, άρα ΑΕ= 

ΑΒ

2
. Επομένως 

το Ε είναι μέσο της ΑΒ. 

 1538-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και Ο το σημείο τομής των διαγωνίων του. Θεωρούμε 

σημείο Ε του τμήματος ΑΟ και σημείο Ζ του τμήματος ΟΓ, ώστε ΟΕ=ΟΖ.   

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΔΕ=ΒΖ                                                                                                      (Μονάδες 12)                                         

β) το ΔΕΒΖ είναι παραλληλόγραμμο.                                                     (Μονάδες 13)                                         
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Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο, ΑΓ και ΒΔ οι διαγώνιοί του που τέμνονται στο Ο και 

Ε, Ζ σημεία στις ΑΟ, ΟΓ αντίστοιχα τέτοια ώστε ΟΕ = ΟΖ. 

α)  

 

Τα τρίγωνα OΔΕ και OBZ έχουν:  

• ΟΔ = ΟΒ (Ο κέντρο του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ) 

• ΟΕ=ΟΖ (υπόθεση) 

•  Ο̂1 = Ο̂2 (κατακορυφήν γωνίες)  

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και ΔE = BZ ως 

πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες Ο̂1 και Ο̂2 αντίστοιχα. 

β)  

 

Επειδή ΟΒ = OΔ και OΕ = OΖ οι διαγώνιοι του τετραπλεύρου ΔΕΒΖ διχοτομούνται, 

οπότε είναι παραλληλόγραμμο. 

 1539-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο και ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ(  90Â ) και ΑΔ η διάμεςόσ του. Από το 

ςημείο Δ φζρουμε παράλληλη προσ την ΑΒ που τζμνει την πλευρά ΑΓ ςτο ςημείο Ε.  Να 

αποδείξετε ότι:                                                                                                                            

α) Το τρίγωνο ΔΕΓ είναι ορθογώνιο.                                                                      (Μονάδεσ 13)                   

β) ΔΕ=
2


                                                                                                                  (Μονάδεσ 12)                        
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Ζςτω ορθογώνιο και ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ με  ̂ ορθή, ΑΔ η διάμεςόσ του και 

τμήμα ΔΕ παράλληλο ςτην ΑΒ. 

 

α) Είναι ΑΒ//ΔΕ και ΑΓΑΒ. Άρα η ΑΓ θα είναι κάθετη και ςτην παράλληλη τησ ΑΒ 

που είναι η ΔΕ, δηλαδή ΑΓΔΕ. Οπότε το τρίγωνο ΔΕΓ είναι ορθογώνιο με 

   ̂     . 

β) Στο τρίγωνο ΑΒΓ, το Δ είναι μζςο τησ ΒΓ και ΔΕ // ΑΒ, άρα και το Ε είναι μζςο τησ 

ΑΓ. Επειδή το τμήμα ΔΕ ενώνει τα μζςα των πλευρών ΒΓ και ΑΓ του ΑΒΓ ιςχφει ότι:  

ΔΕ = 
  

 
 ή  ΔΕ = 

  

 
 αφοφ ΑΒ=ΑΓ ςτο ορθογώνιο και ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ. 

 1542-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( oÂ 90 )  με ΒΓ = 8. Ζστω ΑΜ διάμεσος του 

τριγώνου και ΜΔ ΑΓ . Αν η γωνία ˆΑΜΓ  είναι ίση με 120ο, τότε:  

α) Να δείξετε ότι ΑΒ = 4.      (Μονάδες 12) 

β) Να βρείτε το μήκος της ΜΔ.      (Μονάδες 13) 
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α) Η ΑΜ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην υποτείνουςα ΒΓ του ορθογωνίου 

τριγϊνου ΑΒΓ οπότε ιςχφει ότι ΑΜ = 
  

 
 = ΜΓ. Οπότε το τρίγωνο ΑΜΓ είναι 

ιςοςκελζσ με βάςη την ΑΓ, άρα είναι  ̂ = Γ ̂Μ (1). 

Για τισ γωνίεσ του τριγϊνου ΑΜΓ ιςχφει: 

Α ̂Γ + Μ ̂Γ +  ̂ = 180ο  120ο +  ̂ +  ̂ = 180ο   ̂  = 30ο . 

Στο ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι  ̂ = 30ο. Τότε η πλευρά που βρίςκεται απζναντι 

από αυτή τη γωνία θα ιςοφται με το μιςό τησ υποτείνουςασ. Δηλαδή,  

ΑΒ = 
  

 
 
   

 
 = 4. 

β) Στο ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΜΓ, το τμήμα ΜΔ, ωσ κάθετο ςτην ΑΓ θα είναι φψοσ που 

αντιςτοιχεί ςτη βάςη ΑΓ του τριγϊνου. Άρα είναι και διάμεςόσ του. Συνεπϊσ το Δ 

είναι μζςο τησ ΑΓ. Στο τρίγωνο ΑΒΓ το τμήμα ΜΔ ενϊνει τα μζςα δφο πλευρϊν του, 

των ΒΓ και ΑΓ, άρα ΜΔ = 
  

 
= 
 

 
 =2. 

 1548-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με oˆ ˆA Δ 90= = , ΑΒ > ΓΔ, ΒΓ = 4 ΔΓ και Β̂ 60= .  Φέρουμε την 

ΓΗ ΑΒ⊥ . Να δείξετε ότι: 

α) ΗΒ = 2ΔΓ.        (Μονάδες 12) 

β) Το τετράπλευρο ΑΗΓΔ είναι ορθογώνιο με ΑΗ = 
1

2
 ΗΒ (Μονάδες 13) 
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α) Αφού είναι ΓΗ ⊥ ΑΒ από υπόθεση τότε το τρίγωνο ΒΗΓ είναι ορθογώνιο, οπότε 

για τις οξείες γωνίες του θα ισχύει Β̂ + ΒΓ̂Η = 900 και αφού είναι Β̂ = 600 τότε θα  

600 + ΒΓ̂Η = 900 οπότε ΒΓ̂Η = 300.  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΗΓ η κάθετη πλευρά ΒΗ που βρίσκεται απέναντι από γωνία 

30ο θα ισούται με το μισό της υποτείνουσας ΒΓ και με δεδομένο ότι ΒΓ=4ΔΓ, θα 

έχουμε ΗΒ = 
ΒΓ

2
=

4ΔΓ

2
 = 2ΔΓ (1) 

β) Το τετράπλευρο ΑΔΓΗ έχει τρείς ορθές γωνίες, τις Α̂ = Δ̂ =90ο από υπόθεση και 

ΑΗ̂Γ=90ο, αφού ΓΗ ⊥ ΑΒ. Άρα το ΑΗΓΔ είναι ορθογώνιο, οπότε ΑΗ = ΔΓ (2). 

Από τη σχέση (1) έχουμε ότι ΔΓ= 
ΗΒ

2
  οπότε από τη σχέση (2) προκύπτει ΑΗ = 

1

2
 ΗΒ . 

 1549-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ ΓΔ ,  ΑΒ > ΓΔ  και  ΑΔ = ΒΓ.  

α) Αν τα μήκη των βάσεων είναι ΑΒ = 3x + 2,   ΓΔ = x + 2 και το μήκος της 
διαμέσου του τραπεζίου είναι ΜΝ = x + 4, τότε να δείξετε ότι x = 2.   
         (Μονάδες 12) 

β) Αν η γωνία Γ̂  είναι διπλάσια της γωνίας Β̂ , να υπολογίσετε τις γωνίες 

του τραπεζίου.       (Μονάδες 13) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1550



α) Η ΜΝ είναι διάμεσος στο ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ, οπότε η ΜΝ θα ισούται με το 

ημιάθροισμα των βάσεων ΑΒ και ΓΔ του τραπεζίου, δηλαδή ΜΝ = 
ΑΒ+ΓΔ

2
 (1) 

Η σχέση (1) με βάση τα δεδομένα γίνεται: 

x + 4 = 
3x+2+x+2

2
 ⇔ x + 4 = 

4x+4

2
 ⇔x + 4 = 2x + 2 ⇔ x = 2 

β) Για τις γωνίες του τραπεζίου ΑΒΓΔ ισχύει Â + Β̂ + Γ̂ + Δ̂ = 360ο.  

Αφού το τραπέζιο ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές, τότε οι γωνίες που πρόσκεινται στις βάσεις 

του ΑΒ και ΓΔ θα είναι ίσες, δηλαδή Â = Β̂ και Γ̂ = Δ̂. 

Οπότε η σχέση του αθροίσματος των γωνιών του τραπεζίου ΑΒΓΔ γίνεται 

2Β̂ + 2Γ̂ = 360ο ή Β̂ + Γ̂ = 180ο και αφού από την υπόθεση είναι Β̂ = 2Γ̂ τότε  

2Γ̂ + Γ̂ = 180ο ή 3Γ̂ = 180ο, άρα Γ̂ = 60ο. 

Όμως είναι Γ̂ = Δ̂, άρα θα είναι και Δ̂ = 60ο. 

Αφού από την υπόθεση ισχύει ότι Β̂ = 2Γ̂, τότε θα είναι Β̂ =2 60ο = 120ο. 

Όμως Â = Β̂, τότε θα είναι Â=120ο. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ). Στην προέκταση της ΒΑ (προς το μέρος της 

κορυφής Α) παίρνουμε σημείο Δ ώστε ΑΒ = ΑΔ και στην προέκταση της ΔΓ (προς το 

μέρος της κορυφής Γ) παίρνουμε σημείο Ε ώστε ΓΕ = ΓΔ. 

α) Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΔΓΒ είναι ορθογώνιο.   (Μονάδες 12) 

β) Να δείξετε ότι ΑΓ // ΒΕ και 
ΒΕ

ΑΓ
2

= .   (Μονάδες 13) 
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α) Αφού είναι ΑΒ=ΑΔ, τότε το Α είναι μέσο του τμήματος ΔΒ και θα ισχύει 

ΑΒ=ΑΔ=
ΔΒ

2
. 

Αφού είναι ΑΒ = ΑΓ και ΑΒ=ΑΔ=
ΔΒ

2
, τότε θα είναι AB = AΓ = ΑΔ =

ΔΒ

2
, δηλαδή ΓΑ = 

ΔΒ

2
.  

Οπότε, η ΓΑ είναι διάμεσος στην πλευρά ΔΒ του τριγώνου ΔΓΒ και ισούται με το 

μισό της. Άρα το τρίγωνο ΔΓΒ είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα την πλευρά ΔΒ. 

β) Επειδή είναι AB = AΔ και ΔΓ = ΓE, άρα τα σημεία Α και Γ είναι μέσα των τμημάτων 

ΔΒ και ΔΓ. Οπότε, στο τρίγωνο ΒΔΕ το τμήμα ΑΓ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΔΒ και 

ΔΕ, άρα θα είναι παράλληλο προς την πλευρά ΒΕ και ίσο με το μισό της, δηλαδή 

ΑΓ // ΒΕ και ΑΓ = 
ΒΕ

2
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ). Φέρουμε, εκτός του τριγώνου, τις 

ημιευθείες Αx και Αy τέτοιες ώστε Αx⊥ΑΒ και Αy⊥ΑΓ, όπως στο σχήμα που 

ακολουθεί. Στις Αx και Αy θεωρούμε τα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα,  ώστε ΑΔ=ΑΕ. 

α) Να αποδείξετε ότι ΒΔ=ΓΕ.      (Μονάδες 12) 

β) Αν Μ και Ν είναι τα μέσα των τμημάτων ΒΔ και ΓΕ αντίστοιχα , να αποδείξετε ότι 

το τρίγωνο ΑΜΝ είναι ισοσκελές.     (Μονάδες 13) 
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α)  

 

Τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΕΓ έχουν: 

• ΒΑ̂Δ = ΓΑ̂Ε =90 γιατί Αx ⊥ AB και Αy ⊥ AΓ από υπόθεση. 

• ΑΒ = ΑΓ, από υπόθεση. 

• ΑΔ = ΑΕ, από υπόθεση  

Άρα τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΕΓ είναι ίσα ως ορθογώνια που έχουν δυο ομόλογες 

πλευρές τους (τις κάθετες) ίσες μία προς μία, οπότε ως ίσα θα έχουν ίσες και τις 

υποτείνουσές τους ΒΔ και ΓΕ, δηλαδή ΒΔ = ΓΕ. 

β)  

 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΑΒ το τμήμα ΑΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα ΒΔ άρα θα ισούται με το μισό της, δηλαδή είναι AM = 
ΒΔ

2
 (1) 
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Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΕΑΓ το τμήμα ΑΝ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα ΕΓ άρα θα ισούται με το μισό της, δηλαδή είναι AN = 
ΓΕ

2
 (2) 

Επειδή ΒΔ = ΓΕ (από το ερώτημα α), τότε από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι 

AM = AN, άρα το τρίγωνο ΑΜΝ είναι ισοσκελές. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ=2ΒΓ και Ε το μέσο της πλευράς του ΑΒ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α)  Το τρίγωνο ΕΑΔ  είναι ισοσκελές.                       (Μονάδες 10) 

β)  Η ΔΕ είναι διχοτόμος της γωνίας ∆̂ .       (Μονάδες 15) 
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Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ= 2 ΒΓ και Ε μέσο της πλευράς του ΑΒ. 

α) Επειδή το Ε είναι μέσο της πλευράς ΑΒ, είναι ΑΕ = 
ΑΒ

2
 και αφού ΑΒ = 2ΒΓ από 

υπόθεση τότε ΑΕ = 
2ΒΓ

2
 άρα ΑΕ =ΒΓ. Οπότε θα είναι ΑΕ = ΒΓ = ΑΔ αφού ΒΓ =ΑΔ ως 

απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. 

Οπότε, το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές με ίσες πλευρές τις ΑΔ και ΑΕ. 

 

β) Αφού το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο τότε ΑΒ//ΔΓ. 

Επειδή το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές με βάση την ΔΕ, θα είναι Δ̂1 = Ê1 (1) ως γωνίες 

προσκείμενες στη βάση του ισοσκελούς. 

Όμως Δ̂2 = Ê1 (2) ως γωνίες εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ και ΓΔ που τέμνονται 

από την ΔΕ.  

Από τις σχέσεις (1), (2) έχουμε Δ̂1 = Δ̂2, άρα η ΔΕ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ̂. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διάμεσός του ΑΜ. Στην προέκταση της διαμέσου ΜΔ του 

τριγώνου ΑΜΓ (προς το Δ) θεωρούμε σημείο Ε ώστε ΜΔ=ΔΕ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΜΓΕ είναι παραλληλόγραμμο.   (Μονάδες 12) 

β) Η ΒΕ διέρχεται από το μέσο της διαμέσου ΑΜ.   (Μονάδες 13) 
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Έστω τρίγωνο ΑΒΓ, ΑΜ διάμεσός του στην πλευρά του ΒΓ, ΜΔ η διάμεσος στην 

πλευρά ΑΓ του τριγώνου ΑΜΓ και σημείο Ε στην προέκτασή της ΜΔ τέτοιο ώστε 

ΜΔ=ΔΕ. 

α)  

 

Στο τετράπλευρο ΑΜΓΕ τα ΑΓ, ΜΕ είναι διαγώνιοί του.  

Επειδή είναι MΔ = ΔE (υπόθεση) και AΔ = ΔΓ αφού η ΜΔ είναι διάμεσος του τριγώνου 

ΑΜΓ, έχουμε ότι στο τετράπλευρο ΑΜΓΕ οι διαγώνιοί του ΜΕ, ΑΓ διχοτομούνται στο 

Δ. Άρα, το τετράπλευρο ΑΜΓΕ είναι παραλληλόγραμμο με κέντρο το Δ. 

β)  

 

Επειδή το ΑΜΓΕ είναι παραλληλόγραμμο θα ισχύει ότι οι απέναντι πλευρές του θα 

είναι ίσες και παράλληλες, δηλαδή ΑΕ = ΜΓ και ΑΕ // ΜΓ. 

Επειδή είναι ΑΕ // ΜΓ και τα σημεία Β, Μ, Γ είναι συνευθειακά, τότε θα είναι ΑΕ // 

ΒΜ. 

Επειδή είναι ΑΕ = ΜΓ και ΜΓ = ΜΒ, αφού η ΑΜ είναι διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ 

(υπόθεση), τότε θα είναι ΑΕ = ΒΜ. 

Οπότε, το τετράπλευρο ΑΕΜΒ είναι παραλληλόγραμμο γιατί έχει δυο απέναντι 

πλευρές του, τις ΑΕ και ΒΜ,  παράλληλες και ίσες. 

Άρα, οι διαγώνιοί του ΑΜ και ΒΕ θα διχοτομούνται και έστω Ζ το κέντρο του. 

Επομένως, η ΒΕ διέρχεται από το μέσο Ζ της ΑΜ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και η διάμεσός του ΑΜ. Στο τρίγωνο ΑΜΓ θεωρούμε 

τη διάμεσο ΜΔ την οποία προεκτείνουμε προς το Δ κατά τμήμα ΔΕ=ΔΜ. Φέρουμε από το 

σημείο Δ τμήμα ΔΖ ꞱΑΜ. Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΜΓΕ είναι ορθογώνιο.      (Μονάδες 12) 

β)  
ΒΓ

ΔΖ
4

=         (Μονάδες 13) 
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α) Στο τετράπλευρο ΑΜΓΕ τα ΑΓ, ΜΕ είναι διαγώνιοί του. 

Επειδή είναι MΔ = ΔE (υπόθεση) και ΑΔ = ΔΓ αφού ΜΔ είναι διάμεσος του τριγώνου 

ΑΜΓ, έχουμε ότι οι διαγώνιοι ΜΕ και ΑΓ του τετραπλεύρου ΑΜΓΕ διχοτομούνται στο 

Δ. Οπότε, το τετράπλευρο ΑΜΓΕ είναι παραλληλόγραμμο με κέντρο το Δ. 

Επειδή ΑΜ είναι διάμεσος στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, θα είναι και ύψος του 

τριγώνου οπότε ΑΜ ⊥ΒΓ (1) και AΜ̂Γ = 90ο. 

Οπότε το παραλληλόγραμμο ΑΜΓΕ έχει μια γωνία του ορθή, άρα είναι ορθογώνιο. 

β) Αφού ΔZ ⊥ AM και ΑΜ ⊥ΒΓ (από σχέση (1)) άρα ΔΖ // ΜΓ ως κάθετες στην ίδια 

ευθεία ΑΜ. 

Στο τρίγωνο ΑΜΓ το Δ είναι μέσο της ΑΓ και ΔΖ // ΜΓ, άρα το Ζ είναι μέσο της ΑΜ. 

Οπότε, το τμήμα ΔΖ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΓ και ΑΜ του τριγώνου ΑΜΓ άρα 

θα είναι ίσο με το μισό της πλευράς του ΜΓ, δηλαδή ΔΖ = 
ΜΓ

2
. 

Επειδή ΜΓ=
ΒΓ

2
, αφού Μ μέσο ΒΓ, τότε θα είναι ΔΖ = 

ΒΓ

2

2
, οπότε ΔΖ = 

ΒΓ

4
. 
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ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με Γ̂ = Δ̂ = 600. Φέρουμε τα ύψη του 

ΑΕ και ΒΖ. Να αποδείξετε ότι: 

α) ΔΕ=ΓΖ.        (Μονάδες 12) 

β) Το τετράπλευρο ΑΕΖΒ είναι ορθογώνιο.     (Μονάδες 13) 
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α) Αφού ΑΕ και ΒΖ είναι ύψη τότε οι γωνίες ΑΕ̂Δ και ΒΖ̂Γ είναι ορθές και τα τρίγωνα 

ΑΕΔ και ΒΖΓ είναι ορθογώνια.  

 

Για τις οξείες γωνίες του ορθογωνίου τριγώνου ΑΕΔ, ισχύει ΔÂΕ + Δ̂ = 90ο και αφού   

Δ̂ = 60ο τότε ΔÂΕ = 30ο. Οπότε, η απέναντι κάθετη πλευρά της γωνίας των 300 θα 

ισούται με το μισό της υποτείνουσας ΑΔ, δηλαδή είναι ΔΕ = 
ΑΔ

2
  

Ομοίως, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΖΓ θα είναι ΖΒ̂Γ = 30ο και θα ισχύει ΓΖ = 
ΒΓ

2
. 

Επειδή ΑΔ =ΒΓ γιατί το τραπέζιο ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές, άρα ΔE = ΓΖ. 

β) Επειδή ΑΒ // ΓΔ και το τμήμα ΑΕ είναι κάθετο στην ΑΒ (ΑΕ ⊥ ΑΒ), τότε θα είναι 

κάθετο και στην παράλληλη της ΑΒ, την ΓΔ. 

Οπότε, το τετράπλευρο ΑΕΖΒ έχει τρείς γωνίες ορθές, τις ΑΕ̂Ζ, ΒΖ̂Ε και ΕΑ̂Β άρα είναι 

ορθογώνιο. 

 

 1562-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ). Φέρουμε τα ύψη του ΑΕ και ΒΖ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΔΕ=ΓΖ.        (Μονάδες 12) 

β) ΑΖ=ΒΕ.        (Μονάδες 13) 
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α)  

 

Τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΒΖΓ έχουν: 

• ΑΕ̂Δ= ΒΖ̂Γ=900, αφού τα ΑΕ και ΒΖ είναι ύψη του τραπεζίου ΑΒΓΔ 

• ΑΔ = ΒΓ, ως οι ίσες μη παράλληλες πλευρές του ισοσκελούς τραπεζίου ΑΒΓΔ.  

• Γ̂ = Δ̂, ως γωνίες βάσης ισοσκελούς τραπεζίου ΑΒΓΔ. 

Άρα, τα τρίγωνα είναι ίσα ως ορθογώνια που έχουν τις υποτείνουσές τους και μια 

οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες μία προς μία. Επομένως, θα έχουν και τις τρίτες γωνίες 

τους ΔÂΕ και ΖΒ̂Γ ίσες, οπότε και οι απέναντί τους κάθετες πλευρές θα είναι ίσες, 

δηλαδή ΔE = ΓZ. 

β)  

 

Αφού το ΑΕ είναι ύψος του τραπεζίου ΑΒΓΔ τότε θα είναι AE ⊥ ΑΒ οπότε θα είναι     

ΕÂΒ = 90ο. Άρα, το τετράπλευρο ΑΕΖΒ είναι ορθογώνιο γιατί έχει τρείς γωνίες ορθές 

(ΕÂΒ= ΑΕ̂Ζ= ΕΖ̂Β=900). Επειδή οι ΑΖ και ΒΕ είναι διαγώνιοι του ορθογωνίου θα ισχύει 

ότι ΑΖ = ΒΕ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ), το ύψος του ΑΔ και τα μέσα Ε και Ζ των 

πλευρών του ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.  

Να αποδείξτε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΒΔΕ και ΓΔΖ είναι ίσα.       (Μονάδες 15) 

β) Το τετράπλευρο ΑΖΔΕ είναι ρόμβος.                                        (Μονάδες 10) 
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α)  

 

Τα τρίγωνα ΒΔΕ και ΓΔΖ έχουν: 

• BE = ΓZ, ως μισά τμήματα των ίσων πλευρών ΑΒ και ΑΓ. 

• BΔ = ΓΔ, διότι το ΑΔ είναι ύψος οπότε είναι και διάμεσός του. 

• Β̂ = Γ̂, ως γωνίες προσκείμενες στη βάση ΒΓ. 

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΒΔΕ και ΓΔΖ είναι ίσα. 

β)  

 

Τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΔΓ είναι ορθογώνια γιατί το ΑΔ είναι ύψος, άρα ΑΔ Ʇ ΒΓ. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΒ, η ΔΕ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα 

ΒΑ, άρα ΔΕ = 
ΑΒ

2
 = ΑΕ (1) αφού το Ε είναι μέσο του ΑΒ. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ, η ΔΖ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα 

ΑΓ, άρα ΔΖ = 
ΑΓ

2
 = ΑΖ (2) αφού το Ζ είναι μέσο του ΑΓ. 

Επειδή AB = AΓ, από τις σχέσεις (1), (2) συμπεραίνουμε ότι ΔΕ = ΕΑ =ΑΖ = ΔΖ άρα το 

τετράπλευρο ΑΕΔΖ είναι ρόμβος γιατί οι πλευρές του είναι ίσες. 
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ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τα μέσα Δ, Ε και Ζ των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ 

αντίστοιχα.     

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΔΒΕΖ είναι παραλληλόγραμμο.     (Μονάδες 13) 

β) Η ευθεία  ΔΖ διχοτομεί το τμήμα ΑΕ.                          (Μονάδες12) 
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Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και Δ, Ε και Ζ τα μέσα των πλευρών του ΑΒ,ΒΓ και ΓΑ αντίστοιχα. 

α)  

 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ, το τμήμα ΔΖ ενώνει τα μέσα των πλευρών του ΑΒ και ΑΓ.  

Οπότε, το ΔΖ θα είναι παράλληλο προς την τρίτη πλευρά ΒΓ και ίσο με το μισό της, 

δηλαδή ΔZ // BΓ και ΔΖ = 
ΒΓ

2
 = ΒΕ, αφού Ε είναι το μέσο του ΒΓ. 

Αφού ΔZ // BΓ τότε και ΔZ // BE 

Οπότε, το τετράπλευρο ΔΒΕΖ έχει τις δύο απέναντι πλευρές του ΔΖ και ΒΕ ίσες και 

παράλληλες, άρα είναι παραλληλόγραμμο. 

β)  

 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ το τμήμα ΔΕ ενώνει τα μέσα των πλευρών του ΑΒ και ΒΓ. 

Οπότε το ΔΕ θα είναι παράλληλο προς την τρίτη πλευρά ΑΓ, δηλαδή ΔΕ // ΑΓ άρα και 

ΔΕ // ΑΖ. Επίσης το ΔΕ θάναι ίσο με το μισό της ΑΓ, δηλαδή ΔΕ = 
ΑΓ

2
 = ΑΖ αφού το Ζ 

είναι το μέσο του ΑΓ.  

Οπότε, το τετράπλευρο ΑΔΕΖ έχει τις απέναντι πλευρές του ΔΕ και ΑΖ ίσες και 

παράλληλες, άρα είναι παραλληλόγραμμο. 

Οι ΑΕ και ΔΖ είναι διαγώνιοι του παραλληλογράμμου ΑΔΕΖ οπότε διχοτομούνται 

έστω Κ το κέντρο του. Άρα η ευθεία ΔΖ διχοτομεί το τμήμα ΑΕ. 
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ΘΕΜΑ 2ο 

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ και γωνία  Γ̂ = 300. Θεωρούμε το ύψος ΑΔ 

και το μέσο Ζ της πλευράς ΑΓ. 

α) Να αποδείξετε ότι 𝛥𝛧 =
𝛢𝛤

2
  .                                                 (Μονάδες 12) 

β) Προεκτείνουμε το ύψος ΑΔ (προς το Δ) κατά ίσο τμήμα ΔΕ. Να αποδείξετε ότι το 

τρίγωνο ΑΓΕ είναι ισόπλευρο.                 (Μονάδες 13) 
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Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ με Γ̂= 30ο, ΑΔ ύψος και Ζ μέσο της ΑΓ.  

α) 

 

Αφού το ΑΔ είναι ύψος του τριγώνου ΑΒΓ τότε το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ορθογώνιο. 

Το τμήμα ΔΖ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του ορθογωνίου 

τριγώνου ΑΔΓ, άρα ΔZ = 
ΑΓ

2
  

β)  

 

Έστω ΔΕ η προέκταση του ύψους ΑΔ προς το Δ κατά ίσο τμήμα ΔΕ. 

Στο τρίγωνο ΑΓΕ το ΓΔ είναι ύψος και διάμεσος στην πλευρά του ΑΕ, άρα το τρίγωνο 

ΑΓΕ είναι ισοσκελές. Οπότε το ΓΔ θα είναι και διχοτόμος της ΑΓ̂Ε και θα ισχύει  

ΑΓ̂Δ = ΔΓ̂Ε = 
ΑΓ̂Ε 

2
 και επειδή είναι ΑΓ̂Δ = 30ο θα είναι ΑΓ̂Ε=600. Επομένως το ισοσκελές 

τρίγωνο ΑΓΕ έχει γωνία κορυφής 600, άρα είναι ισόπλευρο. 
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ΘΕΜΑ 2ο 

Θεωρούμε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ και το ύψος του ΑΔ. Προεκτείνουμε το 

ΑΔ (προς το Δ) κατά τμήμα ΔΕ=ΑΔ. Έστω Κ το συμμετρικό του Β ως προς το Δ.    

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΒΚ είναι ισοσκελές.       (Μονάδες 12)  

β) Το τετράπλευρο ΑΒΕΚ είναι ρόμβος.                         (Μονάδες 13) 
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α) Στο τρίγωνο ΑΒΚ το ΑΔ είναι ύψος και διάμεσος, άρα η ΑΔ είναι η μεσοκάθετος 

του ΒΚ. Οπότε το τρίγωνο ΑΒΚ είναι ισοσκελές. 

 

Μια άλλη πορεία λύσης είναι να συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΚΔ για να 

συμπεράνουμε ότι ΑΒ=ΑΚ. 

 

β) Ισχύει ότι ΔE = AΔ , BΔ = ΔK και ΑΕ ΒΚ . Άρα στο  

τετράπλευρο ΑΒΕΚ οι διαγώνιοί του διχοτομούνται και είναι κάθετες,  

επομένως είναι ρόμβος. 
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ΘΕΜΑ 2 

Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ του σχήματος είναι παραλληλόγραμμο. Έστω ότι   

και .  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Αν το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι ρόμβος, τότε ΑΖ=ΑΕ.      (Μονάδες 12)     

β) Αν για το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ ισχύει ΑΖ=ΑΕ, τότε αυτό είναι ρόμβος.            

  (Μονάδες 13) 
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α) Έστω ότι το ΑΒΓΔ είναι ρόμβος. Τότε τα τρίγωνα ΑΖΔ και ΑΕΒ είναι ορθογώνια και 

έχουν: 

 AΔ = AB ως πλευρές του ρόμβου 

 Δ̂ = Β̂, ως απέναντι γωνίες του ρόμβου 

Οπότε έχουν την υποτείνουσα και μία οξεία γωνία ίσες μία προς μία. Άρα τα τρίγωνα 

είναι ίσα, οπότε έχουν ίσες και τις πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες 

οξείες γωνίες, δηλαδή AZ = AE.  

 

β) Έστω ότι στο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ ισχύει AZ = AE. 

Τα τρίγωνα ΑΖΔ και ΑΕΒ είναι ορθογώνια και έχουν: 

 AZ = AE από υπόθεση 

 Δ̂ = Β̂, ως απέναντι γωνίες του παραλληλογράμμου 

Επειδή τα τρίγωνα έχουν μία κάθετη πλευρά και μία οξεία γωνία ίσες μία προς μία, 

θα είναι ίσα. Οπότε θα έχουν και τις υποτείνουσες ίσες, δηλαδή AΔ = AB. 

Επειδή στο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ δύο διαδοχικές πλευρές του είναι ίσες, είναι 

ρόμβος 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ//ΓΔ και ΑΒ<ΓΔ. Θεωρούμε τα σημεία Ε και Ζ 

πάνω στην ΑΒ έτσι ώστε ΑΕ=ΕΖ=ΖΒ και έστω Κ το σημείο τομής των ΔΖ και ΓΕ. Να 

αποδείξετε ότι: 

α) ΔΖ=ΓΕ                 (Μονάδες 13) 

β) Τα τρίγωνα ΕΚΖ και ΔΚΓ είναι ισοσκελή                               (Μονάδες 12) 
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α) Τα τρίγωνα ΑΔΖ και ΕΒΓ έχουν: 

 ΑΖ = ΒΕ, διότι ΑΖ = ΑΕ + ΕΖ = ΖΒ + ΕΖ = ΕΒ 

 AΔ = BΓ, διότι ΑΒΓΔ ισοσκελές τραπέζιο 

 Α̂ = Β̂, ως γωνίες βάσης ισοσκελούς τραπεζίου 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα ΑΔΖ και ΕΒΓ είναι ίσα, οπότε έχουν ίσες 

και τις πλευρές που είναι απέναντι από τις ίσες γωνίες Α̂ και Β̂, δηλαδή ΔΖ = ΓΕ (1). 

 

β) Από την ισότητα των τριγώνων ΑΔΖ και ΕΒΓ, έχουμε ότι και οι αντίστοιχες γωνίες 

τους  ΚΕ̂Ζ και  ΚΖ̂Ε θα είναι ίσες, δηλαδή  ΚΕ̂Ζ = ΚΖ̂Ε. 

Οπότε το τρίγωνο ΚΕΖ είναι ισοσκελές και ισχύει ότι ΚΖ = ΚΕ (2).  

Αφαιρούμε κατά μέλη τις (1), (2) και παίρνουμε: 

ΔΖ – ΚΖ = ΓΕ – ΚΕ,  δηλαδή ΚΔ = ΚΓ 

Οπότε το τρίγωνο ΔΚΓ είναι ισοσκελές. 
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ΘΕΜΑ  2 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και Ο είναι το κζντρο του. Ζςτω Ε, Η, Θ, Θ τα μζςα 

των ΟΔ, ΟΑ, ΟΒ και ΟΓ αντίςτοιχα.  

Να αποδείξετε ότι : 

α) Το τετράπλευρο ΕΗΘΘ είναι παραλληλόγραμμο.          (Μονάδεσ 10) 

β) Αν η περίμετροσ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ είναι 40, να βρείτε την περίμετρο 

του ΕΗΘΘ.                 (Μονάδεσ 15) 
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α) Τα Ε, Ζ είναι μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΟΑΔ, άρα EZ = 
ΑΔ

2
 (1). 

Τα Ζ, Η είναι μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΟΑΒ, άρα ZH = 
ΑΒ

2
 (2). 

Τα Η, Θ είναι μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΟΒΓ, άρα ΘΗ = 
ΒΓ

2
 (3). 

Τα Ε, Θ είναι μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΟΓΔ, άρα ΕΘ = 
ΓΔ

2
 (4). 

Επειδή το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο ισχύει ότι AB = ΓΔ και AΔ = BΓ. Τότε από τις 

(1), (3) βρίσκουμε ZH = EΘ και από τις (2), (4) EZ = ΘΗ, δηλαδή στο τετράπλευρο ΕΖΗΘ 

οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες, οπότε είναι παραλληλόγραμμο. 

 

β) Επειδή η περίμετρος του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ είναι 40, ισχύει ότι: 

AB + BΓ + ΓΔ + ΔA = 40. Τότε: 

 EZ + ZH + HΘ +  ΘE = 
ΑΔ

2
 + 

ΑΒ

2
 + 

ΒΓ

2
 + 

ΓΔ

2
 = 

ΑΔ+ΑΒ+ΒΓ+ΓΔ

2
=

40

2
 = 20 
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ΘΕΜΑ  2 

Σε κύκλο κέντρου Ο, έστω ΟΑ μία ακτίνα του. Φέρουμε τη μεσοκάθετη της ΟΑ που 

τέμνει τον κύκλο στα σημεία Β και Γ. Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΟΒΑ είναι ισόπλευρο.              (Μονάδες 13) 

β) Το τετράπλευρο ΟΒΑΓ είναι ρόμβος.             (Μονάδες 12) 
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α) Αν ρ η ακτίνα του κύκλου, τότε OA = OB = OΓ = ρ. 

Στο τρίγωνο ΑΒΟ το ΒΜ είναι ύψος και διάμεσος, άρα το 

τρίγωνο είναι ισοσκελές, οπότε AB = OB.  

Στο τρίγωνο ΑΒΟ ισχύει ΑΒ = ΟΒ = ΟΑ = ρ, οπότε είναι ισόπλευρο. 

 

β) Στο τρίγωνο ΓΑΟ το ΓΜ είναι ύψος και διάμεσος, άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές, 

οπότε AΓ= ΟΓ = ρ. Τελικά, το τετράπλευρο ΟΒΑΓ έχει και τις τέσσερις πλευρές του ίσες 

με την ακτίνα του κύκλου, οπότε είναι ρόμβος. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται γωνία 


xOy  και σημείο Α στο εσωτερικό της. Από το Α φέρνουμε τις κάθετες 

ΑΒ, ΑΓ προς τις πλευρές Οx , Oy της γωνίας αντίστοιχα, και ονομάζουμε Μ το μέσο 

του ΟΑ.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) Το τρίγωνο ΒΜΑ είναι ισοσκελές.              (Μονάδες 8) 

β) Το τρίγωνο ΒΜΓ είναι ισοσκελές.              (Μονάδες 8) 

γ) BΜ̂A = 2 xÔA                          (Μονάδες 9) 
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α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΟΑ, η ΒΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα, άρα ισχύει ότι BM = 
ΟΑ

2
 = MA (1). Άρα το τρίγωνο ΒΜΑ είναι ισοσκελές. 

β) Ομοίως, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΟ, η ΓΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα, άρα ΓM = 
ΟΑ

2
 (2) 

Από τις (1), (2) προκύπτει ότι BM = ΓM, άρα το τρίγωνο ΒΓΜ είναι ισοσκελές. 

 

β) Από την (1) ισχύει ότι:  BM = 
ΟΑ

2
 = ΟΜ  

Άρα το τρίγωνο ΟΒΜ είναι ισοσκελές και ισχύει ότι MΟ̂B = MΒ̂O.  

Η γωνία ΒΜ̂Α είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΒΜ̂Ο, άρα: 

BΜ̂A = MΟ̂B + MΒ̂O = 2MΟ̂B, δηλαδή BΜ̂A = 2 xÔA 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με  �̂� = 400 και �̂� = 600. Επιπλέον, τα σημεία Δ, Ε και Ζ είναι 

τα μέσα των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ αντίστοιχα.  

α) Να υπολογίσετε τη γωνία �̂� του τριγώνου ΑΒΓ.          (Μονάδες 9) 

β) Να αποδείξετε ότι  ΔΕ//ΑΓ και ΖΕ//ΑΒ.              (Μονάδες 8) 

γ) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΒΔΕ.                    (Μονάδες 8) 

 

 

 1589



α) Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ, έχουμε: 

Α̂ + B̂ + Γ̂ = 180ο  ή   Α̂ + 40ο + 60ο =180ο,  άρα  Α̂ = 80ο  

 

β) Το ΔΕ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΒΓ, οπότε ισχύει ότι ΔE // AΓ. 

Επίσης το ΕΖ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΒΓ, οπότε: EZ // AB.  

γ) Είναι BΔ̂E = Α̂ = 80ο, ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΔΕ, ΑΓ 

που τέμνονται από την ΑΒ. Ομοίως, είναι BΕ̂𝛥 = Γ̂ = 60ο, ως εντός εκτός και επί τα 

αυτά μέρη των παραλλήλων ΔΕ, ΑΓ που τέμνονται από την ΒΓ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και Α ́, Γ΄ οι προβολές των κορυφών Α και Γ στη 

διαγώνιο ΒΔ. Αν τα σημεία Α ́ και Γ΄ δεν ταυτίζονται, να αποδείξετε ότι: 

α) ΑΑ ́// ΓΓ΄                  (Μονάδες 8) 

β) ΑΑ ́= ΓΓ΄                (Μονάδες 10)  

γ) Το τετράπλευρο ΑΓ΄ΓΑ ́ είναι παραλληλόγραμμο.             (Μονάδες 7) 

 

 

 1600



α) Επειδή AA΄  ΒΔ και  ΓΓ΄  ΒΔ, προκύπτει ότι  ΑΑ΄ // ΓΓ΄ 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΑ΄Δ και ΓΓ΄Β είναι ορθογώνια και έχουν: 

 AΔ = BΓ, διότι είναι απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου  

 AΔ̂A΄ = ΓΒ̂Γ΄, ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ, ΒΓ που τέμνονται από την 

ΒΔ. 

Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΑ΄Δ και ΓΓ΄Β έχουν μια κάθετη πλευρά και την 

προσκείμενη σε αυτή οξεία γωνία ίσες μία προς μία οπότε είναι ίσα. Από την ισότητα 

αυτή προκύπτει ότι και οι πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες AΔ̂A΄ 

και ΓΒ̂Γ΄ είναι ίσες, δηλαδή  ΑΑ΄ = ΓΓ΄. 

γ) Επειδή   AA΄ // ΓΓ΄   και   AA΄= ΓΓ΄, 

το τετράπλευρο ΑΓ΄ΓΑ΄ είναι παραλληλόγραμμο. 
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ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (�̂� = 900) με γωνία  Β̂ = 2Γ̂  και σημείο Μ μέσο 

της ΒΓ.   

α) Να υπολογίσετε  τις γωνίες �̂� και �̂� του τριγώνου ΑΒΓ.  

                 (Μονάδες 8) 

β) Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισοσκελές 

(Μονάδες 8) 

γ) Να βρείτε τη γωνία ΑΜ̂Γ.                                         

 (Μονάδες 9) 
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α) Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, βρίσκουμε: 

Β̂ + Γ̂ = 90ο   2Γ̂ + Γ̂ = 90ο   3Γ̂ = 90ο   Γ̂ = 30ο 

Από υπόθεση ισχύει Β̂ = 2Γ̂  άρα  Β̂ = 2  30ο = 60ο 

β) Η ΑΜ είναι διάμεσος που φέρουμε από την κορυφή της ορθής γωνίας του 

τριγώνου ΑΒΓ  οπότε είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας, δηλαδή ισχύει    

AM = 
ΒΓ

2
 = MΓ  

Επομένως το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισοσκελές. 

 

γ) Επειδή το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισοσκελές με ΜΑ = ΜΓ ισχύει ότι  MΑ̂Γ = Γ̂ = 30ο. 

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΜΓ, βρίσκουμε 

AΜ̂Γ + MΑ̂Γ + Γ̂ = 180ο   AΜ̂Γ + 30ο + 30ο = 180ο    AΜ̂Γ = 120ο 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με  𝛢 = 400 και   𝛣 = 700. Τα ςημεία Δ και Ε είναι τα μζςα των 

ΑΒ και ΑΓ με  𝛥𝛦 = 9 και  𝛦𝛤 = 16. 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ και να βρείτε ποιεσ είναι οι 

ίςεσ πλευρζσ του.    (Μονάδεσ 8) 

β) Να αποδείξετε ότι ΒΓ=18.   (Μονάδεσ 8) 

γ) Να υπολογίςετε την περίμετρο του τριγώνου ΑΒΓ.   (Μονάδεσ 9) 
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α) Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ βρίσκουμε: 

Α̂ + Β̂ + Γ̂ = 180ο  40ο + 70ο + Γ̂ = 180ο    110ο + Γ̂ = 180ο   Γ̂ = 70ο 

Άρα Β̂ = Γ̂ οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ, οπότε έχει ίσες  

πλευρές τις ΑΒ και ΑΓ. 

β) Επειδή τα Δ, Ε είναι μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΒΓ, ισχύει ότι το ευθύγραμμο 

τμήμα ΔΕ είναι ίσο με το μισό της ΒΓ, δηλαδή 

ΔΕ = 
ΒΓ

2
    9 = 

ΒΓ

2
    ΒΓ = 18 

γ) Είναι 

EΓ = 16   
ΑΓ

2
 = 16    ΑΓ = 32   οπότε και AB = 32. 

Τότε η περίμετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι: 

Π = ΑΒ + ΒΓ + ΑΓ = 32 + 18 + 32 = 82 
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ΘΕΜΑ 2 

Θεωροφμε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ . Αν οι διχοτόμοι των  απζναντι γωνιών 𝛥  και 𝛣  

τζμνουν τισ πλευρζσ ΑΒ και ΓΔ ςτα ςημεία Ε και Ζ αντίςτοιχα, να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΒΓΖ είναι ίςα.   (Μονάδεσ 12) 

β) Το τετράπλευρο ΔΕΒΖ  είναι παραλληλόγραμμο.   (Μονάδεσ 13) 
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α) Οι γωνίες Β̂ και Δ̂ είναι ίσες ως απέναντι γωνίες του παραλληλογράμμου.   

Τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΒΓΖ έχουν: 

 AΔ = BΓ, ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου 

 Δ̂1 = Β̂2, ως μισά των ίσων γωνιών Β̂ και Δ̂. 

 Α̂ = Γ̂, ως απέναντι γωνίες παραλληλογράμμου. 

Σύμφωνα με το κριτήριο Γ – Π – Γ τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

β) Από την προηγούμενη ισότητα των τριγώνων ΑΕΔ και ΒΓΖ προκύπτει ότι: 

 οι  πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες Α̂ και Γ̂ είναι ίσες, 

δηλαδή ΔE = BZ (1) καθώς και  

 οι  πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες Δ̂1 και Β̂2 είναι ίσες, 

δηλαδή AE = ΓZ. 

Επειδή  AB = ΓΔ  και  AE = ΓZ, βρίσκουμε  

AB – ΑΕ =  ΓΔ – ΓZ   BE = ΔZ (2) 

Αφού (σύμφωνα με τις 1 και 2) το  τετράπλευρο  ΔΕΒΖ έχει τις απέναντι πλευρές του 

ίσες, είναι παραλληλόγραμμο. 
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ΘΕΜΑ 2 

Στισ πλευρζσ  ΑΔ και ΒΓ παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ θεωροφμε ςημεία E και Z, τζτοια 

ώςτε ΑE=ΓZ . Αν η ευθεία ΖΕ τζμνει τισ προεκτάςεισ των πλευρών ΑΒ και ΓΔ ςτα 

ςημεία H και Θ, να αποδείξετε ότι: 

α) 𝛨𝛣 𝛧 = 𝛦𝛥 𝛩    (Μονάδεσ 8) 

β) 𝛣𝛧 𝛨 = 𝛥𝛦 𝛩      (Μονάδεσ 8)  

γ) ΒΗ=ΘΔ   (Μονάδεσ 9) 
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α) Είναι AΒ̂Γ = ΑΔ̂Γ διότι είναι απέναντι γωνίες του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. Τότε 

HB̂Z  = 180ο – ΑΒ̂Γ = 180ο – ΑΔ̂Γ = EΔ̂Θ. 

β) Είναι ΓΖ̂E = AΕ̂Z (1) ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ, ΒΓ που τέμνονται από 

την ΕΖ. Επίσης BΖ̂H = ΓΖ̂E (2) ως κατακορυφήν και ΔΕ̂Θ = AΕ̂Z (3) ως κατακορυφήν. 

Από τις (1), (2) και (3) προκύπτει ότι ΒΖ̂Η = ΔΕ̂Θ. 

γ) ΑΔ = ΒΓ, ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου και ΑΕ = ΓΖ από την υπόθεση. 

Επομένως: 

ΔΕ = ΑΔ – ΑΕ = ΒΓ – ΓΖ = ΒΖ. 

 

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΔΕΘ και ΒΖΗ:  

ΔΕ = BZ (αποδείχθηκε παραπάνω) 

HΒ̂Z = EΔ̂Θ, από το (α) 

BΖ̂H = ΔΕ̂Θ, από το (β) 

Σύμφωνα με το κριτήριο Γ – Π – Γ τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε είναι και BH = ΘΔ (γιατί 

βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες BΖ̂H = ΔΕ̂Θ, των τριγώνων). 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  με . Ζςτω ότι τα ςημεία Δ  και Ε  είναι τα μζςα των 

πλευρών ΒΓ και ΑΓ αντίςτοιχα, τζτοια ώςτε  . 

α) Να  δικαιολογήςετε γιατί  .   (Μονάδεσ 8) 

β) Να  υπολογίςετε  

I. τη γωνία .                                                                   (Μονάδεσ 8) 

II. τισ γωνίεσ   και   του τριγώνου ΑΒΓ.                    (Μονάδεσ 9) 
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α) Το ΔΕ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, οπότε ΔΕ // ΑΒ. 

β) i. Είναι �̂� = B̂ = 50o, ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΒ, ΔΕ 

που τέμνονται από την ΒΓ. 

ii. Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΔΕΓ έχουμε ότι 70ο
 + �̂� + Γ̂ = 180o

  και 

χρησιμοποιώντας όσα έχουμε βρει στο βi), γράφουμε: 

70ο
 + 50o

 + Γ̂ = 180o
  Γ̂ = 60o . 

Επίσης Α̂ = Ε̂ = 70ο, ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΒ, ΔΕ που 

τέμνονται από την ΑΓ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Ζςτω τρίγωνο ΑΒΓ με Δ  και Ε τα μζςα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίςτοιχα, ΑΔ=9 , 

ΕΓ=10 και ΒΓ=30 . 

α) Να υπολογίςετε τθν περίμετρο του τριγώνου ΑΒΓ.   (Μονάδεσ 9) 

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΔΕΓΒ είναι τραπζηιο.    (Μονάδεσ 8) 

γ) Να υπολογίςετε  το μικοσ  x του τμιματοσ ΔΕ.                      (Μονάδεσ 8) 
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α) Το Δ είναι μέσο του ΑΒ, άρα ΑΒ = 2ΑΔ.  

Ομοίως, ΑΓ = 2ΑΕ. Η περίμετρος του τριγώνου είναι: 

Π = ΑΒ + ΒΓ + ΑΓ = 2ΑΔ + 30 + 2ΕΓ = 18 + 30 + 20 = 68. 

β) Το ΔΕ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΑΓ του τριγώνου ΑΒΓ, οπότε: 

ΔΕ // ΒΓ 

Επίσης οι ΒΔ και ΓΕ δεν είναι παράλληλες, καθώς είναι μέρη πλευρών του τριγώνου 

ΑΒΓ. Άρα το τετράπλευρο ΔΕΓΒ είναι τραπέζιο. 

γ) Εφόσον, το ΔΕ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΑΓ του τριγώνου ΑΒΓ, ισχύει 

επιπλέον ότι: 

ΔΕ = 
ΒΓ

2
  x = 

30

2
  x = 15. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ . Τα ςημεία  Δ  και Ε είναι τα μζςα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

αντίςτοιχα. Επιπλζον ιςχφουν ΑΔ=ΕΔ=ΔΒ με  ΑΕ=8  και ΔΒ=10 . 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΕΒ είναι ορθογώνιο.      (Μονάδεσ 8) 

β) Να αποδείξετε ότι ΒΓ=20.                                                       (Μονάδεσ 8) 

γ) Να υπολογίςετε την περίμετρο του τριγώνου ΑΒΓ.          (Μονάδεσ 9 ) 
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α) Το Δ είναι μέσο του ΑΒ, άρα ΔΒ = 
ΑΒ

2
. Επομένως ισχύει ότι ΑΔ = ΕΔ = ΔΒ = 

ΑΒ

2
. 

Άρα, στο τρίγωνο ΑΕΒ μια διάμεσός του, η ΕΔ, ισούται με το μισό της πλευράς στην 

οποία αντιστοιχεί, δηλαδή την ΑΒ. Επομένως, το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με 

υποτείνουσα την πλευρά ΑΒ. 

β) Ισχύει ότι ΑΔ = ΕΔ = ΔΒ = 10. 

Το ΔΕ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΒΓ, οπότε ΔΕ = 
ΒΓ

2
. Αντικαθιστώντας 

έχουμε: 

ΔΕ = 
ΒΓ

2
  10 = 

ΒΓ

2
  ΒΓ = 20 

γ) Επίσης, ΑΒ = 2ΔΒ = 20. Η περίμετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι: 

Π = AB + BΓ + AΓ = 20 + 20 + 2AE = 40 +16 = 56 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Τα  ςημεία  Δ  και Ε είναι τα μζςα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

αντίςτοιχα. Επιπλζον ιςχφουν ΑΔ=ΕΔ=ΔΒ με ΑΕ=8 και ΔΒ=10. 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΕΒ είναι ορθογώνιο.     (Μονάδεσ 6) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ.      (Μονάδεσ 10) 

γ) Να υπολογίςετε την περίμετρο του τριγώνου ΑΒΓ.        (Μονάδεσ 9) 
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α) Το Δ είναι μέσο του ΑΒ, άρα ΔΒ = 
ΑΒ

2
. Επομένως ισχύει ότι ΑΔ = ΕΔ = ΔΒ = 

ΑΒ

2
. 

Άρα, στο τρίγωνο ΑΕΒ μια διάμεσός του, η ΕΔ, ισούται με το μισό της πλευράς στην 

οποία αντιστοιχεί, δηλαδή την ΑΒ. Επομένως, το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με 

υποτείνουσα την πλευρά ΑΒ. 

β) Ισχύει ότι ΑΔ = ΕΔ = ΔΒ = 10. 

Εφόσον το Δ είναι μέσο του ΑΒ, ισχύει ΑΒ = 2ΔΒ = 20. 

Το ΔΕ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΒΓ, οπότε ΔΕ = 
ΒΓ

2
. Αντικαθιστώντας 

έχουμε: 

ΔΕ = 
ΒΓ

2
  10 = 

ΒΓ

2
  ΒΓ = 20 

Επομένως, ΑΒ = ΒΓ και άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 

γ) Η περίμετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι: 

Π = AB + BΓ + AΓ = 20 + 20 + 2AE = 40 +16 = 56 
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ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΔ με ΑΒ = ΑΔ= 5 και ΑΓΕ με ΑΓ = ΓΕ= 5  έτσι ώστε τα 

σημεία Δ, Β, Γ και Ε να είναι συνευθειακά. Θεωρούμε τα ύψη τους ΒΚ και ΓΛ 

αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα.   (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Κ και Λ είναι τα μέσα των τμημάτων ΑΔ και ΑΕ 

αντίστοιχα.        (Μονάδες 8) 

γ) Αν η περίμετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι 12, να υπολογίσετε το τμήμα ΚΛ. 

         (Μονάδες 9) 
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α) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ισοσκελή, γιατί είναι ΑΒ = ΒΔ και ΑΓ = ΓΕ, αντίστοιχα. 

β) Το ΒK είναι ύψος του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΔ που αντιστοιχεί στη βάση του, άρα 

είναι και διάμεσος του τριγώνου, οπότε το Κ είναι μέσο του ΑΔ. 

Όμοια, το ΓΛ είναι ύψος του ισοσκελούς τριγώνου ΑΓΕ που αντιστοιχεί στη βάση του, 

άρα είναι και διάμεσός του, συνεπώς το Λ είναι μέσο του ΑΕ. 

γ) Είναι ΑΒ + ΑΓ + ΒΓ = 12. Όμως ισχύει ΑΒ = ΒΔ = ΑΓ = ΓΕ, άρα ΒΔ + ΓΕ + ΒΓ = 12. 

Το τμήμα ΚΛ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΔΕ, άρα 

ΚΛ = 
ΔΕ

2
=

ΒΔ+ΓΕ+ΒΓ

2
=

12

2
 = 6 
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ΘΕΜΑ 2 
 
Θεωρούμε δύο παράλληλες ευθείες ε1 και ε2 και τα σημεία Α, Β στην ε1 και Δ και Γ 

στην ε2 ώστε τα τμήματα ΑΓ και ΒΔ να τέμνονται στο μέσο Ο του ΒΔ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) τα τρίγωνα ΑΟΒ και ΓΟΔ είναι ίσα και να αναφέρετε τα ίσα κύρια στοιχεία τους 

αιτιολογώντας την απάντησή σας.      (Μονάδες 12) 

β) το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.     (Μονάδες 13)  
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α) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΟΒ και ΓΟΔ, τα οποία έχουν: 

• BO = OΔ, αφού Ο μέσον του ΒΔ 

• AΟ̂Β = ΓΟ̂Δ, ως κατακορυφήν 

• AΒ̂O = ΓΔ̂O ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ε1, ε2 που τέμνονται από την 

ΒΔ. 

Με βάση το κριτήριο Γ – Π – Γ τα τρίγωνα είναι ίσα και έχουν: 

• ΟΑ = OΓ, απέναντι από τις ίσες γωνίες AΒ̂O και ΓΔ̂O  

• AB = ΓΔ, απέναντι από τις ίσες γωνίες AΟ̂Β και ΓΟ̂Δ   

• και OΑ̂B = OΓ̂Δ. 

β) Ισχύει ότι ΟΑ = OΓ και ΟΒ = OΔ, δηλαδή οι διαγώνιες του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ 

διχοτομούνται και άρα είναι παραλληλόγραμμο. 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω ςχήμα είναι ε1//ε2 και AB=6. 

α) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ φ και ω.                                                                              (Μονάδεσ 10) 

β) Να προςδιορίςετε το είδοσ του τριγώνου ΑΒΚ ωσ προσ τισ γωνίεσ του.                 (Μονάδεσ 7) 

γ) Να υπολογίςετε το μήκοσ τησ ΑΚ, αιτιολογώντασ την απάντηςή ςασ.             (Μονάδεσ 8)                                                                                                           
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α) Είναι ω̂ = ΒΑ̂Κ = 60ο 
 ως εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων ε1, ε2  που 

τέμνονται  από την ΑΒ. Επειδή ε1 // ε2 και  BK ⊥ ε2, θα είναι και BK ⊥ ε1. Άρα φ̂ = 90ο. 

β) Επειδή φ̂ = 90ο και η ΑΚ̂Β είναι παραπληρωματική της, θα είναι ΑΚ̂Β = 90ο. Άρα το 

τρίγωνο ΑΒΚ είναι ορθογώνιο. 

γ) Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΚ βρίσκουμε: 

ΒΑ̂Κ + AΒ̂K = 90ο  60ο
 + AΒ̂K = 90ο

  AΒ̂K = 30ο 

Τότε, η απέναντι της AΒ̂K, κάθετη πλευρά του τριγώνου ισούται με το μισό της 

υποτείνουσας, δηλαδή:  

ΑΚ = 
ΑΒ

2
 = 3 

6 
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ΘΕΜΑ  2  

Δίνεται ιςόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Φζρουμε την εξωτερική διχοτόμο Αx τησ γωνίασ Α̂  

και από το ςημείο Γ την κάθετο ΓΔ ςτην Αx. Τα ςημεία Ε και Ζ είναι τα μζςα των 

πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίςτοιχα. 

 Να αποδείξετε ότι: 

α) ΕΖ = ΑΕ = ΑΖ.               (Μονάδεσ 9) 

β) Η γωνία 
Λ

ΑΓ Δ = 30ο.               (Μονάδεσ 10) 

γ) Τα τετράπλευρο ΑΔΖΕ είναι ρόμβοσ.                                                      (Μονάδεσ 6) 
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α) Το ΕΖ ενϊνει τα μζςα δφο πλευρϊν ςτο τρίγωνο ΑΒΓ, άρα EZ = 
  

 
. 

Επίςησ, το Ε είναι μζςο του ΑΒ και το Ζ είναι μζςο του ΑΓ, άρα ιςχφουν ΑΖ = 
  

 
 και 

ΑΕ = 
  

 
. 

Λόγω του ιςοπλεφρου ΑΒΓ, ιςχφει ότι ΒΓ = ΑΒ = ΑΓ. Άρα ΕΖ = ΑΕ = ΑΖ. 

β) Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςόπλευρο, άρα για τισ γωνίεσ του ιςχφει ότι  ̂ =  ̂ =  ̂ = 60ο  

Επίςησ ιςχφει ότι ψ ̂Γ = 180ο –  ̂ = 120ο. 

Η Αχ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ και άρα Δ ̂Ζ = 
  ̂ 

 
 = 60ο. 

Επίςησ, η γωνία Α ̂Δ του ορθογωνίου τριγϊνου ΑΔΓ είναι: 

Α ̂Δ = 180ο - Δ ̂Ζ - 90ο = 180ο - 60ο - 90ο = 30ο. 

γ) Στο ίδιο ορθογϊνιο τρίγωνο, η ΔΖ είναι διάμεςοσ τησ υποτείνουςασ ΑΓ και Α ̂Δ = 

30ο. Άρα ΔΖ = ΑΖ = ΑΔ.  

Επιπλζον, από το α) ζχουμε ότι ΕΖ = ΑΕ = ΑΖ, άρα για το τετράπλευρο ΑΔΖΕ ιςχφει 

ότι ζχει όλεσ τισ πλευρζσ του ίςεσ, καθϊσ ΑΔ = ΔΖ = ΕΖ = ΑΕ, επομζνωσ είναι ρόμβοσ. 
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ΘΕΜΑ  2 

Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με ΑΒ > ΒΓ φζρουμε από τισ κορυφζσ Α και Γ  

καθζτουσ ςτη διαγώνιο ΒΔ, οι οποίεσ την τζμνουν ςε διαφορετικά ςημεία Ε και Ζ 

αντίςτοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α)  ΑΕ=ΓΖ.                            (Μονάδεσ 15) 

β) Το τετράπλευρο ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραμμο.              (Μονάδεσ 10) 

 

Ε

Δ

Γ

Α Β

Γ
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α) Συγκρίνουμε τρίγωνα ΑΔΕ και ΓΒΖ: 

• Είναι ορθογώνια 

• AΔ = BΓ, ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου και  

• ΑΔ̂Ε = ΓΒ̂Ζ  ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ, ΒΓ που τέμνονται από την 

ΒΔ. 

Άρα πρόκειται για ορθογώνια τρίγωνα με δύο οξείες γωνίες ίσες μία προς μία και τις 

υποτείνουσές τους ίσες, επομένως είναι ίσα. 

Από την ισότητα των τριγώνων ΑΔΕ και ΓΒΖ προκύπτει ότι AE = ΓZ (γιατί βρίσκονται 

απέναντι από τις ίσες γωνίες ΑΔ̂Ε και ΓΒ̂Ζ). 

β) Φέρνουμε τις ΕΓ και ΑΖ. 

 

Οι ΑΕ και ΓΖ είναι κάθετες στην ίδια ευθεία (AE ⊥ BΔ και ΓZ ⊥ BΔ), άρα AE // ΓZ.  

Επίσης, στο α) έχουμε βρει ότι AE = ΓZ.  

Άρα το τετράπλευρο ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραμμο, γιατί έχει τις ΑΕ και ΓΖ, 

παράλληλες και ίσες. 
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ΘΕΜΑ  2 

Θεωροφμε ιςοςκελζσ τραπζηιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με ΓΔ>ΑΒ και Β̂  = 135ο. Από τισ 

κορυφζσ Α και Β φζρουμε τα φψθ του  ΑΕ  και  ΒΖ.  

α) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ του τραπεηίου.                                             (Μονάδεσ 10) 

β) Να αποδείξετε ότι ΑΕ=ΕΔ=ΒΖ=ΓΖ                            (Μονάδεσ 15) 
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α) Το τραπέζιο είναι ισοσκελές, άρα οι γωνίες κάθε βάσης του είναι ίσες. 

Επομένως ΒΑ̂Δ = ΑΒ̂Γ =135ο. 

Οι ΑΒ̂Γ και ΒΓ̂Δ είναι εντός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που 

τέμνονται από την ΒΓ, άρα είναι παραπληρωματικές, δηλαδή: 

ΑΒ̂Γ + ΒΓ̂Δ =180ο  135ο + ΒΓ̂Δ = 180ο  ΒΓ̂Δ = 45ο 

Επιπλέον, ΑΔ̂Γ = ΒΓ̂Δ ως γωνίες προσκείμενες στη βάση ΓΔ του ισοσκελούς τραπεζίου 

ΑΒΓΔ. Άρα ΑΔ̂Γ = 45ο. 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΖΓ είναι Γ̂ = 45ο οπότε από το άθροισμα των γωνιών του 

βρίσκουμε: 

ZΒ̂Γ + Γ̂ = 90ο  ΖΒ̂Γ + 45ο = 90ο  ΖΒ̂Γ = 45ο 

Οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές με BZ = ZΓ (1). 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΔ είναι Δ̂ = 45ο και από το άθροισμα των γωνιών του 

βρίσκουμε: 

ΔΑ̂Ε + Δ̂ = 90ο  ΔΑ̂Ε + 45ο = 90ο  ΔΑ̂Ε = 45ο 

Οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές και έχει ΑΕ = ΕΔ (2). 

Επίσης τα ύψη του τραπεζίου είναι ίσα, οπότε AE = BZ (3). 

Από (1), (2) και (3) έχουμε AE = EΔ = BZ = ΓZ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΓΒ. Φζρουμε από τη κορυφή Α ευθεία (ε) παράλληλη 

ςτη ΒΓ. Η μεςοκάθετοσ τησ πλευράσ ΑΒ τζμνει την (ε) ςτο Δ και την ΒΓ ςτο Ε.  

α) Να αποδείξετε ότι ΔΑ=ΔΒ και ΕΑ=ΕΒ.          (Μονάδεσ 6) 

β) Αν Μ το μζςο του ΑΒ, να ςυγκρίνετε τα τρίγωνα ΑΜΔ και ΕΜΒ.       (Μονάδεσ 10) 

γ) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΔΒΕ είναι ρόμβοσ.                      (Μονάδεσ  9) 
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α)	  Τα	  σημεία	  Ε,	  Δ	  ανήκουν	  στη	  μεσοκάθετο	  του	  ΑΒ	  άρα	  ισαπέχουν	  από	  τα	  σημεία	  Α	  

και	  Β,	  ισχύει	  δηλαδή	  ΔA	  =	  ΔB	  και	  EA	  =	  EB.	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

β)	  Τα	  ορθογώνια	  τρίγωνα	  ΑΜΔ	  και	  ΕΜΒ	  έχουν:	  	  

AM	  =	  MB,	  διότι	  το	  Μ	  είναι	  μέσο	  του	  ΑΒ	  και	  

MΑΔ	  =	  MΒE,	  ως	  εντός	  εναλλάξ	  των	  παραλλήλων	  (ε),	  ΒΓ	  που	  τέμνονται	  από	  την	  ΑΒ.	  

Άρα	  τα	  τρίγωνα	  ΑΜΔ	  και	  ΕΜΒ	  είναι	  ίσα	  επειδή	  έχουν	  τις	  υποτείνουσες	  ίσες	  	  και	  μια	  

οξεία	  γωνία	  ίση	  μία	  προς	  μία.	  

γ)	  Από	  την	  ισότητα	  των	  τριγώνων	  ΑΜΔ	  και	  ΜΕΒ,	  προκύπτει	  ότι	  MΔ	  =	  ME	  (απέναντι	  

από	   τις	   ίσες	   γωνίες	   MΑΔ,	   MΒE).	   Άρα,	   στο	   τετράπλευρο	   ΑΔΒΕ	   οι	   διαγώνιοί	   του	  

διχοτομούνται	  κάθετα,	  οπότε	  είναι	  ρόμβος.	  
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ΘΕΜΑ 2 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ ιςχφει 0ˆ ˆΑ Γ 120  και ˆ ˆΑ 3Γ .  

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και να υπολογίςετε τισ γωνίεσ 

του.                  (Μονάδεσ 15) 

β)  Αν η πλευρά ΒΓ=2cm να βρείτε το μήκοσ τησ ΑΒ.             (Μονάδεσ 10) 
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α)	  Ισχύει	  ότι:	  	  Α	  +	  Γ	  =	  120ο	  ⇔	  	  3Γ	  +	  Γ	  =	  120ο	  ⇔	  4Γ	  =	  120ο	  ⇔	  Γ	  =	  30ο.	  

Άρα	  Α	  =	  3	  ⋅	  30ο	  =	  90ο.	  

Από	  το	  άθροισμα	  των	  γωνιών	  του	  τριγώνου	  ΑΒΓ	  βρίσκουμε:	  

Α	  +	  Β	  +	  Γ	  =	  180ο	  ⇔	  90ο	  +	  Β	  +	  30ο	  =	  180ο	  ⇔	  Β	  =	  60ο.	  

	  

β)	   Στο	   ορθογώνιο	   τρίγωνο	  ΑΒΓ	   είναι	  Γ	  =	   30ο	  ,	   άρα	   η	   απέναντι	   κάθετη	   πλευρά	   του	  

τριγώνου	  είναι	  ίση	  με	  το	  μισό	  της	  υποτείνουσας,	  δηλαδή	  ισχύει:	  

AB	  =	  
!"
!
=   !  

!
	  =	  1	  cm.	  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 0Α̂ 90  και 0Γ̂ 25 . Δίνονται επίςησ η διάμεςοσ 

ΑΜ, το φψοσ ΑΗ  από την κορυφή Α και η διχοτόμοσ ΑΔ τησ γωνίασ Α̂ . 

α) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ ˆΑΜΒ, ˆΗΑΒ , ˆΑΔΒ .                       (Μονάδεσ 15) 

β) Να αποδείξετε ότι 0ˆ ˆΜΑΔ ΔΑΗ 20  .                                      (Μονάδεσ 10) 
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α) Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, βρίςκουμε: 

 ̂ +  ̂ = 90ο    ̂ + 25ο = 90ο    ̂ = 65ο. 

Η ΑΜ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην υποτείνουςα του ορθογωνίου τριγώνου 

ΑΒΓ, οπότε ιςχφει:  AM = 
  

 
 = ΜΓ = ΜΒ. 

Άρα τα τρίγωνα ΑΜΓ και ΑΜΒ είναι ιςοςκελή, οπότε:  

M ̂Γ =  ̂ = 25ο  και M ̂B =  ̂ = 65ο. 

Η γωνία Α ̂Β είναι εξωτερική ςτο τρίγωνο ΑΜΓ, άρα A ̂B = M ̂Γ +  ̂ = 50ο
 . 

Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΗΑΒ προκφπτει: 

H ̂B +  ̂ = 90ο
  H ̂B + 65ο

 = 90ο
  H ̂B = 25ο. 

Η γωνία Α ̂Β είναι εξωτερική ςτο τρίγωνο ΑΔΓ, άρα 

Α ̂Β = Δ ̂Γ +  ̂ = 
 ̂

   
 + 25ο = 45ο + 25ο = 70ο. 

β) Ιςχφει ότι: 

 M ̂Δ = Δ ̂Γ – Μ ̂Γ = 45ο
 – 25ο

 = 20ο
  και Δ ̂Η = Δ ̂Β – Η ̂Β = 45ο

 – 25ο
 = 20ο. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ιςοςκελζσ τραπζηιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) , με ΑΒ=6, ΒΓ=4 και  0Γ̂ 60 . Δίνονται 

επίςθσ τα φψθ ΑΕ και ΒΖ από τισ κορυφζσ Α και Β αντίςτοιχα. 

α) Να υπολογίςετε τισ υπόλοιπεσ γωνίεσ του τραπεηίου ΑΒΓΔ.                (Μονάδεσ 6)  

β) Να αποδείξετε τα τρίγωνα ΑΕΔ, ΒΖΓ είναι ίςα.                                        (Μονάδεσ 10) 

γ) Να υπολογίςετε τθν περίμετρο του ΑΒΓΔ.                                                (Μονάδεσ 9)        
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α)	  Οι	  γωνίες	  της	  βάσης	  του	  ισοσκελούς	  τραπεζίου	  ΑΒΓΔ	  είναι	  ίσες,	  άρα	  

	  Δ	  =	  Γ	  =	  60ο	  .	  

Οι	   γωνίες	  Β 	  και	  Γ 	  του	   τραπεζίου	   ΑΒΓΔ	   είναι	   εντός	   και	   επί	   τα	   αυτά	   μέρη	   των	  

παραλλήλων	   ΑΒ,	   ΓΔ	   που	   τέμνονται	   από	   την	   ΒΓ,	   άρα	   είναι	   παραπληρωματικές,	  

δηλαδή:	  

Β	  +	  Γ	  =	  180ο	  ⇔	  Β	  +	  60ο	  =	  180ο	  ⇔	  Β	  =	  120ο.	  

Άρα	  και	  Α	  =	  Β	  =120ο	  ως	  γωνίες	  στη	  βάση	  ΑΒ	  του	  ισοσκελούς	  τραπεζίου	  ΑΒΓΔ.	  

	  
β)	  Τα	  ορθογώνια	  τρίγωνα	  ΑΕΔ	  και	  ΒΖΓ	  έχουν:	  

AΔ	  =	  ΒΓ,	  διότι	  το	  τραπέζιο	  ΑΒΓΔ	  (ΑΒ	  //	  ΓΔ)	  είναι	  ισοσκελές	  

Δ	  =	  Γ	  =	  60ο	  	  	  

Άρα	  τα	  τρίγωνα	  ΑΕΔ	  και	  ΒΖΓ	  είναι	  ίσα	  επειδή	  έχουν	  ίσες	  υποτείνουσες	  και	  

προσκείμενες	  σ’	  αυτές	  οξείες	  γωνίες	  ίσες.	  

γ)	  Είναι	  Β	  =	  120ο	  και	  AΒZ	  =	  90ο,	  άρα	  ΖΒΓ	  =	  Β	  –	  AΒZ	  =	  30ο.	  

Τότε	  στο	  ορθογώνιο	  τρίγωνο	  ΒΖΓ	  ισχύει	  ότι:	  ΖΓ	  =	  
!"
!
= !

  !  
	  =	  2.	  

Επειδή,	  τα	  τρίγωνα	  ΑΕΔ	  και	  ΒΖΓ	  είναι	  ίσα,	  έχουν	  και	  ΔE	  =	  ZΓ	  =	  2.	  

Tο	  τετράπλευρο	  ΑΒΖΕ	  είναι	  ορθογώνιο	  διότι	  οι	  γωνίες	  Ε	  και	  Ζ	  είναι	  ορθές	  και	  	  

ΕAΒ	  =	  900	  	  διότι	  οι	  γωνίες	  Ε	  και	  ΕΑΒ	  είναι	  παραπληρωματικές	  ως	  εντός	  και	  επί	  τα	  

αυτά	  μέρη	  των	  παραλλήλων	  ΑΒ	  και	  ΔΓ	  που	  τέμνονται	  από	  την	  ΑΕ.	  	  

Επομένως	  ισχύει	  ότι	  ΕΖ	  =	  ΑΒ	  =	  6.	  	  

Οπότε:	  ΔΓ	  =	  ΔΕ	  +	  ΕΖ	  +	  ΖΓ	  =	  2	  +	  6	  +	  2	  =	  10.	  

Η	  περίμετρος	  του	  ΑΒΓΔ	  είναι:	  	  

Π	  =	  ΑΒ	  +	  ΒΓ	  +	  ΓΔ	  +	  ΔA	  =	  6	  +	  4	  +	  10	  +	  4	  =	  24.	  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (με 0Α̂ 90 ) και η διχοτόμοσ  τησ γωνίασ Γ̂ τζμνει την 

πλευρά ΑΒ ςτο ςημείο Δ, τζτοιο ώςτε ΓΔ=ΔΒ=2cm. Να αποδείξετε ότι: 

α)  0Β̂ 30 .                                                                                                           (Μονάδεσ 12)  

β)  ΑΒ=3cm                                                                                                           (Μονάδεσ 13) 
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α) Επειδή ΓΔ = ΔB, το τρίγωνο ΓΔΒ είναι ιςοςκελζσ, οπότε  ̂ = Δ ̂Β = 
 ̂

   
 (1). 

Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ είναι: 

 ̂ +  ̂ = 90ο 
   
⇔ 

 ̂

   
 +  ̂ = 90ο   ̂ + 2 ̂ = 180ο  3 ̂ = 180ο   ̂ = 60ο . 

Τότε από την (1) είναι  ̂ = 
   

   
 = 30ο. 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ είναι Δ ̂Α = 
 ̂

   
 = 30ο. Άρα η πλευρά ΑΔ η οποία είναι 

απζναντι από τη γωνία ΔΓΑ είναι ίςη με το μιςό τησ υποτείνουςασ ΓΔ, δηλαδή:  

ΑΔ = 
  

   
 

 

   
 = 1 cm. 

Τότε: ΑΒ = ΑΔ + ΔΒ = 1cm + 2cm = 3cm. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο ισχύει ΒΓ=2ΑΒ και έστω Μ το μέσο της ΒΓ. Αν η ΑΔ είναι  

διάμεσος του τριγώνου ΑΒΜ και Ε σημείο στην προέκτασή της ώστε ΑΔ=ΔΕ. 

Να αποδείξετε ότι:   

α) Το τετράπλευρο ΑΒΕΜ είναι παραλληλόγραμμο.    (Μονάδες 12) 

β) MΕ=ΜΓ         (Μονάδες 13) 
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α)	  Είναι	  AΔ	  =	  ΔE	  από	  υπόθεση	  και	  BΔ	  =	  ΔM	  (επειδή	  η	  ΑΔ	  είναι	  διάμεσος	  στο	  τρίγωνο	  

ΑΒΜ).	   Άρα	   οι	   διαγώνιες	   του	   τετραπλεύρου	   ΑΒΕΜ	   διχοτομούνται,	   οπότε	   είναι	  

παραλληλόγραμμο.	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

β)	  Επειδή	  ME	  =	  AB	  ως	  απέναντι	  πλευρές	  παραλληλογράμμου	  ισχύει	  ότι:	  

ΒΓ	  =	  2ΑΒ	  ⇔	  ΑΒ	  =	  
!"
!
	  ⇔	  ΜΕ	  =	  ΜΓ.	  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τραπζηιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με ΑΒ=3, ΓΔ=4. Θεωροφμε ςθμείο Ε ςτθν ΑΒ ώςτε 

ΑΕ=1. Στο τραπζηιο ΕΒΓΔ θεωροφμε τα Κ και Λ, μζςα των ΕΔ και ΒΓ αντίςτοιχα. 

α) Να υπολογίςετε τθ διάμεςο ΚΛ του τραπεηίου ΕΒΓΔ.                             (Μονάδεσ 13) 

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΛΚ είναι παραλλθλόγραμμο.   (Μονάδεσ 12) 
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α) Είναι ΕΒ = ΑΒ – ΑΕ = 3 – 1 = 2. Επειδι ΚΛ διάμεςοσ του τραπεηίου ΕΒΓΔ ζχουμε: 

ΚΛ = 
     

 
 = 
   

 
 = 3. 

β) Επειδι ΚΛ διάμεςοσ του τραπεηίου ΕΒΓΔ ιςχφει ότι: 

 KΛ // ΕΒ  ι KΛ // AB και KΛ = 3 = AB. 

Άρα ςτο τετράπλευρο ΑΒΛΚ οι απζναντι πλευρζσ του ΑΒ και ΚΛ είναι ίςεσ και 

παράλλθλεσ, οπότε είναι παραλλθλόγραμμο. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ 90
o

A = , B̂  = 35
ο
 και Μ το μέσο της ΒΓ.  

α) Να υπολογίσετε τη γωνία Γ.                           (Μονάδες 10) 

β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΜΒ.                  (Μονάδες 15) 
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α)	  Από	  το	  άθροισμα	  γωνιών	  του	  ορθογωνίου	  τριγώνου	  ΑΒΓ	  έχουμε:	  Β	  +	  Γ	  =	  90ο	  ⇔	  

35ο	  +	  Γ	  =	  90ο	  ⇔	  Γ	  =	  55ο	  .	  

	  
β)	  Η	  ΑΜ	  είναι	  διάμεσος	  που	  αντιστοιχεί	  στην	  υποτείνουσα	  του	  ΑΒΓ,	  

άρα	  AM	  =	  
!"
!
	  =	  ΜΒ.	  

Επειδή	  ΑΜ	  =	  ΜΒ,	  το	  τρίγωνο	  ΑΜΒ	  είναι	  ισοσκελές,	  άρα	  ΒΑΜ	  =	  Β	  =	  35ο.	  

Από	  το	  άθροισμα	  γωνιών	  του	  τριγώνου	  ΑΜΒ	  είναι:	  

AΜB	  +ΒΑΜ	  +	  Β	  =	  180ο	  ⇔	  AΜB	  +	  35ο	  +	  35ο	  =	  180ο	  ⇔	  AΜB	  =	  110ο.	  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τη γωνία Α ορθή, ˆ ˆ2Γ = Β  και  ΑΔ το ύψος του. 

α) Να υπολογιστούν οι οξείες γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.                (Μονάδες 9) 

β) Να υπολογιστεί η γωνία ΒΑΔ.                   (Μονάδες 7)  

γ) Να  αποδείξετε ότι: 
2

ΑΒ
=Β∆ .                    (Μονάδες 9) 
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α) Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ βρίςκουμε: 

 ̂ +  ̂ = 90ο  2 ̂ +  ̂ = 90ο  3 ̂ = 90ο   ̂ = 30ο  και  ̂ = 2 ̂ = 60ο. 

β) Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΔ είναι: 

 ̂ + B ̂Δ = 90ο  60ο
 + B ̂Δ = 90ο

  B ̂Δ = 30ο. 

γ) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ είναι B ̂Δ = 30ο, άρα η απζναντι κάθετη πλευρά είναι 

ίςη με το μιςό τησ υποτείνουςασ, δηλαδή BΔ = 
  

 
. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ // ΓΔ και ΒΔ = ΒΓ. Αν 
ο

110=ΓΒ∆

∧

 και 
ο

25=Β∆Α

∧

 να 

υπολογίσετε: 

α) Τη γωνία Γ.                   (Μονάδες 11) 

β) Τη γωνία Α.                   (Μονάδες 14) 
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α) Tο τρίγωνο ΒΔΓ είναι ιςοςκελζσ με ΒΔ = ΒΓ, άρα B Γ =  

Από το άθροιςμα γωνιών του τριγώνου ΒΔΓ ζχουμε: 

B Γ +  + Δ Γ = 180ο
 2  + 110ο = 180ο

 2  = 70ο
  = 35ο 

β) Είναι B Γ= = 35ο οπότε A Γ = Α Β + Β Γ = 25ο + 35ο= 60ο 

Οι γωνίεσ  και Α Γ είναι εντόσ και επί τα αυτά των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που 

τζμνονται από την ΑΔ και είναι παραπληρωματικζσ, δηλαδή 

 + Α Γ = 180ο 
  + 60ο= 180ο 

  = 120ο 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και εκτός αυτού κατασκευάζουμε τετράγωνο ΒΓΔΕ.  

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες  

i. ΕΒΑ

∧

          (Μονάδες 8) 

ii. ΑΕΒ

∧

           (Μονάδες 9) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΕΔ είναι ισοσκελές.   (Μονάδες 8) 

 

 1651



 

α) i. Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςόπλευρο είναι Α Γ = 60ο. 

Επίςησ Ε Γ = 90ο διότι το ΒΓΔΕ είναι τετράγωνο. 

Τότε A E = A Γ+Ε Γ= 60ο+ 90ο = 150ο 

ii. Επειδή AB = BΓ=BE, το τρίγωνο ΒΕΑ είναι ιςοςκελζσ  

οπότε B A = B E (1). 

Από το άθροιςμα γωνιών του τριγώνου ΒΕΑ βρίςκουμε: 

B A + B E + A E = 180ο  2B A + 150ο = 180ο  2B A = 30ο
B A = 15ο 

 

 

 

 

 

 

 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ ζχουν: 

 AB = AΓ, ωσ πλευρζσ του ιςόπλευρου τριγώνου ΑΒΓ 

 BE = ΓΔ, ωσ πλευρζσ του τετραγώνου ΒΓΔΕ 

 A Δ = A B + B Δ = 60ο + 90ο = 150ο = A E 

Σφμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα είναι ίςα, οπότε ζχουν και AE = AΔ, 

άρα το τρίγωνο ΑΕΔ είναι ιςοςκελζσ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ. Κατασκευάζουμε εξωτερικά του 

τριγώνου το τετράγωνο ΑΒΔΕ. Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΓΕ είναι ισοσκελές.                 (Μονάδες 10) 

β) ˆ2 90
ο

∧

⋅ΕΓΑ = −ΒΑΓ  .                (Μονάδες 15) 
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α) Είναι AB = AE ωσ πλευρζσ τετραγώνου και AB = AΓ από υπόθεςη. Άρα AE = AΓ, 

οπότε το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ιςοςκελζσ. 

β) Επειδή το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ιςοςκελζσ ιςχφει ότι A Γ= E A (1). 

Από το άθροιςμα γωνιών του τριγώνου ΑΕΓ ζχουμε: 

E Γ + A Γ+E A = 180ο  2E A + Ε Β + Β Γ = 180ο  2E A + 90ο + Β Γ = 180ο
 

2E A = 90ο – B Γ 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω σχήμα το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο και το ΑΓΔΕ 

είναι ορθογώνιο.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το σημείο Α είναι μέσο του ΒΕ.        (Μονάδες 8) 

β) Το τρίγωνο ΒΕΓ είναι ισοσκελές.       (Μονάδες 9)  

γ) Ε∆Α=ΑΓΒ

∧∧

        (Μονάδες 8) 
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α) Είναι AB = ΓΔ (1) και ΑΒ // ΓΔ (2) ωσ απζναντι πλευρζσ του παραλληλογράμμου 

ΑΒΓΔ. 

Επίςησ AE = ΓΔ (3) και ΑΕ // ΓΔ (4) ωσ απζναντι πλευρζσ του ορθογωνίου ΑΓΔΕ. 

Άρα από (2), (4) προκφπτει ότι ΑΒ // ΑΕ άρα τα Β, Α και Ε είναι ςυνευθειακά  

και επειδή ΑΒ = ΑΕ, λόγω των (1), (3), το ςημείο Α είναι μζςο του ΒΕ. 

β) Είναι ΑΔ = ΒΓ (5) διότι είναι απζναντι πλευρζσ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. 

Επίςησ AΔ = ΓE (6) διότι οι διαγώνιεσ του ορθογωνίου είναι ίςεσ. Άρα από (5), (6) 

βρίςκουμε BΓ = ΓE, οπότε το τρίγωνο ΒΓΕ είναι ιςοςκελζσ. 

γ) Είναι B Α = Γ Δ (7), ωσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ, ΒΓ που τζμνονται από 

την ΑΓ και A E = Γ Δ (8) ωσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων ΑΓ, ΔΕ που τζμνονται 

από την ΑΔ. Άρα από (7), (8) ιςχφει Β A = A E. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται τα παραλληλόγραμμα ΑΒΔΓ και ΒΔΕΖ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΓΕΖ είναι παραλληλόγραμμο.     (Μονάδες 13) 

β) Ε∆Γ=ΖΒΑ

∧∧

.         (Μονάδες 12) 
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α) Το ΑΒΔΓ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε οι απζναντι πλευρζσ του ΑΓ και ΒΔ είναι 

ίςεσ και παράλληλεσ. Επίςησ, το ΒΔΕΖ είναι παραλληλόγραμμο, άρα οι απζναντι 

πλευρζσ του ΒΔ και ΖΕ είναι ίςεσ και παράλληλεσ. Άρα οι ΑΓ και ΖΕ είναι ίςεσ και 

παράλληλεσ, ςυνεπώσ και το τετράπλευρο ΑΓΕΖ είναι παραλληλόγραμμο. 

 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΖ και ΓΔΕ ζχουν: 

 AΒ = ΓΔ, διότι είναι απζναντι πλευρζσ του παραλληλογράμμου ΑΒΔΓ 

 BΖ = ΔΕ, διότι είναι απζναντι πλευρζσ του παραλληλογράμμου ΒΖΕΔ 

 ΑΖ = ΓΕ, διότι είναι απζναντι πλευρζσ του παραλληλογράμμου ΑΖΕΓ 

Από το κριτήριο Π-Π Π ςυμπεραίνουμε ότι τα τρίγωνα ΑΒΖ και ΓΔΕ είναι ίςα, οπότε 

ζχουν και 
 

   . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τη γωνία Α ορθή και Μ το μέσο της ΒΓ. Φέρουμε 

ημιευθεία Αx παράλληλη στη ΒΓ (στο ημιεπίπεδο που ορίζει η ΑΜ με το σημείο Γ).  

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΑΓΜ=ΓΑΜ

∧∧

         (Μονάδες 12) 

β) η ΑΓ είναι διχοτόμος της γωνίας ΜΑx.      (Μονάδες 13) 
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α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η ΑΜ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα, άρα ιςχφει ότι AM =  = ΜΓ. 

 

 

Επομζνωσ το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ιςοςκελζσ, οπότε άρα M Γ = M A (1). 

β) Είναι Μ Α = Γ x (2) ωσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων Αx, ΒΓ που τζμνονται από 

την ΑΓ. Από τισ (1), (2) βρίςκουμε: Μ Γ = Γ x, άρα η ΑΓ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ 

Μ x. 
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ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε κύκλο (Ο, ρ) και διάμετρό του ΑΒ. Στην εφαπτομένη του κύκλου στο Β 

θεωρούμε σημείο Γ τέτοιο ώστε, η γωνία ΒΓΟ να είναι ίση με 30
ο
. Αν η ΟΓ τέμνει τον 

κύκλο στο Δ να αποδείξετε ότι: 

α) ΟΑ=ΟΓ 2 .                (Μονάδες 12)                                      

β) Α∆=ΒΓ .                   (Μονάδες 13) 
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α)Η εφαπτομζνη ΒΓ είναι κάθετη ςτην ακτίνα ΟΒ ςτο ςημείο επαφήσ, άρα  

Γ Ο = 90ο. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΒΓ είναι = 30ο, άρα OB =   ΟΓ = 2ΟΒ επειδή  

ΟΒ = ΟΑ = ρ ζχουμε ΟΓ = 2ΟΑ 

 

 

β) Είναι Β Α = 90οδιότι είναι εγγεγραμμζνη που βαίνει ςε ημικφκλιο. 

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΟΒΓ και ΑΒΔ ζχουν: 

 ΟΓ = ΑΒ, διότι ΟΓ = 2ΟΑ = 2ρ και ΑΒ = 2ρ 

 Β Ο = Β Δ = 30ο   

60


    η οποία είναι εξωτερική ςτο ιςοςκελζσ τρίγωνο ΔΟΑ (ΟΑ=ΟΔ) οπότε 

30
2


 

      

 Άρα τα τρίγωνα ΟΒΓ και ΑΒΔ είναι ίςα οπότε ιςχφει ΒΓ = ΑΔ επειδή ζχουν τισ 

προςκείμενεσ γωνίεσ τουσ ίςεσ μία προσ μία. 
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ΘΕΜΑ 2 

Σε ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (
ο

90ˆ =Α ) θεωρούμε τα μέσα Δ, Ε και Ζ 

των πλευρών του ΑΒ, ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι:              

α) Το τετράπλευρο ΑΕΖΔ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.          (Μονάδες 12) 

β) Το τετράπλευρο ΕΔΒΓ  είναι ισοσκελές τραπέζιο.             (Μονάδες 13) 
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α) Επειδι το ΔΖ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΓ, ιςχφει ότι  

ΔΖ//ΑΓ  ΔΖ//ΑΕ και ΔΖ =  =ΑΕ 

Άρα ςτο τετράπλευρο ΑΕΖΔ είναι ΔΖ // = ΑΕ, οπότε είναι παραλλθλόγραμμο. Επειδι 

όμωσ  = 90ο, το ΑΕΖΔ είναι ορκογώνιο. 

 

 

β)To ΔΕ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΓ άρα ΔΕ // ΒΓ. Οι πλευρζσ ΒΔ 

και ΓΕ τζμνονται ςτο ςθμείο Α, άρα δεν είναι παράλλθλεσ. Οπότε το ΕΔΒΓ είναι 

τραπζηιο. 

Επειδι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ, ζχει ΑΒ = ΑΓ, άρα και ΔΒ = ΕΓ γιατί είναι 

μιςά των ΑΒ, ΑΓ. Άρα το τετράπλευρο ΕΔΒΓ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο. 
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ΘΕΜΑ 2 

 Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΓ=ΑΒ  και Μ το μέσο της πλευράς ΒΓ. Στα 

σημεία Β και Γ φέρουμε κάθετες στη ΒΓ προς το ίδιο μέρος, και θεωρούμε σε αυτές 

σημεία Δ και Ε αντίστοιχα, τέτοια ώστε ΜΕ=Μ∆ . 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τμήματα ΒΔ και ΓΕ είναι ίσα.             (Μονάδες 13) 

β) Το τετράπλευρο ΒΔΕΓ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.        (Μονάδες 12) 
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α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΜ και ΜΓΕ ζχουν: 

 MB = MΓ, διότι το Μ είναι μζςο του ΒΓ 

 ΜΔ = ΜΕ, από υπόθεςη. 

Άρα τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΜΓΕ είναι ίςα. Επομζνωσ ΒΔ = ΓΕ αφοφ οι άλλεσ δφο 

πλευρζσ των ίςων τριγώνων είναι ίςεσ μία προσ μία. 

 

 

β)Είναι BΔ  BΓ και ΓE  BΓ άρα BΔ // ΓE. Ιςχφει ακόμη BΔ = ΓE, διότι τα τρίγωνα 

ΒΔΜ και ΜΓΕ είναι ίςα. Άρα ςτο τετράπλευρο ΒΔΕΓ δφο απζναντι πλευρζσ του είναι 

ίςεσ και παράλληλεσ οπότε είναι παραλληλόγραμμο. Επειδή Δ Γ = 90ο, τότε το 

τετράπλευρο ΔΒΓΕ είναι ορθογώνιο. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ, το σημείο Μ είναι το μέσο της πλευράς ΔΓ και τα 

σημεία Κ και Λ είναι τα μέσα των μη παράλληλων πλευρών του ΑΔ και ΒΓ 

αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τμήματα ΚΜ και ΛΜ είναι ίσα.             (Μονάδες 12) 

β) Τα τμήματα ΑΜ και ΒΜ είναι ίσα.             (Μονάδες 13) 
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α) Τα τρίγωνα ΚΔΜ και ΛΜΓ ζχουν: 

 ΔM = ΜΓ διότι Μ μζςο τθσ ΓΔ 

 ΚΔ = ΛΓ ωσ μιςά των ίςων πλευρών ΑΔ και ΒΓ 

  =  ωσ γωνίεσ βάςθσ του ιςοςκελοφσ τραπεηίου. 

Σφμφωνα με το κριτιριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα είναι ίςα, οπότε ζχουν και KM = ΛΜ 

ωσ απζναντι πλευρζσ από τισ ίςεσ γωνίεσ   και  . 

β) Τα τρίγωνα ΑΔΜ και ΜΒΓ ζχουν: 

 MΔ = ΜΓ 

  =  

 AΔ = BΓ 

Σφμφωνα με το κριτιριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα ΑΔΜ και ΜΒΓ είναι ίςα, οπότε ιςχφει 

ΑΜ = ΒΜ ωσ απζναντι πλευρζσ από τισ ίςεσ γωνίεσ   και  . 
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ΘΕΜΑ 2 

Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
οο

30B και  90

Λ

==Α

Λ

. Αν τα σημεία Ε και Δ είναι τα 

μέσα των ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα με ΕΔ=1,  να υπολογίσετε τα τμήματα: 

α) ΑΓ……   (Μονάδες 8) 

β) ΒΓ…..    (Μονάδες 9) 

γ) ΑΔ…..    (Μονάδες 8) 

Να δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας.  
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α)Το ΔΕ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών του τριγώνου 

ΑΒΓ, οπότε ιςχφει: 

ΔΕ = 
ΑΓ

2
 1 = 

ΑΓ

2
  ΑΓ = 2 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι B  = 30o, άρα 

ιςχφει ότι: 

ΑΓ = 
ΒΓ

2
  2 =  

ΒΓ

2
    ΒΓ = 4 

γ) Η ΑΔ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, 

επομζνωσ ιςχφει ότι: ΑΔ = 
ΒΓ

2
 = 

 4 

2
 = 2 
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ΘΕΜΑ 2 

Σε σημείο Α ενός κύκλου, φέρουμε την εφαπτομένη του κύκλου Αχ και τη χορδή ΑΓ 

που σχηματίζει με την εφαπτομένη γωνία 45ο. Φέρουμε τη διάμετρο ΓΒ και μια 

παράλληλη ευθεία στη ΒΓ που τέμνει την ΑΒ στο Δ και την ΑΓ στο Ε.  

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΒΑΓ.     (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΕΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο.  

  (Μονάδες 15) 
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α) Είναι ΒΑ�Γ = 90ο ως εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο. Ακόμη η γωνία 

ΓΑ�x σχηματίζεται από την εφαπτομένη Αx και τη χορδή ΑΓ άρα είναι ίση με τη γωνία 

που βαίνει στο τόξο ΑΓ. Επομένως ισχύει: B� = ΓΑ�x = 45o 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ βρίσκουμε B� + Γ� = 90ο ⇔ Γ� = 45ο 

 

 
β) To ΒΓΕΔ είναι τραπέζιο γιατί ΔΕ//ΒΓ και οι πλευρές ΒΔ και ΓΕ τέμνονται στο Α, 

άρα δεν είναι παράλληλες. Επίσης, έχει τις γωνίες που πρόσκεινται στη βάση ΒΓ 

ίσες, άρα είναι ισοσκελές τραπέζιο.  
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ΘΕΜΑ 2 

Έςτω ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ. Από τα μζςα Κ και Λ των πλευρών ΑΓ και ΑΒ 

αντίςτοιχα, φζρουμε τα κάθετα τμήματα ΚΕ και ΛΖ ςτην πλευρά ΒΓ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα 


 και 


  είναι ίςα.      (Μονάδεσ 15) 

β) ΕΗ=ΖΘ, όπου Η , Θ τα μζςα των τμημάτων ΚΓ, ΛΒ αντίςτοιχα.  (Μονάδεσ 10) 
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α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΚΕΓ και ΛΖΒ ζχουν: 

 KΓ = ΚΒ, ωσ μιςά των ίςων πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

 Β  = Γ , ωσ γωνίεσ βάςησ του ιςοςκελοφσ 

τριγώνου ΑΒΓ. 

Άρα τα τρίγωνα ΚΕΓ και ΛΖΒ είναι ίςα. 

 

 

 

 

β) Η ΕΗ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα του ορθογωνίου τριγώνου ΚΕΓ, οπότε 

ιςχφει: ΕΗ = 
ΚΓ

2
 

Η ΖΘ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα του ορθογωνίου τριγώνου ΛΖΒ, άρα  

ΖΘ = 
ΛΒ

2
 

Επειδή KΓ=ΛB, είναι και EH =ZΘ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Έστω κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Θεωρούμε κάθετες ακτίνες ΟΑ , ΟΓ και 

εφαπτόμενο  στον κύκλο τμήμα ΑΒ με ΟΓ=ΑΒ .  

α)   Να αποδείξετε ότι τα τμήματα ΑΟ  και ΒΓ διχοτομούνται.    (Μονάδες 10) 

β)   Να υπολογίσετε τις γωνίες του τετραπλεύρου ΑΒΟΓ.    (Μονάδες 15) 
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α) Η ΟΑ είναι ακτίνα που καταλήγει ςτο ςημείο επαφήσ με την εφαπτομζνη ΑΒ, 

οπότε  OA  AB. Επίςησ OA  OΓ από υπόθεςη, άρα AB // OΓ. Επειδή AB // OΓ και  

AB = OΓ, τότε το τετράπλευρο ΑΒΟΓ είναι παραλληλόγραμμο. Οι ΑΟ και ΒΓ είναι 

διαγώνιεσ του παραλληλογράμμου, οπότε διχοτομοφνται. 

 

β) Το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο και ιςοςκελζσ επειδή ΟΑ = ΑΒ = ρ. Τότε 

Β  = BΟ A = 45ο και  Β  =ΟΓ A = 45ο διότι είναι απζναντι γωνίεσ παραλληλογράμμου.  

Είναι BΟ Γ= BΟ A + AΟ Γ= 45ο + 90ο = 135ο και  ΓΑ B = BΟ Γ= 135ο διότι είναι απζναντι 

γωνίεσ παραλληλογράμμου. 
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ΘΕΜΑ 2 

Έστω κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Θεωρούμε την ακτίνα ΟΑ και τη χορδή ΒΓ 

κάθετη στην ΟΑ στο μέσο της Μ. 

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΓΟΒ είναι ρόμβος.    (Μονάδες 10) 

β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τετραπλεύρου ΑΓΟΒ.    (Μονάδες 15) 
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α) Επειδή ΟΜ  ΒΓ, το ΟΜ είναι απόςτημα τησ χορδήσ ΒΓ, οπότε το Μ είναι μζςο 

τησ. Από υπόθεςη το Μ είναι μζςο και τησ ΟΑ. Άρα τα τμήματα ΟΑ και ΒΓ του ΑΓΟΒ 

διχοτομοφνται. Αυτό ςημαίνει ότι το ΑΓΟΒ είναι παραλληλόγραμμο. Επιπλζον ΟΑ 

ΒΓ, δηλαδή οι διαγϊνιεσ του παραλληλογράμμου ΑΓΟΒ είναι κάθετεσ. Άρα το ΑΓΟΒ 

είναι ρόμβοσ. 

 

β) Στο τρίγωνο ΒΟΑ η ΒΜ είναι φψοσ και διάμεςοσ, άρα το τρίγωνο είναι ιςοςκελζσ, 

οπότε BO = BA. Τότε OA = BO = BA = ρ, οπότε το τρίγωνο ΒΟΑ είναι ιςόπλευρο και 

επομζνωσ ιςχφει BΟ A = BΑ O = OΒ A = 60ο. 

Όμοια, το ΓΜ είναι φψοσ και διάμεςοσ του τριγϊνου ΟΓΑ, οπότε αυτό είναι 

ιςοςκελζσ με OΑ = OΓ= ρ. Τότε OA = ΟΓ = ΓA = ρ, οπότε το τρίγωνο ΓΟΑ είναι 

ιςόπλευρο και επομζνωσ ιςχφει ΓΟ A = ΓΑ O = OΓ A = 60ο. 

Είναι BΟ Γ= 60ο + 60ο = 120ο = ΒΑ Γ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Έστω ισοσκελές τρίγωνο 
∆

ΑΒΓ ( ΑΓ=ΑΒ ) με Α� > 90ο. Στις προεκτάσεις των πλευρών 

ΑΒ και ΑΓ προς το Α φέρνουμε τμήματα ΒΔ και ΓΕ κάθετα στις ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα. 

α)  Να αποδείξετε ότι ΓΕ=Β∆ .        (Μονάδες 10) 

β)  Αν Μ το μέσο της ΒΓ  τότε: 

i. Να αποδείξετε ότι ΜΕ=Μ∆ .     (Μονάδες 8) 

ii. Nα αποδείξετε ότι η ΑΜ διχοτομεί τη γωνία 
Λ

∆ΜΕ    (Μονάδες 7) 
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α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΕΓ έχουν: 

• ΑΒ=ΑΓ κοινή πλευρά 

• Α1� = Α2� , ως κατακορυφήν. 

Άρα τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΕΓ είναι ίσα, οπότε έχουν και ΒΔ = ΓΕ ως πλευρές που 

έχουν τις απέναντι γωνίες Α1� και Α2�   ίσες . 

 
 

β)  Το ΔΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του ορθογωνίου 

τριγώνου ΔΒΓ, άρα ΔM = 
ΒΓ
2

 (1).   

Το ΕΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου 

ΕΒΓ, άρα ΕM = 
ΒΓ
2

 (2). 

Από τις (1), (2) προκύπτει ότι MΔ = ME. 

Τα τρίγωνα ΔΒΑ και ΕΑΓ είναι ίσα από το (α) ερώτημα οπότε έχουν ΑΔ = ΑΕ. 

Επειδή MΔ=ME και AΔ=AE , τα Μ και Α ισαπέχουν από τα Δ και Ε, άρα η ΜΑ είναι 

μεσοκάθετος του ΔΕ. Στο ισοσκελές τρίγωνο ΜΔΕ, η ΜΑ είναι μεσοκάθετος της 

βάσης ΔΕ , άρα είναι και διχοτόμος της γωνίας ΔΜ� Ε. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ρόμβος ΑΒΔΓ. Στην προέκταση της διαγωνίου ΑΔ (προς το Δ) παίρνουμε 

τυχαίο σημείο Ε.  

Να αποδείξετε ότι: 

α)  Το σημείο Ε ισαπέχει από τις προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ και ΑΓ (προς το μέρος 

των Β και Γ αντίστοιχα).         (Μονάδες 10) 

β)  Το σημείο Ε ισαπέχει από τα σημεία Β και Γ.                                   (Μονάδες 15) 
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α) Οι διαγώνιεσ του ρόμβου διχοτομοφν τισ 

γωνίεσ του οπότε η ΑΔ είναι διχοτόμοσ τησ 

γωνίασ Α . Επειδή το Ε είναι ςημείο τησ 

διχοτόμου τησ γωνίασ Α, ιςαπζχει από τισ 

πλευρζσ τησ γωνίασ, δηλαδή ιςαπζχει από τισ  

ΑΒ και ΑΓ. 

 

 

 

β) Οι διαγώνιεσ του ρόμβου διχοτομοφνται 

κάθετα, άρα η ΑΔ είναι μεςοκάθετοσ τησ ΒΓ. 

Επειδή το Ε ανήκει ςτη μεςοκάθετο του ΒΓ, 

ιςαπζχει από τα Β και Γ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Σε κύκλο κέντρου Ο φέρουμε δυο διαμέτρους του ΑΒ και ΓΔ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Οι χορδές ΑΓ και ΒΔ του κύκλου είναι ίσες.             (Μονάδες 13) 

β) Το τετράπλευρο ΑΓΒΔ είναι ορθογώνιο.                                            (Μονάδες 12) 
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α) Έστω ρ η ακτίνα του κύκλου. Τα τρίγωνα ΟΑΓ και ΟΒΔ 

έχουν: 

• OA = OB = ρ 

• OΓ= OΔ= ρ 

• AΟ�Γ= BΟ�Δ ως κατακορυφήν.  

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα είναι ίσα, 

οπότε έχουν και AΓ= BΔ ως πλευρές που βρίσκονται 

απέναντι από τις ίσες γωνίες  AΟ�Γ και BΟ�Δ. 

 

 

 

β) Επειδή OA = OB = OΓ= OΔ = ρ, οι διαγώνιες ΑΒ, ΓΔ του 

τετραπλεύρου ΑΓΒΔ διχοτομούνται και είναι ίσες, άρα το 

τετράπλευρο είναι ορθογώνιο.  
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ΘΕΜΑ 2 

Έστω ορθογώνιο τρίγωνο 
∆

ΑΒΓ  με 
ο

90=Β

Λ

και Ζ το μέσο του ΑΓ. Με υποτείνουσα το 

ΑΓ κατασκευάζουμε ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο 
∆

Α∆Γ  με 
Ο

Λ

=∆ 90 .  

α)  Να αποδείξετε ότι ∆Ζ=ΒΖ .      (Μονάδες 13) 

β)  Αν 
ο

30=ΑΓΒ

Λ

,  να υπολογίσετε τις γωνίες ΒΑΔ και ΒΓΔ .    (Μονάδες 12) 
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α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η ΒΖ είναι διάμεςοσ 

που αντιςτοιχεί ςτην υποτείνουςα του ορθογωνίου 

τριγώνου, άρα ΒΖ = 
ΑΓ

2
 (1).  

Η ΔΖ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα του ορθογωνίου τριγώνου 

ΑΔΓ, άρα ΔΖ = 
ΑΓ

2
 (2). 

Από τισ (1), (2) προκφπτει ότι BZ = ΔZ. 

β) Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ βρίςκουμε: 

ΒΑ Γ + ΑΓ Β = 90ο 
 ΒΑ Γ + 30ο= 90ο 

 BΑ Γ = 60ο 

Επειδή το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ορθογώνιο και ιςοςκελζσ, οι οξείεσ γωνίεσ του είναι 

ίςεσ με 45ο, δηλαδή ΔΑ Γ = ΑΓ Δ = 45ο. Τότε: 

BΑ Δ = BΑ Γ + ΔΑ Γ= 60ο+ 45ο= 105ο και BΓ Δ= AΓ B + AΓ Δ= 30ο+ 45ο= 75ο 
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ΘΕΜΑ 2 

Έστω ισοσκελές  τρίγωνο ΑΒΓ  με ΑΓ=ΑΒ , και γωνία 
Λ

Β  ίση με 30
Ο
 . Θεωρούμε Δ 

και Ε τα μέσα των ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα.  

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο 
∆

Ε∆Γ είναι ισοσκελές και να υπολογίσετε τις γωνίες 

του.         (Μονάδες 16) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο
∆

Α∆Ε  είναι ισόπλευρο.     (Μονάδες 9) 
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α) Το ΔΕ ενώνει τα μζςα δφο 

πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΓ οπότε 

ΔΕ // ΑΒ και ΔΕ =  
ΑΒ

2
.  Ιςχφει ότι  

ΔΓ= 
ΑΓ

2
=

ΑΒ

2
 = ΔΕ οπότε το τρίγωνο 

ΔΕΓ είναι ιςοςκελζσ.  

Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ, ιςχφει ότι Γ  = Β  = 30ο. 

Επειδή το τρίγωνο ΔΕΓ είναι ιςοςκελζσ παίρνουμε ΔΕ Γ = Γ  = 30ο. 

Από το άθροιςμα γωνιών του τριγώνου ΔΕΓ βρίςκουμε: 

EΔ Γ+ΔΕ Γ+Γ =180ο 
 ΕΔ Γ + 30ο+ 30ο= 180ο 

 EΔ Γ=120ο 

β) Ιςχφει ΕΔ = 
ΑΓ

2
 (1) κι επειδή το Δ είναι μζςο τησ ΑΓ ζχουμε ΑΔ = 

ΑΓ

2
 (2).  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΓ είναι Γ = 30ο άρα η απζναντι κάθετη ιςοφται με το μιςό 

τησ υποτείνουςασ, δηλαδή ΑΕ = 
ΑΓ

2
 (3). 

Από (1), (2) και (3) προκφπτει ότι ΕΔ = ΑΔ = ΑΕ οπότε το τρίγωνο ΑΔΕ είναι 

ιςόπλευρο. 
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ΘΕΜΑ 2 

Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Προεκτείνουμε την πλευρά ΒΑ (προς το Α) και την 

πλευρά ΔΓ (προς το Γ) κατά τμήματα  και ∆Γ=ΓΖ . 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΖ είναι ίσα                          (Μονάδες 13) 

β) Το τετράπλευρο ΕΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.     (Μονάδες 12) 
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α) Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΖ έχουν: 

• AΔ = BΓ, διότι είναι απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου  

• AE = AB = ΓΔ = ΓZ, διότι τα ΑΒ, ΓΔ είναι απέναντι πλευρές 

παραλληλογράμμου 

• BΓ�Z = EΑ�Δ, διότι είναι παραπληρωματικές των ίσων γωνιών Α�, Γ�. 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΖ είναι ίσα. 

 
β) Από την ισότητα των τριγώνων ΑΔΕ και ΒΓΖ ισχύει ότι BZ = EΔ ως απέναντι 

πλευρές στις ίσες γωνίες BΓ�Z και EΑ�Δ. 

Ισχύει ότι BZ = EΔ και EB = 2AB = 2ΓΔ=ΔZ. Οπότε το τετράπλευρο ΕΒΖΔ έχει τις 

απέναντι πλευρές του ίσες, άρα είναι παραλληλόγραμμο. 
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ΘΕΜΑ 2 

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με  και ˆ  φέρουμε το ύψος του ΑΔ και την 

διάμεσο ΑΜ στην πλευρά ΒΓ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) οι γωνίες  και  είναι ίσες,      (Μονάδες 12) 

β) ˆ2  .         (Μονάδες 13) 
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Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Α̂ = 90ο και Β̂ >Γ̂, ΑΔ το ύψος του προς στην ΒΓ και 

ΑΜ διάμεσός του στην πλευρά ΒΓ. 

α) 

 

Για τις οξείες γωνίες του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ (Α̂ = 90ο) ισχύει ότι: 

Β̂ + Γ̂ = 90ο ή Β̂ = 90ο – Γ̂ (1) 

Αφού ΑΔ είναι ύψος του τριγώνου ΑΒΓ τότε ΑΔ̂Γ=900, οπότε το τρίγωνο ΑΔΓ είναι 

ορθογώνιο.  

Για τις οξείες γωνίες του ορθογωνίου τριγώνου ΑΔΓ ισχύει ότι: 

ΓΑ̂Δ + Γ̂ = 90ο ή ΓΑ̂Δ = 90ο – Γ̂ (2). Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει Β̂ = ΓΑ̂Δ. 

β)  

 

Αφού η ΑΜ είναι διάμεσος στην υποτείνουσα ΒΓ του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, τότε 

θα είναι ΑΜ = 
ΒΓ

2
 = ΜΓ, αφού Μ μέσο της ΒΓ. 

Αφού ΑΜ=ΜΓ τότε το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισοσκελές γιατί έχει δυο πλευρές του ίσες, 

οπότε Γ̂ = ΜΑ̂Γ (3) ως γωνίες προσκείμενες στη βάση του ΑΓ. 

Στο τρίγωνο ΑΜΔ η γωνία ΑΜ̂Δ είναι εξωτερική της γωνίας ΑΜ̂Γ του τριγώνου ΑΜΓ, 

οπότε θα είναι ίση με το άθροισμα των απέναντι εσωτερικών γωνιών του τριγώνου, 

δηλαδή ΑΜ̂Δ = ΜΑ̂Γ + Γ̂ και αφού είναι Γ̂ = ΜΑ̂Γ (σχέση (3)), τότε θα είναι  

ΑΜ̂Δ = Γ̂ + Γ̂ ή AΜ̂Δ = 2Γ̂. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται  παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  με  Β̂  =60Ο . Φέρουμε τα ύψη  ΑΕ και ΒΖ του 

παραλληλογράμμου που αντιστοιχούν στην ευθεία ΔΓ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) 
2

ΑΔ
ΓΖ ,          (Μονάδες 8) 

β) το  τρίγωνο ΑΔΕ είναι  ίσο  με το  τρίγωνο ΒΓΖ,    (Μονάδες 9) 

γ) το τετράπλευρο ΑΒΖΕ  είναι  ορθογώνιο.     (Μονάδες 8) 
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Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με Β̂ = 600 και ΑΕ, ΒΖ ύψη του από τις κορυφές Α και 

Β αντίστοιχα προς την ευθεία ΔΓ.  

 

α) Οι ΑΒ και ΔΓ είναι παράλληλες ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου και το 

ΒΖ είναι ύψος του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ, άρα θα είναι κάθετο στις παράλληλες 

ΑΒ και ΔΓ και θα είναι ΑΒ̂Ζ = Ζ̂ = 900 (1). Οπότε ΓΒ̂Z = ΑΒ̂Ζ - ΑΒ̂Γ = 90ο –  60ο = 30ο. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΓΖΒ (Ζ̂ = 900) είναι ΓΒ̂Z = 300, οπότε η απέναντι κάθετη των 

300 θα είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας. Δηλαδή ΓZ = 
ΒΓ

2
 και αφού είναι 

ΒΓ=ΑΔ, ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ, τότε ΓZ = 
ΑΔ

2
. 

β) Τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΒΖΓ έχουν: 

• Ε̂ = Ζ̂ = 900, γιατί τα τμήματα ΑΕ και ΒΖ είναι κάθετα στη ΒΓ ως ύψη του 

παραλληλογράμμου. 

• AΔ = BΓ, διότι είναι απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ.  

• Δ̂ = ΒΓ̂Ζ, ως γωνίες εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη που σχηματίζονται από 

τις παράλληλες ΑΔ και ΒΓ που τέμνονται από τη ΔΓ. 

Άρα τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΒΖΓ είναι ίσα ως ορθογώνια που έχουν την υποτείνουσα και 

την προσκείμενη σε αυτήν οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες μια προς μία. 

γ) Το τετράπλευρο ΑΒΖΕ έχει τρείς γωνίες ορθές, την ΑΒ̂Ζ από σχέση (1), την ΑΕ̂Ζ και 

την ΕΖ̂Β αφού τα ΑΕ και ΒΖ είναι ύψη, οπότε είναι ορθογώνιο. 
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ΘΕΜΑ 2 

Ζςτω ορθογώνιο ΑΒΓΔ  και τα ςημεία Ν και Κ των ΑΒ και ΔΓ αντίςτοιχα,  τζτοια ώςτε  

ΑΝ = ΚΓ. Να αποδείξετε ότι: 

α) τα τρίγωνα ΑΝΔ και ΒΓΚ είναι ίςα ,    (Μονάδεσ 12) 

β) το τετράπλευρο ΝΒΚΔ είναι παραλληλόγραμμο.   (Μονάδεσ 13) 
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Έστω ορθογώνιο ΑΒΓΔ και σημεία Ν και Κ πάνω στις ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα τέτοια 

ώστε ΑΝ = ΓΚ. 

 

α) Τα τρίγωνα ΑΝΔ και ΒΓΚ έχουν: 

• Α̂ = Γ̂ = 900 ,αφού το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο. 

• ΑΝ = ΚΓ, από υπόθεση 

• ΑΔ = ΒΓ, ως απέναντι πλευρές του ορθογωνίου ΑΒΓΔ 

Άρα, τα τρίγωνα ΑΝΔ και ΒΓΚ είναι ίσα ως ορθογώνια που έχουν τις κάθετες πλευρές 

τους ίσες μία προς μία.  

β) Ισχύει ΑΒ = ΔΓ (1) γιατί είναι απέναντι πλευρές του ορθογωνίου ΑΒΓΔ και επίσης 

ΑΝ = ΚΓ (2) από υπόθεση. Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις ισότητας (1) και (2) 

βρίσκουμε: ΑΒ – ΑΝ = ΔΓ – ΚΓ, δηλαδή BN = KΔ (3). 

ΔΝ=ΒΚ (4) ως υποτείνουσες των ίσων τριγώνων ΑΝΔ και ΒΓΚ (από το προηγούμενο 

ερώτημα). Από (3) και (4) προκύπτει ότι το τετράπλευρο ΝΒΚΔ είναι 

παραλληλόγραμμο γιατί έχει τις απέναντι πλευρές του ίσες. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ ) με ΑΒ=8 και ΔΓ=12. Αν ΑΗ και ΒΘ τα ύψη 

του τραπεζίου,  

α) να αποδείξετε ότι ΔΗ = ΘΓ.      (Μονάδες 12) 

β) να υπολογίσετε τη διάμεσο του τραπεζίου.    (Μονάδες 13) 
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Έστω ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) και ΑΗ, ΒΘ τα ύψη του. 

α)  

 

Επειδή ΑΗ και ΒΘ είναι ύψη τραπεζίου είναι ΑΗ ⊥ ΔΓ και ΒΘ ⊥ ΔΓ. 

Οπότε, τα τρίγωνα ΑΗΔ και ΒΘΓ είναι ορθογώνια με ΑΗ̂Δ = ΒΘ̂Γ = 900 και έχουν: 

• ΑΔ = ΒΓ, ως πλευρές (μη παράλληλες) του ισοσκελούς τραπεζίου. 

• Γ̂ = Δ̂ ως γωνίες προσκείμενες σε βάση ισοσκελούς τραπεζίου. 

Άρα, τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΗΔ και ΒΘΓ είναι ίσα γιατί έχουν την υποτείνουσα και 

την προσκείμενη σε αυτήν γωνία αντίστοιχα ίσες μία προς μία, οπότε και ΔH = ΘΓ. 

β)  

 

Έστω EΖ η διάμεσος του τραπεζίου, τότε η ΕΖ θα ισούται με το ημιάθροισμα των 

βάσεων του τραπεζίου, δηλαδή ΕΖ =  
ΑΒ+ΓΔ

2
. 

Οπότε, ΕΖ =  
8+12

2
=

20

2
 = 10. 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο τραπζηιο του παρακάτω ςχιματοσ ζχουμε ΑΒ=ΑΔ=
2

ΓΔ
, o60Δ 



 και Μ το μζςο 

τθσ πλευράσ ΓΔ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) θ ΔΒ είναι διχοτόμοσ τθσ γωνίασ 


Δ ,     (Μονάδεσ 9) 

β) θ ΒΜ  χωρίηει το τραπζηιο ςε ζνα ρόμβο και ζνα ιςόπλευρο τρίγωνο.  

         (Μονάδεσ 16) 

 

Γ

ΒΑ

Γ M
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α)  

 

Είναι ΓΔ̂Β = AΒ̂Δ (1) ως εντός εναλλάξ γωνίες των παραλλήλων ΑΒ και ΓΔ με τέμνουσα 

την ΒΔ. Επειδή είναι ΑΒ = ΑΔ, το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με βάση την ΒΔ, άρα 

AΔ̂Β = AΒ̂Δ (2). 

Από τις (1), (2) προκύπτει ότι AΔ̂Β = ΓΔ̂Β, άρα η ΔΒ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ̂. 

β)  

 

Φέρνουμε το τμήμα ΒΜ. Επειδή ΑΒ // ΔΓ ως βάσεις του τραπεζίου ΑΒΓΔ, άρα ΑΒ // 

ΔΜ. Αφού είναι ΑΒ = 
ΓΔ

2
 και το Μ είναι μέσο του ΔΓ από την υπόθεση, άρα ΑΒ =ΔΜ. 

Οπότε, το τετράπλευρο ΑΔΜΒ έχει τις απέναντι πλευρές του ΑΒ και ΔΜ παράλληλες 

και ίσες άρα είναι παραλληλόγραμμο. Επειδή είναι AΒ = ΑΔ από την υπόθεση άρα το 

παραλληλόγραμμο ΑΔΜΒ έχει δύο διαδοχικές πλευρές του ίσες, οπότε είναι ρόμβος. 

Επειδή το ΑΔΜΒ είναι ρόμβος, ισχύει ότι ΒΜ = ΔΜ. Και αφού ΔΜ = ΜΓ γιατί Μ είναι 

μέσο του ΔΒ, τότε θα είναι ΒΜ = ΜΓ. Οπότε το τρίγωνο ΒΜΓ είναι ισοσκελές. 

Αφού Δ̂ = 60ο τότε και BΜ̂Γ = Δ̂ = 60ο ως γωνίες εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των 

παραλλήλων ΑΔ και ΒΜ με τέμνουσα την ΔΓ.  

Επειδή το ισοσκελές τρίγωνο ΒΜΓ έχει τη γωνία της κορυφής του ίση με 60ο θα είναι 

ισόπλευρο. 
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ΘΕΜΑ 2  

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ και Μ το μέσο της ΒΓ. Προεκτείνουμε τη διάμεσο ΑΜ, 

προς το Μ, κατά τμήμα ΜΔ=ΜΑ. Από το Α φέρουμε παράλληλη προς τη ΒΓ η οποία 

τέμνει την προέκταση της ΔΓ στο σημείο Ε. 

Να αποδείξετε ότι:  

α) το τετράπλευρο ΑΒΔΓ είναι παραλληλόγραμμο.    (Μονάδες 12)  

β) BM = 
ΑΕ

2
.        (Μονάδες 13) 
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Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ, Μ μέσο της ΒΓ, Δ σημείο στην προέκταση της ΑΜ προς 

το Μ τέτοιο ώστε ΜΔ=ΜΑ, Ε το σημείο τομής της ΔΓ με ευθεία που διέρχεται από το 

Α και είναι παράλληλη στη ΒΓ. 

 

α) Φέρνουμε το τμήμα ΒΔ. Επειδή έχουμε ΜΓ = ΒΜ αφού το Μ είναι το μέσο της 

πλευράς ΒΓ και ΜΑ = ΜΔ από την υπόθεση, τότε το τετράπλευρο ΑΒΔΓ είναι 

παραλληλόγραμμο γιατί οι διαγώνιοί του ΑΔ και ΒΓ διχοτομούνται. 

β) Έχουμε ότι η ευθεία ΑΕ είναι παράλληλη στην ΒΓ, οπότε και τα τμήματα ΑΕ και ΒΓ 

είναι παράλληλα. 

Από το α) ερώτημα έχουμε ότι το ΑΒΔΓ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε οι απέναντι 

πλευρές του ΑΒ και ΓΔ είναι παράλληλες. Άρα και τα τμήματα ΑΒ και ΓΕ είναι 

παράλληλα. 

Συνεπώς, το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι παραλληλόγραμμο γιατί έχει τις απέναντι 

πλευρές τους παράλληλες.  

Επειδή AE = BΓ, ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΕ, ισχύει ότι  

BM = 
ΒΓ

2
=

ΑΕ

2
. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ τέτοιο, ώστε AΓ AB .Στην πλευρά ΑΒ θεωρούμε  σημείο Δ τέτοιο 

ώστε AΔ AΓ και στην προέκταση της ΒΑ (προς το Α) θεωρούμε σημείο Ε τέτοιο ώστε 

AE AΓ .  

Να αποδείξετε ότι:  

α) ΔΓ EΓ ,           (Μονάδες 12) 

β) η γωνία ΕΑΓ είναι διπλάσια της γωνίας ΑΔΓ.           (Μονάδες 13) 
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Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΓ<ΑΒ, σημείο Δ στην πλευρά ΑΒ τέτοιο ώστε ΑΔ=ΑΓ και σημείο 

Ε στην προέκταση της ΒΑ τέτοιο ώστε ΑΕ=ΑΓ. 

 

α) Φέρνουμε τα τμήματα ΔΓ και ΓΕ. Αφού από υπόθεση είναι ΑΔ = ΑΓ και ΑΕ = ΑΓ τότε  

ΑΔ = ΑΓ = ΑΕ. Οπότε στο τρίγωνο ΔΓΕ το τμήμα ΑΓ είναι διάμεσος στην πλευρά του ΔΕ 

και είναι ίσο με το μισό της πλευράς που αντιστοιχεί, δηλαδή είναι ΑΓ= 
ΔΕ

2
.  

Επομένως, το τρίγωνο ΔΓΕ είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα την πλευρά ΔΕ και με 

ορθή τη γωνία ΕΓ̂Δ , άρα ΔΓ ⊥ ΕΓ. 

β) Επειδή είναι AΓ = AΔ, το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισοσκελές, άρα ΑΓ̂Δ = ΑΔ̂Γ (1). 

Η ΕΑ̂Γ είναι εξωτερική γωνία του τριγώνου ΑΔΓ, οπότε είναι ΕΑ̂Γ = ΑΓ̂Δ + ΑΔ̂Γ και αφού 

είναι ΑΓ̂Δ = ΑΔ̂Γ λόγω της σχέσης (1), άρα ΕΑ̂Γ = ΑΔ̂Γ + ΑΔ̂Γ = 2ΑΔ̂Γ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι 0ˆ 120B και . Έστω ΕΖ η διάμεσος του 

τριγώνου ΔΕΓ. 

α) Να  υπολογίσετε τις γωνίες Α και  Γ  του παραλληλογράμμου.     (Μονάδες 8)  

β) Αν Κ είναι το μέσο της πλευράς ΑΒ, να αποδείξετε ότι ΕΖ=ΑΚ.      (Μονάδες 9)                                     

γ) Να  υπολογίσετε τη γωνία ΕΖΓ.                                                             (Μονάδες 8)       
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α)  

 

Οι γωνίες Α̂ και Β̂ είναι εντός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΔ και ΒΓ που 

τέμνονται από την ΑΒ οπότε είναι παραπληρωματικές, δηλαδή Α̂ + Β̂ = 180ο και αφού 

Β̂ =1200 άρα Α̂ = 60ο. 

Οι γωνίες Α̂ και Γ̂ είναι απέναντι γωνίες του παραλληλογράμμου άρα είναι ίσες, 

οπότε Γ̂ = Α̂ = 60ο. 

β)  

 

Έστω Κ το μέσο της πλευράς ΑΒ, τότε θα είναι ΑΚ = ΚΒ = 
ΑΒ

2
 (1). 

Αφού ΔΕ ⊥ ΒΓ τότε το τρίγωνο ΔΕΓ είναι ορθογώνιο και το ΕΖ είναι διάμεσος (από 

υπόθεση) που αντιστοιχεί στην υποτείνουσά του ΔΓ, άρα EZ = 
ΔΓ

2
 (2). 

Είναι ΑΒ=ΔΓ ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ οπότε 
ΑΒ

2
 =  

ΔΓ

2
 (3) 

Επομένως, από τις (1), (2) και (3) προκύπτει ότι ΑΚ = ΕΖ. 

γ) Επειδή EZ = 
ΔΓ

2
 = ΖΔ = ΖΓ, το τρίγωνο ΕΖΓ είναι ισοσκελές με ίσες πλευρές τις ΖΕ, ΖΓ 

και τη γωνία Γ̂ = 60ο, οπότε θα είναι ισόπλευρο. Άρα ΕΖ̂Γ = 60ο. 

 1704-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω τρίγωνο ΑΒΓ και 𝜇𝛽 , 𝜇𝛾  οι διάμεςοι του τριγώνου που αντιςτοιχοφν ςτισ 

πλευρζσ  𝛽 και 𝛾 αντίςτοιχα. Δίνεται η ακόλουθη πρόταςη:  

Π: Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ  με 𝛽 = 𝛾, τότε οι διάμεςοι  𝜇𝛽 ,𝜇𝛾  είναι ίςεσ. 

α) Να εξετάςετε αν ιςχφει η πρόταςη Π, αιτιολογώντασ την απάντηςή ςασ.      

              (Μονάδεσ 10) 

β) Να διατυπώςετε την αντίςτροφη πρόταςη τησ Π και να εξετάςετε αν ιςχφει 

αιτιολογώντασ την απάντηςή ςασ.    

 (Μονάδεσ 10) 

γ) Στην περίπτωςη που οι δυο προτάςεισ, η Π  και η αντίστροφή της  ιςχφουν, να τισ 

διατυπώςετε ωσ ενιαία πρόταςη.                      (Μονάδεσ 5) 
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α) Έστω ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με ΑΒ = ΑΓ και ΒΕ, ΓΔ οι διάμεσοι μβ , μγ 

αντίστοιχα. Θα εξετάσουμε αν είναι μβ = μγ . 

 

Τα τρίγωνα ΒΔΓ και ΒΕΓ έχουν: 

• ΒΔ = ΕΓ, ως μισά των ίσων πλευρών ΑΒ και ΑΓ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ 

• ΒΓ κοινή πλευρά 

• Β̂ = Γ̂, ως γωνίες προσκείμενες στη βάση ΒΓ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα ΒΔΓ και ΒΕΓ είναι ίσα οπότε θα έχουν 

και τα υπόλοιπα κύρια στοιχεία τους ίσα, άρα και ΒΕ = ΔΓ, δηλαδή μβ = μγ . 

β) Η αντίστροφη πρόταση της Π διατυπώνεται ως εξής:  

«Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ οι διάμεσοι του μβ, μγ είναι ίσες, τότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

ισοσκελές με β = γ». 

Έστω ότι στο τρίγωνο ΑΒΓ οι διάμεσοί του μβ, μγ , δηλαδή οι ΒΕ , ΓΔ αντίστοιχα, είναι 

ίσες. Θα εξετάσουμε αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με β = γ, δηλαδή ΑΒ = ΑΓ.  

 

Έστω Ζ το σημείο τομής των διαμέσων ΒΕ και ΓΔ. Άρα το Ζ είναι το βαρύκεντρο του 

τριγώνου ΑΒΓ και συνεπώς θα ισχύουν: 

ΔΖ = 
1

 3 
ΓΔ (1) και ΖΕ = 

1

 3 
 ΒΕ (2) αλλά και ΓΖ = 

2

 3 
ΓΔ (3) και ΒΖ=

2

 3 
 ΒΕ (4).  
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Αφού είναι ΓΔ = ΒΕ (από την υπόθεση), από τις (1) και (2) θα είναι ΔΖ = ΖΕ (5) και από 

τις σχέσεις (3) και (4) θα είναι ΓΖ=ΒΖ (6).  

Τα τρίγωνα ΔΖΒ και ΕΖΓ έχουν: 

• ΔΖ = ΖΕ , λόγω της σχέσης (5) 

• ΒΖ = ΓΖ , λόγω της σχέσης (6) 

• ΔΖ̂Β = ΕΖ̂Γ, ως γωνίες κατακορυφήν 

Επομένως, σύμφωνα με το κριτήριο Π-Γ-Π τα τρίγωνα ΔΖΒ και ΕΖΓ θα είναι ίσα οπότε 

θα έχουν και τα υπόλοιπα κύρια στοιχεία τους ίσα. Άρα θα είναι ΔΒ = ΕΓ οπότε και 

2ΔΒ = 2ΕΓ δηλαδή ΑΒ = ΑΓ.  

Επομένως, το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 

Συνεπώς, η πρόταση «Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ οι διάμεσοι του μβ, μγ είναι ίσες, τότε το 

τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με β = γ» είναι αληθής. 

γ) Εφόσον, από τα ερωτήματα α) και β) η πρόταση Π και η αντίστροφή της είναι 

αληθής μπορούμε να τις διατυπώσουμε ως την ενιαία πρόταση: «Το τρίγωνο ΑΒΓ 

είναι ισοσκελές με β = γ αν και μόνο αν οι διάμεσοί του μβ, μγ είναι ίσες». 
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32 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, ςτο οποίο η εξωτερική του γωνία Γ̂  είναι διπλάςια τησ 

εςωτερικήσ του γωνίασ Â . Από την κορυφή Α διζρχεται ημιευθεία Ax // ΒΓ ςτο 

ημιεπίπεδο (ΑΒ, Γ). Στην ημιευθεία Ax θεωροφμε ςημείο Δ τζτοιο ώςτε ΑΔ=ΒΓ. 

Να αποδείξετε ότι:  

α) Η ΒΔ διζρχεται από το μζςο του τμήματοσ ΑΓ.    (Μονάδεσ 7) 

β) Η ΓΔ είναι διχοτόμοσ τησ εξΓ̂ .      (Μονάδεσ 9) 

γ) Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ.      (Μονάδεσ 9) 

 

 1709



Έστω τρίγωνο ΑΒΓ τέτοιο ώστε η Γ̂εξ = 2Α̂, ημιευθεία Αx παράλληλη στη ΒΓ και 

σημείο της Δ τέτοιο ώστε ΑΔ = ΒΓ. 

 

α) Αφού τα τμήματα ΑΔ και ΒΓ είναι ίσα και παράλληλα, τότε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ 

είναι παραλληλόγραμμο. Οι διαγώνιοί του ΑΓ και ΒΔ διχοτομούνται έστω στο 

σημείο Κ. Άρα η ΒΔ διέρχεται από το μέσο Κ του τμήματος ΑΓ.  

β) Επειδή το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο, οι πλευρές του ΑΒ και ΔΓ είναι 

παράλληλες.  

Είναι Γ̂1 = Α̂ (1) ως γωνίες εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τις τέμνει η 

ΑΓ.  

Όμως είναι Γ̂εξ = 2Α̂ και Γ̂εξ = Γ̂1 + Γ̂2 οπότε θα είναι 2Α̂ = Α̂ + Γ̂2 . Άρα Α̂ = Γ̂2 (2)  

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι Γ̂1 = Γ̂2 , οπότε η ΓΔ είναι διχοτόμος της Γ̂εξ. 

γ) Γνωρίζουμε ότι η εξωτερική γωνία τριγώνου είναι ίση με το άθροισμα των 

απέναντι δυο εσωτερικών γωνιών του, άρα Γ̂εξ = Α̂ + Β̂. Με δεδομένο ότι Γ̂εξ = 2Α̂ θα 

είναι 2Α̂ = Α̂ + Β̂ άρα Α̂ = Β̂. Οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και στο εσωτερικό του θεωρούμε τα σημεία Γ, Δ  

ώστε να ισχύει ΑΓ= ΓΔ= ΔΒ.  Επίσης θεωρούμε σημείο Ο εκτός του ευθυγράμμου  

τμήματος ΑΒ έτσι ώστε να ισχύουν  ΟΓ=ΑΓ και ΟΔ=ΔΒ. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. η γωνία ˆΓΟΔ είναι 60
0
              (Μονάδες 9) 

ii. οι γωνίες ˆΟΑΓ  , ˆΟΒΔ  είναι ίσες και κάθε μια ίση με 30
0
.    (Μονάδες 9) 

β) Αν Μ το μέσον του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, να αποδείξετε ότι 2ΟΜ=ΟΑ.    

 (Μονάδες 7) 
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α) i. Είναι ΑΓ = ΟΓ = ΓΔ και ΓΔ = ΔΒ = ΟΔ, οπότε ΟΓ = ΓΔ = ΟΔ. Άρα το τρίγωνο ΟΓΔ 

είναι ιςόπλευρο και οι γωνίεσ του είναι ίςεσ με 60ο. Άρα Γ ̂Δ = 60ο. 

ii. Επειδή ΟΓ = ΑΓ, το τρίγωνο ΟΑΓ είναι ιςοςκελζσ οπότε  ̂1 =  ̂1. 

Η γωνία Ο ̂Δ είναι εξωτερική ςτο τρίγωνο ΟΓΑ, οπότε: 

Ο ̂Δ =  ̂1 +  ̂1  60ο = 2  ̂1   ̂1 = 30ο . 

Η γωνία ΟΔΒ είναι εξωτερική ςτο τρίγωνο ΟΓΑ, άρα: 

Ο ̂Β =  ̂2 +  ̂1  60ο = 2  ̂1    ̂1 = 30ο . 

β) Είναι  ̂1 =  ̂1 = 30ο, άρα το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ιςοςκελζσ. Η διάμεςοσ ΟΜ του 

ιςοςκελοφσ τριγϊνου ΟΑΒ είναι και φψοσ του, δηλαδή ΟΜΑΒ. Στο ορθογϊνιο 

τρίγωνο ΟΜΑ, είναι  ̂1  = 30ο. Άρα για την απζναντι κάθετη πλευρά ΟΜ ιςχφει:  

ΟΜ = 
  

 
  2ΟΜ = ΟΑ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) είναι ΓΔ= 2ΑΒ. Επίσης τα Ζ, Η, Ε είναι τα μέσα των ΑΔ, ΒΓ 

και ΔΓ αντίστοιχα. Ακόμη η ΖΗ τέμνει τις ΑΕ, ΒΕ στα σημεία Θ, Ι αντίστοιχα.  

α) Να δείξετε ότι, το  τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι παραλληλόγραμμο.  

  (Μονάδες 10) 

β) Να δείξετε ότι, τα σημεία Θ, Ι είναι μέσα των ΑΕ, ΒΕ αντίστοιχα.
                     

   (Μονάδες  5) 

γ)  Να δείξετε ότι ΖΗ = 
3

2
 ΑΒ.                 (Μονάδες 10)
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α) Το ςθμείο Ε είναι μζςο τθσ πλευράσ ΔΓ, άρα ΓΕ = 
  

 
 ι ΓΔ=2ΓΕ. Από τθν υπόκεςθ 

ζχουμε ότι ΓΔ=2ΑΒ, άρα ΓΕ=ΑΒ  και  επιπλζον είναι ΓΕ // ΑΒ επειδι το ΑΒΓΔ είναι 

τραπζηιο. Επομζνωσ το τετράπλευρο ΑΒΓΕ ζχει δφο απζναντι πλευρζσ του ίςεσ και 

παράλλθλεσ, οπότε είναι παραλλθλόγραμμο. 

β) Η ΖΗ είναι διάμεςοσ του τραπεηίου ΑΒΓΔ αφοφ Ζ, Η τα μζςα των μθ παράλλθλων 

πλευρών του ΑΔ και ΒΓ. Άρα ΖΗ // ΓΔ. Στο τρίγωνο ΑΔΕ, το Ζ είναι μζςο τθσ ΑΔ και 

ΖΘ // ΔΕ, άρα το Θ είναι μζςο τθσ ΑΕ. Στο τρίγωνο ΒΕΓ το Η είναι μζςο τθσ ΒΓ και 

Η Ι //ΕΓ , άρα το Ι είναι μζςο τθσ ΒΕ. 

γ) Επειδι θ ΖΗ είναι διάμεςοσ του τραπεηίου, κα ιςοφται με το θμιάκροιςμα των 

βάςεών του. Δθλαδι: ΖΗ = 
     

 
 
      

 
 
   

 
 
   

 
 ΑΒ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ˆ ˆ ˆΑ Γ 2Β+ = και έστω ΑΔ ύψος και ΒΕ διχοτόμος του τριγώνου 

που τέμνονται στο Ζ. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i.  
ο

Β̂ 60=  και ΑΖ=ΒΖ.       (Μονάδες 10) 

ii. 
3

Α∆ ΒΖ
2

=                      (Μονάδες 8) 

β) Αν είναι γνωστό ότι το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ισόπλευρο, να υπολογίσετε τις άλλες 

γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.       (Μονάδες 7) 
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α) i. Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι: 

 ̂ +  ̂ +  ̂ = 180ο   ̂ + 2 ̂ = 180ο  3 ̂ = 180ο   ̂ = 60ο. 

Στο ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΔΒ (ΑΔ φψοσ, άρα ΑΔΒΓ) για τισ οξείεσ γωνίεσ του ιςχφει: 

Β ̂Δ + Α ̂Δ = 90ο  Β ̂Δ = 30ο. 

Επειδή η ΒΕ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ  ̂, ιςχφει ότι: Α ̂Ζ = 
  ̂ 

 
 
   

 
 = 30ο . 

Επειδή Β ̂Δ = Α ̂Ζ = 30ο ςυμπεραίνουμε ότι το τρίγωνο ΑΒΖ είναι ιςοςκελζσ με βάςη 

ΑΒ, οπότε ΑΖ = ΒΖ. 

ii. Στο ορθογϊνιο τρίγωνο ΒΔΖ είναι Ζ ̂Δ = 30ο, άρα η απζναντι κάθετη πλευρά του 

ιςοφται με το μιςό τησ υποτείνουςασ, δηλαδή ΔΖ = 
  

 
. Τότε: 

ΑΔ = ΑΖ + ΖΔ  

ΑΖ=ΒΖ από το i. Ερϊτημα 

Άρα ΑΔ= ΒΖ + 
  

 
 = 
   

 
ΒΖ. 

β) Αν το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ιςόπλευρο, ιςχφει ότι Ζ ̂Ε = 60ο. Στο ορθογϊνιο τρίγωνο 

ΑΔΓ για τισ οξείεσ γωνίεσ του ιςχφει: Δ ̂Γ +  ̂ = 90ο   ̂ = 30ο. Επίςησ από το 

ερϊτημα α) i. είναι  ̂ = 60ο οπότε B ̂Γ +  ̂ +  ̂ = 180ο  B ̂Γ + 60ο + 30ο  = 180ο  

B ̂Γ = 90ο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στην παρακάτω εικόνα φαίνεται μια κρεμάστρα τοίχου η οποία αποτελείται από έξι 

ίσα ευθύγραμμα κομμάτια ξύλου (ΑΔ, ΒΓ, ΓΖ, ΔΗ, ΖΚ, ΗΛ) που είναι στερεωμένα με 

έντεκα καρφιά (Α, Β, Γ, Δ, Θ, Ε, Μ, Η, Κ, Λ, Ζ). Αν το σημείο Θ, είναι μέσο των 

τμημάτων ΑΔ και ΒΓ ενώ το σημείο Ε είναι μέσο των τμημάτων ΓΖ και ΔΗ, να 

αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΓΗΖΔ είναι ορθογώνιο.     (Μονάδες 10) 

β) Τα σημεία Β, Δ, Ζ είναι συνευθειακά.    (Μονάδες 9) 

γ) Το τετράπλευρο ΑΓΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.   (Μονάδες 6) 
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α)  

 

Επειδή ΓΕ = EΖ και EH = ΔΕ, αφοφ Ε μζςο των ΓΖ και ΔΗ, ςτο τετράπλευρο ΓΗΖΔ οι 

διαγώνιεσ του διχοτομοφνται και είναι ίςεσ, άρα είναι ορθογώνιο. 

β)  

 

Επειδή ΘA = ΘΔ και ΘΓ = ΘΒ, αφοφ Θ μζςο των ΑΔ και ΒΓ, ςτο τετράπλευρο ΑΒΔΓ οι 

διαγώνιεσ του διχοτομοφνται και είναι ίςεσ, άρα είναι ορθογώνιο, οπότε  

B ̂Γ = 90ο. Επίςησ το ΓΗΖΔ είναι ορθογώνιο από το α) ερώτημα, οπότε Γ ̂Z = 90ο. 

Τότε B ̂Z = B ̂Γ +  Γ ̂Z =180ο, οπότε τα ςημεία Β, Δ, Ζ είναι ςυνευθειακά. 

γ)  

 

Από το ορθογώνιο ΑΓΔΒ ςυμπεραίνουμε ότι ΑΓ//ΒΔ οπότε και ΑΓ//ΔΖ αφοφ  

Β, Δ, Ζ ςυνευθειακά ςημεία ( β) ερώτημα). Τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΓΔΖ ζχουν: 

   ̂    ̂      (ΑΒΔΓ και ΓΗΖΔ ορθογώνια παραλληλόγραμμα) 

 ΓΔ κοινή πλευρά, 

 ΑΔ = ΓΖ, από υπόθεςη 

Άρα τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΓΔΖ είναι ίςα, γιατί είναι ορθογώνια με ίςεσ υποτείνουςεσ 

και μία κάθετη πλευρά ίςη. Οπότε και οι άλλεσ κάθετεσ πλευρζσ τουσ θα είναι ίςεσ, 

δηλαδή ΑΓ = ΔΖ. Τελικά, το ΑΓΖΔ ζχει τισ απζναντι πλευρζσ του ΑΓ και ΔΖ ίςεσ και 

παράλληλεσ οπότε είναι παραλληλόγραμμο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ευθεία (ε) και δυο σημεία Α, Β εκτός αυτής έτσι ώστε η ευθεία ΑΒ να μην 

είναι κάθετη στην (ε). Φέρουμε ΑΔ, ΒΓ κάθετες στην (ε) και Μ, Ν μέσα των ΑΒ και ΓΔ 

αντίστοιχα. 

α) Αν τα Α, Β είναι στο ίδιο ημιεπίπεδο σε σχέση με την (ε) 

i) να εξετάσετε αν το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι, παραλληλόγραμμο, τραπέζιο ή 

ορθογώνιο σε καθεμία από τις παρακάτω περιπτώσεις, αιτιολογώντας την 

απάντησή σας: 

1) ΑΔ < ΒΓ            (Μονάδες 4) 

2) ΑΔ = ΒΓ.           (Μονάδες 4) 

ii) να εκφράσετε το τμήμα ΜΝ σε σχέση με τα τμήματα ΑΔ, ΒΓ στις δυο 

προηγούμενες περιπτώσεις.                                   (Μονάδες 6) 

β) Αν η ευθεία (ε) τέμνει το τμήμα ΑΒ στο μέσο του Μ να βρείτε το είδος του 

τετραπλεύρου ΑΓΒΔ (παραλληλόγραμμο, τραπέζιο, ορθογώνιο) και να δείξετε ότι τα 

Μ, Ν ταυτίζονται. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.    (Μονάδες 9+2) 
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α) Επειδι ΑΔ  ε και BΓ  ε, τα τμιματα ΑΔ και ΒΓ είναι κάκετα ςτθν ίδια ευκεία 

οπότε είναι μεταξφ τουσ παράλλθλα. Δθλαδι ΑΔ // ΒΓ . 

i) 1) Αν ΑΔ < ΒΓ, τότε ΑΔ  ΒΓ άρα το τετράπλευρο ΑΒΓΔ δεν είναι παραλλθλόγραμμο 

οπότε ζχει μόνο δφο πλευρζσ παράλλθλεσ και είναι τραπζηιο. 

 

2) Αν ΑΔ = ΒΓ, τότε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ ζχει δφο  απζναντι πλευρζσ του ίςεσ 

και παράλλθλεσ οπότε είναι παραλλθλόγραμμο. Επειδι  ̂ = 90ο (ΑΔε), είναι 

τελικά ορκογώνιο. 

 

ii)  1) Όταν το ΑΒΓΔ είναι τραπζηιο, τότε το ΜΝ είναι διάμεςόσ του, άρα  

ΜΝ = 
     

 
.  

2) Όταν το ΑΒΓΔ είναι ορκογώνιο, τότε και τα ΑΜΝΔ, ΜΝΓΒ είναι ορκογώνια. 

Γιατί ΑΜ=ΔΝ ίςα και παράλλθλα ωσ μιςά των ίςων πλευρών ΑΒ και ΔΓ. 

Ομοίωσ ΜΒ=//ΝΓ και τότε ΜΝ = ΑΔ = ΒΓ. 

β) Αν θ (ε) τζμνει το ΑΒ ςτο μζςο του Μ, τότε: 

 

Τα τρίγωνα ΑΔΜ και ΜΒΓ ζχουν: 

  ̂   ̂      
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 ΑΜ = ΜΒ, διότι Μ μζςο τθσ ΑΒ 

 Α ̂Δ = Β ̂Γ, ωσ κατακορυφιν.  

Άρα τα τρίγωνα είναι ίςα, γιατί είναι ορκογώνια με ίςεσ υποτείνουςεσ και μία οξεία 

γωνία ίςθ. Οπότε κα ζχουν ίςεσ και τισ άλλεσ κάκετεσ πλευρζσ τουσ, δθλαδι ΑΔ=ΒΓ. 

Τότε το τετράπλευρο ΑΓΒΔ κα είναι παραλλθλόγραμμο αφοφ δφο απζναντι πλευρζσ 

του είναι ίςεσ και παράλλθλεσ. 

Επειδι ΑΜ > ΜΔ  

      και ΜΒ > ΜΓ κα είναι  

     ΑΜ+ΜΒ>ΜΔ+ΜΓ  ΑΒ > ΓΔ. Άρα το ΑΓΒΔ δεν ζχει ίςεσ διαγώνιεσ οπότε δεν είναι 

ορκογώνιο. Επειδι οι διαγώνιοι του παραλλθλογράμμου διχοτομοφνται, τα μζςα Μ 

και Ν των ΑΒ και ΓΔ αντίςτοιχα ταυτίηονται. 

 1715-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω ςχήμα δίνεται οξυγϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ, τα φψη του ΒΔ και ΓΕ που 

τζμνονται ςτο ςημείο Η και το μζςο Μ τησ πλευράσ ΒΓ. 

α)  Να αποδείξετε ότι  

i. ΜΔ=ΜΕ         (Μονάδεσ 10) 

ii.  Η ευθεία ΑΗ τζμνει κάθετα τη ΒΓ και ότι 


AH , όπου 


  η γωνία του τριγϊνου 

ΑΒΓ.                      (Μονάδεσ 5) 

β) Να βρείτε το ορθόκεντρο του τριγϊνου ΑΒΗ.                (Μονάδεσ 10)       
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Τα τμήματα ΒΔ και ΓΕ είναι φψη του τριγϊνου ΑΒΓ, άρα ΒΔΑΒ και ΓΕΑΓ. 

Επομζνωσ Β ̂Γ= Β ̂Γ=   . 

α) i.  

 

Στα ορθογϊνια τρίγωνα ΒΕΓ και ΒΔΓ τα τμήματα ΜΕ, ΜΔ είναι διάμεςοι που 

αντιςτοιχοφν ςτην κοινή υποτείνουςα ΒΓ των δφο τριγϊνων. Οπότε ΜΔ = 
  

 
 και  

ΜΕ = 
  

 
, άρα ΜΔ = ΜΕ. 

ii.  

 

Επειδή τα δφο φψη ΒΔ και ΓΕ του τριγϊνου ΑΒΓ τζμνονται ςτο Η, το Η είναι το 

ορθόκεντρό του. Οπότε το ΑΗ προεκτεινόμενο θα τζμνει τη ΒΓ ςε ςημείο Ζ και το 

τμήμα ΑΖ είναι το τρίτο φψοσ του τριγϊνου. Άρα η ΑΗ τζμνει κάθετα τη ΒΓ. 

Στο ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΗΔ για τισ οξείεσ γωνίεσ του ιςχφει ότι: 

Α ̂Δ + Η ̂Δ = 90ο  Α ̂Δ = 90ο – Η ̂Δ (1) 

Στο ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΖΓ για τισ οξείεσ γωνίεσ του ιςχφει ότι: 

 ̂ + Ζ ̂Γ = 90ο   ̂ = 90ο – Ζ ̂Γ   ̂ = 90ο – Η ̂Δ (2) 

Από τισ (1), (2) βρίςκουμε A ̂Δ = ̂. 
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β)  

 

Στο τρίγωνο ΑΒΗ το φψοσ ςτην ΑΒ είναι το ΗΕ και το φψοσ ςτην ΒΗ είναι το ΑΔ οι 

φορείσ των οποίων τζμνονται ςτο Γ. Άρα το ςημείο Γ είναι το ορθόκεντρο του 

τριγϊνου ΑΒΗ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δύο κύκλοι (Κ,ρ), (Λ,R) τέμνονται σε δύο σημεία Α, Β. Αν Γ και Δ είναι τα 

αντιδιαμετρικά  σημεία του Α στους δύο κύκλους, τότε να αποδείξετε ότι: 

α)  ο
∧

=Γ 90AB             (Μονάδες 5) 

β) τα σημεία Γ, Β, Δ είναι συνευθειακά.          (Μονάδες 10) 

γ) το τετράπλευρο με κορυφές τα σημεία Κ,Λ,Γ,Δ είναι τραπέζιο.      (Μονάδες 10) 
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α) Η γωνία Α ̂Γ είναι εγγεγραμμζνθ ςτον κφκλο (Κ, ρ) που βαίνει ςε θμικφκλιο άρα 

A ̂Γ = 90ο.  

β) Η γωνία Α ̂Δ είναι εγγεγραμμζνθ ςτον κφκλο (Λ, R) που βαίνει ςε θμικφκλιο, άρα 

A ̂Δ = 90ο.  Τότε Γ ̂Δ = Γ ̂Α + Α ̂Δ = 90ο + 90ο = 180ο.  

Άρα τα ςθμεία Γ, Β, Δ είναι ςυνευθειακά. 

γ) Τα Κ, Λ είναι μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΓΔ, άρα KΛ // ΓΔ. Επίςθσ οι 

πλευρζσ ΓΚ και ΔΛ του τετραπλεφρου ΚΛΓΔ τζμνονται ςτο Α. Άρα το τετράπλευρο 

ΚΛΓΔ ζχει δφο μόνο απζναντι πλευρζσ παράλλθλεσ, οπότε είναι τραπζηιο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Θεωρούμε  παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  και  τις  προβολές  Α΄, Β΄, Γ΄, Δ΄ των κορυφών 

του Α, Β, Γ, Δ αντίστοιχα, σε μια ευθεία ε.  

α) Αν η ευθεία ε αφήνει τις κορυφές του παραλληλογράμμου στο ίδιο ημιεπίπεδο 

και είναι ΑΑ΄=3, ΒΒ΄=2, ΓΓ΄=5, τότε: 

i. Να αποδείξετε ότι η απόσταση του κέντρου του παραλληλογράμμου από την  

ε είναι ίση με 4.  (Μονάδες 8)  

ii. Να βρείτε την απόσταση ΔΔ΄.  (Μονάδες 9) 

 

β) Αν η ευθεία ε διέρχεται από το κέντρο του παραλληλογράμμου και είναι 

παράλληλη προς δύο απέναντι πλευρές του, τι παρατηρείτε για τις αποστάσεις 

ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄, ΔΔ΄; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας  (Μονάδες 8) 
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α) Είναι ΑΑ’//ΒΒ’//ΓΓ’//ΔΔ’//ΟΟ’ ωσ κάκετα τμιματα ςτθν ίδια ευκεία ε. 

 

Η ευκεία ε δεν είναι παράλλθλθ ςτθ διαγώνιο ΑΓ γιατί:  

 Ζςτω ότι ε//ΑΓ  

Τότε επειδι επιπλζον ζχουμε ότι ΑΑ’//ΓΓ’, το ΑΑ’Γ’Γ κα είναι παραλλθλόγραμμο και 

επομζνωσ ΑΑ’=ΓΓ’ ωσ απζναντι πλευρζσ παραλλθλογράμμου. Όμωσ ΑΑ’=3 ≠ 5=ΓΓ’ , 

άτοπο. 

i. Από τθν παραλλθλία ΑΑ΄ και  ΓΓ΄ το ΑΑ΄Γ΄Γ είναι τραπζηιο με διάμεςο το ΟΟ΄. 

Άρα ΟΟ΄= 
       

 
 
   

 
  4. 

ii. Η ευκεία ε δεν είναι παράλλθλθ οφτε ςτθ διαγώνιο ΒΔ, γιατί αν ιταν, τότε όπωσ 

προθγουμζνωσ κα είχαμε ότι το ΒΟΟ’Β’ είναι παραλλθλόγραμμο, επομζνωσ 

ΒΒ’=ΟΟ’ , άτοπο γιατί ΒΒ’=2 ≠ 4=ΟΟ’. 

Από τθν παραλλθλία ΒΒ’ και ΔΔ’, το ΒΒ΄Δ΄Δ είναι τραπζηιο με διάμεςο το ΟΟ’. Άρα 

ΟΟ΄= 
       

 
  4 = 

     

 
  8 = 2 + ΔΔ΄  ΔΔ΄= 6. 

β)  

 

Αν θ ε είναι παράλλθλθ ςτισ ΑΒ και ΓΔ και διζρχεται από το κζντρο Ο, τότε θ ε κα 

είναι μεςοπαράλλθλθ των ΑΒ, ΓΔ. Οπότε τα τετράπλευρα ΑΑ΄Β΄Β και ΔΔ΄Γ΄Γ επειδι 
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ζχουν τισ απζναντι πλευρζσ τουσ παράλλθλεσ κα είναι παραλλθλόγραμμα με μία 

ορκι γωνία οπότε είναι ορκογώνια.  

Τα τρίγωνα ΟΑΑ΄ και ΟΓΓ΄ είναι ορκογώνια και ζχουν ΟΑ=ΟΓ γιατί το Ο είναι το 

κζντρο του ΑΒΓΔ και   ̂     ̂   ωσ κατακορυφιν γωνίεσ. Οπότε είναι ίςα γιατί 

ζχουν υποτείνουςεσ ίςεσ και μία οξεία γωνία ίςθ. Άρα ΑΑ΄=ΓΓ΄ και επειδι ΑΑ΄=ΒΒ΄ 

και ΓΓ΄=ΔΔ΄ ωσ απζναντι πλευρζσ των ορκογωνίων ΑΑ΄Β΄Β και ΓΓ΄Δ΄Δ, 

ςυμπεραίνουμε ότι ΑΑ΄ = ΒΒ΄= ΓΓ΄= ΔΔ΄. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ιςόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και τα φψη του ΒΚ και ΓΛ, τα οποία τζμνονται ςτο Ι. 

Αν Μ και Ν είναι τα μζςα των ΙΒ και ΙΓ αντίςτοιχα, να αποδείξετε: 

α) Το ΑΙ  προεκτεινόμενο διζρχεται από το μζςο τησ πλευράσ ΒΓ.     (Μονάδεσ 10)                                                      

β) Το τετράπλευρο ΜΛΚΝ είναι ορθογϊνιο παραλληλόγραμμο         (Μονάδεσ 15)                                                
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α)  

 

Επειδή ςτο ςημείο Ι τζμνονται τα φψη ΒΚ και ΛΓ του τριγϊνου ΑΒΓ, το Ι είναι το 

ορθόκεντρο του τριγϊνου οπότε το ΑΙ θα βρίςκεται ςτο φορζα του 3ου φψουσ και 

επειδή το τρίγωνο είναι ιςόπλευρο, κάθε φψοσ είναι και διάμεςοσ, άρα η 

προζκταςη του ΑΙ θα διχοτομεί την πλευρά ΒΓ. 

β)  

 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ τα Λ, Κ είναι τα μζςα των ΑΒ και ΑΓ οπότε ΛΚ // = 
  

 
 (1).  Στο 

τρίγωνο ΙΒΓ τα Μ, Ν είναι τα μζςα των ΙΒ και ΙΓ οπότε ΜΝ // = 
  

 
  (2).  Από τισ 

ςχζςεισ (1) και (2) ζχουμε ότι ΛΚ=//ΜΝ, άρα το ΜΛΚΝ είναι παραλληλόγραμμο.  

Στο τρίγωνο ΑΒΙ το ευθφγραμμο τμήμα ΛΜ ενϊνει τα μζςα των πλευρϊν ΑΒ και ΒΙ 

οπότε ΛΜ//ΑΙ.  

Το ΑΙ βρίςκεται ςτο φορζα του 3ου φψουσ (α) ερϊτημα) άρα ΑΙΒΓ και επειδή 

ΒΓ//ΛΚ από τη ςχζςη (1), θα είναι ΑΙΛΚ.  

Άρα το τμήμα ΛΜ θα είναι κάθετο ςτο τμήμα ΛΚ. Επομζνωσ   ̂ =90 οπότε το 

παραλληλόγραμμο ΜΛΚΝ είναι ορθογϊνιο γιατί ζχει 1 γωνία ορθή.  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται το ιςόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ που είναι  εγγεγραμμζνο ςτον κφκλο με κζντρο Ο 

και ακτίνα ρ. Τα τμιματα ΓΖ και ΒΖ είναι τα εφαπτόμενα τμιματα του κφκλου ςτα 

ςθμεία Γ και Β αντίςτοιχα. Αν το τμιμα ΘΗ είναι κάκετο ςτο τμιμα ΑΖ ςτο Ζ , να 

αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΖΒΓ είναι ιςόπλευρο.       (Μονάδεσ 7) 

β) Το τετράπλευρο ΑΓΖΒ είναι ρόμβοσ.      (Μονάδεσ 8) 

γ) Το τετράπλευρο ΒΓΗΘ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο.  

(Μονάδεσ 10) 
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α) Είναι ΖΒ = ΖΓ ωσ εφαπτόμενα τμιματα που άγονται από το Ζ προσ τον κφκλο. Άρα 

το τρίγωνο ΖΒΓ είναι ιςοςκελζσ. Οι γωνίεσ του ιςοπλεφρου τριγώνου ΑΒΓ είναι 

εγγεγραμμζνεσ που βαίνουν ςτα τόξα ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ και αφοφ είναι γωνίεσ 60ο, τότε 

τα αντίςτοιχα τόξα τουσ κα είναι τόξα 120ο το κακζνα. 

Η γωνία Β ̂Ζ =  ̂ = 60ο (γωνία από τθ χορδι ΒΓ και τθν εφαπτομζνθ ΓΖ ίςθ με τθν 

εγγεγραμμζνθ που βαίνει ςτο τόξο τθσ χορδισ). Οπότε, το ιςοςκελζσ τρίγωνο ΒΓΖ 

ζχει μία γωνία ίςθ με 60ο, άρα είναι ιςόπλευρο. 

β) Από το ιςόπλευρο τρίγωνο ΒΓΖ ζχουμε: ΓΒ = ΓΖ = ΖΒ (1). 

Από το ιςόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ βρίςκουμε: ΑΓ = ΑΒ = ΓΒ (2). 

Από (1), (2) προκφπτει: ΑΓ = ΑΒ = ΓΖ = ΖΒ, δθλαδι το τετράπλευρο ΑΓΖΒ ζχει όλεσ τισ 

πλευρζσ του ίςεσ, οπότε είναι ρόμβοσ. 

γ) Ιςχφει ότι:  

 ΘΗ  ΑΖ, από υπόκεςθ και 

 ΒΓ  ΑΖ, γιατί είναι διαγώνιοι του ρόμβου ΑΓΖΒ και τζμνονται κάκετα. 

Άρα ΒΓ // ΘΗ αφοφ είναι κάκετεσ ςτθν ίδια ευκεία ΑΖ. Επομζνωσ το τετράπλευρο 

ΒΓΗΘ είναι τραπζηιο αφοφ ΒΓ // ΘΗ και οι ΘΒ, ΗΓ δεν είναι παράλλθλεσ γιατί 

τζμνονται ςτο Α. Επίςθσ: 

  ̂   ̂ = 60ο και  ̂   ̂ = 60ο ωσ εντόσ εκτόσ και επί τα αυτά μζρθ των ΒΓ//ΘΗ 

τεμνομζνων από ΑΘ και ΑΗ αντίςτοιχα.  

Άρα το τραπζηιο ΒΓΗΘ είναι ιςοςκελζσ γιατί οι γωνίεσ τθσ βάςθσ του ΒΗ είναι ίςεσ.  
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ΘΕΜΑ 4 

Οι κφκλοι (Κ, ρ) και (Λ, 3ρ) εφάπτονται εξωτερικά ςτο ςημείο Α. Μία ευθεία ε 

εφάπτεται εξωτερικά και ςτουσ δφο κφκλουσ ςτα ςημεία Β και Γ αντίςτοιχα και 

τζμνει την προζκταςη τησ διακζντρου ΚΛ ςτο ςημείο Ε. Φζρουμε από το ςημείο Κ 

παράλληλο τμήμα ςτην ε που τζμνει το τμήμα ΛΓ ςτο Δ.  

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΔΚ είναι ορθογώνιο.           (Μονάδεσ 9) 

β) Να αποδείξετε ότι η γωνία ΔΚΛ είναι 30.                 (Μονάδεσ 8) 

γ) Να αποδείξετε ότι το τμήμα ΕΛ=6ρ, όπου ρ η ακτίνα του κφκλου (Κ, ρ).                   

              (Μονάδεσ 8) 
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α) Οι ακτίνεσ ΚΒ και ΛΓ είναι κάθετεσ ςτην εφαπτομζνη ε, άρα KB//ΛΓ. Επίςησ  

ΚΔ // ΒΓ από υπόθεςη οπότε το ΒΓΔΚ ζχει τισ απζναντι πλευρζσ του παράλληλεσ, 

οπότε είναι παραλληλόγραμμο. Επειδή Κ ̂Γ = 90ο, τελικά το ΒΓΔΚ είναι ορθογώνιο. 

β) Από το ορθογώνιο ΒΓΔΚ ζχουμε ότι ΒΚ=ΓΔ=ρ. Επίςησ ΔΛ = ΓΛ – ΓΔ = 3ρ-ρ = 2ρ και 

ΚΛ = ΚΑ + ΑΛ = ρ + 3ρ = 4ρ (διάκεντροσ κφκλων που εφάπτονται εξωτερικά). Στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΚΔΛ η κάθετη πλευρά ΔΛ είναι ίςη με το μιςό τησ υποτείνουςασ 

ΚΛ, οπότε η γωνία που βρίςκεται απζναντι από αυτή την πλευρά είναι γωνία 30ο . 

Δηλαδή Δ ̂Λ = 30ο. 

γ) Είναι  ̂ = Δ ̂Λ = 30ο, ωσ εντόσ εκτόσ και επί τα αυτά των παραλλήλων ΚΔ // ΕΓ που 

τζμνονται από την ΕΛ. Τότε ςτο ορθογώνιο τρίγωνο ΕΓΛ ιςχφει ότι: ΓΛ = 
  

 
   

ΕΛ = 2ΓΛ = 2  3ρ = 6ρ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( ) και θ διχοτόμοσ του ΒΔ. Από το Δ 

φζρουμε   και ονομάηουμε Ζ το ςθμείο ςτο οποίο θ ευθεία ΕΔ τζμνει τθν 

προζκταςθ τθσ ΒΑ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ιςοςκελζσ.                                                (Μονάδεσ 6)         

β)Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΕΖ είναι ίςα.                                              (Μονάδεσ 6)       

γ) Η ευθεία ΒΔ είναι μεςοκάθετθ των τμθμάτων ΑΕ και ΖΓ.     (Μονάδεσ 6) 

δ)Το τετράπλευρο ΑΕΓΖ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο.                     (Μονάδεσ 7)                 
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Ζςτω ορκογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ με  ̂     , ΒΔ θ διχοτόμοσ τθσ γωνίασ  ̂ και ΔΕ το 

κάκετο τμιμα ςτθ ΒΓ που τζμνει τθν προζκταςθ τθσ ΒΑ ςτο Η. 

α)  

 

Τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΒΕΔ ζχουν: 

  ̂   ̂      (Υπόκεςθ και ΔΕΒΓ) 

 ΒΔ κοινι πλευρά 

  ̂1 =  ̂2 γιατί θ ΒΔ είναι διχοτόμοσ τθσ  ̂. 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίςα, γιατί είναι ορκογϊνια με ίςεσ υποτείνουςεσ και μία οξεία 

γωνία ίςθ. Οπότε κα είναι ίςεσ και οι κάκετεσ πλευρζσ ΑΒ και ΒΕ ςτισ οποίεσ είναι 

προςκείμενεσ οι ίςεσ γωνίεσ  ̂1 και   ̂2 αντίςτοιχα. Άρα το τρίγωνο ΑΒΕ είναι 

ιςοςκελζσ. 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΕΗ ζχουν: 

  ̂   ̂      

 AB=BE (ΑΒΕ ιςοςκελζσ – α) ερϊτθμα) 

  ̂ κοινι γωνία 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίςα, γιατί είναι ορκογϊνια με ίςθ μία κάκετθ πλευρά τουσ και 

τθν προςκείμενθ οξεία γωνία ίςθ. 
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γ)  

 

Ιςχφει ότι: 

 ΒΑ = BE (ΑΒΕ ιςοςκελζσ) (1) 

 ΔΑ = ΔΕ (τριγ ΑΔΒ = τριγ ΒΔΕ από α) ερϊτθμα)  

Άρα τα ςθμεία Β και Δ ιςαπζχουν από τα άκρα του τμιματοσ ΑΕ, οπότε θ ΒΔ είναι 

μεςοκάκετοσ του ΑΕ. Επειδι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΕΗ είναι ίςα, από το β) ερϊτθμα, 

κα ζχουν ίςεσ υποτείνουςεσ, δθλαδι BΓ = BZ (2). Άρα το τρίγωνο ΒΓΗ είναι 

ιςοςκελζσ. Θ διχοτόμοσ ΒΔ τθσ γωνίασ  ̂ ςτο τρίγωνο ΒΗΓ τζμνει τθν πλευρά ΓΗ ςτο 

ςθμείο Θ και επειδι το τρίγωνο είναι ιςοςκελζσ με βάςθ τθν ΓΗ, το τμιμα ΒΘ είναι 

φψοσ και διάμεςόσ τθσ πλευράσ ΓΗ. Δθλαδι θ ευκεία ΒΔ είναι μεςοκάκετοσ του ΓΗ. 

δ) Επειδι AE  BΔ και ΗΓ  BΔ, είναι AE // ΗΓ.  Επίςθσ οι ΗΑ και ΓΕ δεν είναι 

παράλλθλεσ αφοφ τζμνονται ςτο Β. Άρα το ΑΕΓΗ είναι τραπζηιο. Ιςχφει ότι:   

ΕΓ = ΒΓ – ΒΕ = BZ – AB = AZ (από τισ ιςότθτεσ (1) και (2)). Συνεπϊσ το τετράπλευρο 

ΑΕΓΗ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ < ΑΓ) και η διχοτόμοσ του ΑΔ. Φζρουμε από το Β κάθετη 

ςτην ΑΔ που τζμνει την ΑΔ ςτο Ε και την πλευρά ΑΓ ςτο Η. Αν Μ είναι το μζςο τησ 

πλευράσ ΒΓ, να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΒΗ είναι ιςοςκελζσ.            (Μονάδεσ 9) 

β) ΕΜ//ΗΓ                                                          (Μονάδεσ 8) 

γ)  ΕΜ=(ΑΓ-ΑΒ)/2                                             (Μονάδεσ 8) 
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α) Στο τρίγωνο ΑΒΗ, το ΑΕ είναι φψοσ (αφοφ ΒΕΑΔ) και διχοτόμοσ. Άρα το τρίγωνο 

είναι ιςοςκελζσ με ίςεσ πλευρζσ τισ ΑΒ, ΑΗ.  

β) Στο ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΗ, το τμήμα ΑΕ θα είναι και διάμεςόσ του. Δηλαδή το Ε 

είναι μζςο του τμήματοσ ΒΗ. Στο τρίγωνο ΒΗΓ τα Ε, Μ είναι μζςα των πλευρϊν ΒΗ 

και ΒΓ, άρα ΕΜ // ΗΓ. 

γ) Για το τμήμα ΕΜ που ενϊνει τα μζςα των ΒΗ και ΒΓ ιςχφει επίςησ ότι:  

ΕΜ = 
  

 
 
     

 
 
     

 
 , αφοφ ΑΒ=ΑΗ από α) ερϊτημα. 
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ΘΕΜΑ 4 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο με κορυφζσ τα μζςα πλευρών ιςοςκελοφσ 

τριγώνου είναι ιςοςκελζσ.                                     (Μονάδεσ 8)                           

β) Να διατυπώςετε και να αποδείξετε ανάλογη πρόταςη για  

i. ιςόπλευρο τρίγωνο.                                                      (Μονάδεσ 8)     

ii. ορθογώνιο και ιςοςκελζσ τρίγωνο.                            (Μονάδεσ 9) 
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α)  

 

Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με AB=AΓ και Δ, Ε, Ζ τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΒΓ και 

ΑΓ αντίστοιχα. 

Το ΔΕ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, άρα ΔΕ = 
ΑΓ

2
 (1) 

Το ΕΖ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, άρα ΕΖ = 
ΑΒ

2
 (2) 

Επειδή AB=AΓ από (1) και (2) προκύπτει ότι ΔΕ=ΕΖ, δηλαδή το τρίγωνο ΔΕΖ είναι 

ισοσκελές. 

β) i. Πρόταση: «Το τρίγωνο με κορυφές τα μέσα των πλευρών ισόπλευρου τριγώνου 

είναι ισόπλευρο». 

 

Επειδή το ΔΖ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, ισχύει ότι ΔΖ = 
ΒΓ

2
 (3) 

Επειδή AB=ΒΓ=ΑΓ από (1), (2) και (3) προκύπτει ότι ΔΕ=ΕΖ=ΖΔ, οπότε το τρίγωνο ΔΕΖ 

είναι ισόπλευρο. 
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ii. Πρόταση: «Το τρίγωνο με κορυφές τα μέσα των πλευρών ορθογωνίου και 

ισοσκελούς τριγώνου είναι ορθογώνιο και ισοσκελές».  

 

Έστω ότι Α̂ = 90ο, και Δ, Ε, Ζ τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΒΓ και ΑΓ αντίστοιχα. Επειδή 

ΔΕ//ΑΓ, ZE//AB (ευθύγραμμα τμήματα που ενώνουν τα μέσα 2 πλευρών ενός 

τριγώνου) και AB ⊥ ΑΓ θα είναι και ΔΕ ⊥ ZE, άρα το τρίγωνο ΔΕΖ είναι ορθογώνιο με 

Ε̂ = 90ο. Επειδή ΖΕ = 
ΑΒ

2
, ΔΕ = 

ΒΓ

2
 και AB=ΑΓ θα είναι και ΖΕ=ΔΕ. Άρα το τρίγωνο ΔΕΖ 

είναι και ισοσκελές. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τραπζηιο ΑΒΓΔ με 


A =


 =90°, ΔΓ=2ΑΒ και 


 =3


 . Από το Β φζρνουμε κάθετθ 

ςτθ ΓΔ που τζμνει τθν ΑΓ ςτο ςθμείο Κ και τθν ΓΔ ςτο Ε. Επίςθσ φζρνουμε τθν ΑΕ 

που τζμνει τθ ΒΔ ςτο ςθμείο Λ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) 


 =45°        (Μονάδεσ 8)   

β) ΒΔ=ΑΕ        (Μονάδεσ 9)   

γ) ΚΛ=
4

1
ΔΓ.             (Μονάδεσ 8)   
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α) Οι γωνίες Β̂, Γ̂ είναι εντός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που 

τέμνονται από την ΒΓ, άρα είναι παραπληρωματικές. Οπότε  

Β̂ + Γ̂ =180ο  3Γ̂ + Γ̂ =180ο  4Γ̂ =180ο  Γ̂ = 45ο 

β) Το τετράπλευρο ΑΒΕΔ έχει τρείς γωνίες ορθές, τις Α̂, Δ̂ από την υπόθεση και την 

ΔΕ̂Β αφού η ΒΕ είναι κάθετη στην ΓΔ από κατασκευή, επομένως είναι ορθογώνιο. Οι 

ΑΕ, ΒΔ είναι διαγώνιοι του ορθογωνίου, οπότε είναι ίσες. 

γ) Για τις οξείες γωνίες του ορθογωνίου τριγώνου ΒΕΓ ισχύει: 

EΒ̂Γ + Γ̂ = 90ο  EΒ̂Γ + 45ο = 90ο   EΒ̂Γ = 45ο. Επομένως το τρίγωνο ΒΕΓ έχει δύο 

γωνίες ίσες, τις Γ̂ και EΒ̂Γ, άρα είναι ισοσκελές με ίσες πλευρές τις ΒΕ και ΕΓ. 

Επίσης από το ορθογώνιο ΑΒΕΔ έχουμε ότι AB = ΔΕ και επειδή από τα δεδομένα 

έχουμε ότι 2ΑΒ=ΓΔ, συμπεραίνουμε ότι ΔΕ = 
1

 2 
ΓΔ. Δηλαδή το σημείο Ε είναι μέσο 

της πλευράς ΓΔ. Οπότε ΑΒ=ΔΕ=ΕΓ. Τότε όμως το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι 

παραλληλόγραμμο αφού ΑΒ=//ΕΓ και Κ το σημείο τομής των διαγωνίων του. Στο 

τρίγωνο ΑΕΓ το ΛΚ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΕ και ΑΓ, άρα  

ΚΛ = 
1

 2 
ΕΓ = 

1

 2 
(

1

 2 
 ΓΔ) = 

1

 4 
ΔΓ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Αν τα ςημεία Ε και Η είναι τα μζςα των πλευρών του 

ΑΒ και ΓΔ αντίςτοιχα, να αποδείξετε ότι : 

α) Το τετράπλευρο ΔΕΒΗ είναι παραλληλόγραμμο.    (Μονάδεσ 8) 

β) ΑΕ Δ = ΒΗ Γ         (Μονάδεσ 8) 

γ) Οι ΔΕ και ΒΗ τριχοτομοφν τη διαγώνιο ΑΓ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ.  

 (Μονάδεσ 9) 
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Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και Ε, Ζ τα μέσα των πλευρών του ΑΒ, ΓΔ αντίστοιχα. 

α)  

 

Είναι ΔΖ = 
ΔΓ

2
=

ΑΒ

2
 = ΕΒ και ΔΖ // ΕΒ αφού AB // ΔΓ. Άρα το ΔΕΒΖ έχει δύο απέναντι 

πλευρές ίσες και παράλληλες οπότε είναι παραλληλόγραμμο. 

β)  

 

Είναι ΒΕ̂Δ = BΖ̂Δ ως απέναντι γωνίες του παραλληλογράμμου ΔΕΒΖ, οπότε και  

AΕ̂Δ = BΖ̂Γ ως εφεξής και παραπληρωματικές των γωνιών ΒΕ̂Δ και BΖ̂Δ. 

γ)  

 

Έστω Η και Θ τα σημεία τομής της ΑΓ με την ΔΕ και ΒΖ αντίστοιχα. Στο τρίγωνο ΑΒΘ 

το Ε είναι μέσο της ΑΒ και η ΕΗ // ΒΘ ως τμήματα των απέναντι πλευρών του 

παραλληλογράμμου ΔΕΒΖ, άρα το Η είναι μέσο του ΑΘ. Δηλαδή  

AΗ=ΗΘ (1). Στο τρίγωνο ΔΓΗ το Ζ είναι μέσο της ΓΔ και η ΖΘ//ΔΗ ως τμήματα των 

απέναντι πλευρών του παραλληλογράμμου ΔΕΒΖ, άρα το Θ είναι μέσο του ΓΗ. 

Δηλαδή ΗΘ=ΘΓ (2). Από τις σχέσεις (1), (2) συμπεραίνουμε ότι η ΑΗ=ΗΘ=ΘΓ, 

δηλαδή οι ΔΕ και ΒΖ τριχοτομούν της ΑΓ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο ορθογώνιο παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι 


30 και Ο το κζντρο του. 

Φζρουμε ΔΕ  ΑΓ. 

α) Να αποδείξετε ότι θ γωνία 


  χωρίηεται από τθ ΔΕ και τθ διαγώνιο ΔΒ ςε τρεισ  

ίςεσ γωνίεσ.       (Μονάδεσ 13) 

β) Φζρουμε κάθετθ ςτθν ΑΓ ςτο ςθμείο Ο θ οποία τζμνει τθν προζκταςθ τθσ ΑΔ ςτο 

Ζ. Να δείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΖΟ και ΑΒΓ είναι ίςα.  (Μονάδεσ 12) 
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α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ οι οξείες γωνίες του ΔΑ̂Γ και ΔΓ̂Α είναι 

συμπληρωματικές, οπότε αφού ΔΓ̂Α = 30ο, τότε ΔΑ̂Γ = 60ο  (1). Στο ορθογώνιο 

τρίγωνο ΔΑΕ οι οξείες γωνίες του ΔΑ̂Γ και ΑΔ̂Ε είναι συμπληρωματικές, οπότε αφού  

ΔΑ̂Γ = 60ο , τότε ΑΔ̂Ε = 30ο (2). 

Οι διαγώνιοι ΑΓ και ΒΔ του ορθογωνίου ΑΒΓΔ είναι ίσες και διχοτομούνται, άρα  

ΟΓ = 
ΑΓ

2
=

ΒΔ

2
 = ΟΔ.  

Επομένως το τρίγωνο ΟΓΔ είναι ισοσκελές με βάση ΔΓ, οπότε ΟΔ̂Γ=ΟΓ̂Δ = 30ο (3).  

Ισχύει ακόμη ότι: ΑΔ̂Ε + ΕΔ̂Ο + ΟΔ̂Γ = 90ο . Δηλαδή, 30ο + ΕΔ̂Ο + 30ο = 90ο.  

Άρα ΕΔ̂Ο = 30ο (4). 

Από τις (2), (3) και (4) έχουμε ότι ΑΔ̂Ε = ΕΔ̂Ο = ΟΔ̂Γ = 30ο. 

Άρα η γωνία ΑΔ̂𝛤χωρίζεται από τις ΔΕ και ΔΒ σε τρείς ίσες γωνίες. 

 β) Το τρίγωνο ΟΑΔ είναι ισοσκελές με ΟΑ=ΟΔ ως μισά των ίσων διαγωνίων ΑΓ, ΒΔ 

του ορθογωνίου ΑΒΓΔ. Αφού ΔΑ̂Γ = 60ο  από(1) θα είναι ΔΑ̂Ε = 60ο . Άρα το ισοσκελές 

τρίγωνο ΟΑΔ είναι ισόπλευρο με ΟΑ = ΟΔ = ΑΔ. Όμως ΑΔ=ΒΓ ως απέναντι πλευρές 

του ορθογωνίου. Άρα τα τρίγωνα ΑΖΟ και ΑΒΓ έχουν: 

• Ο̂ = Β̂ = 90° (ΖΟ⊥ΑΓ στο σημείο Ο) 

• OA = BΓ 

• ΑΓ̂Β = 90-30= 60ο = ΖΑ̂Ο . 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, γιατί είναι ορθογώνια με μία κάθετη πλευρά ίση και την 

προσκείμενη οξεία γωνία ίση. 
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ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω ότι Ε και Η είναι τα μζςα των πλευρών ΑΒ και ΓΔ  παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ 

αντίςτοιχα. Αν για το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ επιπλζον ιςχφει ΑΒ>ΑΔ, να εξετάςετε 

αν είναι αληθείσ ή όχι οι ακόλουθοι ιςχυριςμοί: 

 

Ισχυρισμός 1: Το τετράπλευρο ΔΕΒΗ είναι παραλληλόγραμμο.                                                                                           

Ισχυρισμός 2:  ΑΕΔ = ΒΖΓ .   

Ισχυρισμός 3: Οι ΔΕ και ΒΗ είναι διχοτόμοι των απζναντι γωνιών Δ καιΒ .       

 

α) Στην περίπτωςη που θεωρείτε ότι κάποιοσ ιςχυριςμόσ είναι αληθήσ να τον 

αποδείξετε.                                                             (Μονάδεσ 16) 

β)  Στην περίπτωςη που κάποιοσ ιςχυριςμόσ δεν είναι αληθήσ, ναβρείτε τη ςχζςη  

των διαδοχικών πλευρών του παραλληλογράμμου ώςτε να είναι αληθήσ. Να 

αιτιολογήςετε την απάντηςή ςασ.      (Μονάδεσ 9) 

 

 

 1730



α) Απόδειξη ισχυρισμού 1 

Είναι ΔΖ = 
ΔΓ

2
=

ΑΒ

2
 = ΕΒ και ΔΖ // ΕΒ (ως τμήματα των παραλλήλων ΑΒ και ΔΓ). 

Δηλαδή το τετράπλευρο ΔΕΒΖ έχει δύο απέναντι πλευρές παράλληλες και ίσες, άρα 

είναι παραλληλόγραμμο. 

 

Απόδειξη ισχυρισμού 2 

Επειδή το ΔΕΒΖ είναι παραλληλόγραμμο ισχύει ότι ΔΕ̂B = BΖ̂Δ. Οπότε, και οι 

παραπληρωματικές τους AΕ̂Δ και BΖ̂Γ θα είναι ίσες, δηλαδή AΕ̂Δ = BΖ̂Γ. 

Ο ισχυρισμός 3 δεν είναι αληθής και στο β ερώτημα γίνεται μία αιτιολόγηση.  

β) Ισχυρισμός 3 

Έστω ότι η ΔΕ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ̂. Τότε AΔ̂E = EΔ̂Z (1). Ισχύει επιπλέον ότι 

AΕ̂Δ = EΔ̂Z (2) ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται από την ΕΔ. 

Από (1), (2) βρίσκουμε AΔ̂E = AΕ̂Δ. Οπότε το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές, με AE = AΔ. 

Τότε  ΑΔ = AE = 
ΑΒ

2
  ΑΒ = 2ΑΔ. Αν λοιπόν η ΔΕ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ̂, τότε η 

μία πλευρά του παραλληλογράμμου είναι διπλάσια της άλλης. Και αντιστρόφως, αν 

ΑΒ = 2ΑΔ, τότε το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές, οπότε AΔ̂E = AΕ̂Δ. Και αφού είναι και  

AΕ̂Δ = EΔ̂Z, θα έχουμε ότι AΔ̂E = EΔ̂Z, δηλαδή ότι η ΔΕ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ̂. 
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ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω ότι Ε και Η είναι τα μζςα των πλευρών ΑΒ και ΓΔ παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ 

αντίςτοιχα. Αν για το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ επιπλζον ιςχφουν ΑΒ>ΑΔ και γωνία Α 

αμβλεία , να εξετάςετε αν είναι αληθείσ οι ακόλουθοι ιςχυριςμοί: 

 

Ισχυρισμός 1: Το τετράπλευρο ΔΕΒΗ είναι παραλληλόγραμμο.                                                                                            

Ισχυρισμός 2: Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΗ είναι ίςα.                                                                                                 

Ισχυρισμός 3: Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΗ είναι ιςοςκελή.  

 

α) Στην περίπτωςη που θεωρείτε ότι κάποιοσ ιςχυριςμόσ είναι αληθήσ να τον 

αποδείξετε.                                                 (Μονάδεσ 16) 

β)  Στην περίπτωςη που κάποιοσ ιςχυριςμόσ δεν είναι αληθήσ, να βρείτε τη ςχζςη  

των διαδοχικών πλευρών του παραλληλογράμμου ώςτε να είναι αληθήσ. Να 

αιτιολογήςετε την απάντηςή ςασ.  

                                                                                             (Μονάδεσ 9) 
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α) Απόδειξη ισχυρισμού 1 

ΔΖ = 
ΔΓ

2
=

ΑΒ

2
 = ΕΒ και ΔΖ // ΕΒ (ως τμήματα των παραλλήλων ΑΒ και ΔΓ). 

Άρα το τετράπλευρο ΔΕΒΖ έχει δύο απέναντι πλευρές παράλληλες και ίσες, άρα είναι 

παραλληλόγραμμο.  

 

Απόδειξη ισχυρισμού 2  

Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΖΓ έχουν: 

 AΔ = BΓ, ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου 

 AE = 
ΑΒ

2
=

ΔΓ

2
 = ΖΓ 

 Α̂ = Γ̂, ως απέναντι γωνίες παραλληλογράμμου. 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα είναι ίσα. 

β) Ισχυρισμός 3 

Έστω ότι τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΖΓ είναι ισοσκελή. Τότε θα ισχύει ΑΔ = ΑΕ = 
ΑΒ

2
  ΑΒ = 

2ΑΔ. Και αντιστρόφως, αν ΑΒ=2ΑΔ, τότε ΑΔ=ΑΕ, οπότε τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΖΓ θα 

είναι ισοσκελή. Άρα τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΖΓ είναι ισοσκελή αν και μόνο αν η μία 

πλευρά του παραλληλογράμμου είναι διπλάσια της άλλης. 
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ΘΕΜΑ 4 

Έςτω  δυο κάθετεσ ευθείεσ που τζμνονται ςτο Ο και τυχαίο ςημείο Μ του 

επιπζδου που δεν ανήκει ςτισ ευθείεσ.  

α) Αν  είναι το ςυμμετρικό του Μ ωσ προσ την  και  το ςυμμετρικό του  

ωσ προσ την , να αποδείξετε ότι: 

I.                                                                      (Μονάδεσ 6)   

II. Τα ςημεία Μ, Ο  και  είναι ςυνευθειακά.            (Μονάδεσ 8)   

III. Το τρίγωνο είναι ορθογώνιο.                       (Μονάδεσ 6)   

Β) Αν  είναι το ςυμμετρικό ςημείο του  ωσ προσ την , τι είδουσ 

παραλληλόγραμμο είναι το ; Να αιτιολογήςετε την απάντηςή ςασ.           

                                      (Μονάδεσ 5 )                             
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α) i. Επειδή το σημείο M1 είναι το συμμετρικό του Μ ως προς την ε1, η ε1 είναι 

μεσοκάθετος του MM1. Το Ο ανήκει στη μεσοκάθετο του MM1, οπότε ισαπέχει από  

τα Μ και M1, δηλαδή OM = OM1.  

 

ii. Στο ισοσκελές τρίγωνο ΟΜΜ1 η διάμεσος ΟΚ είναι και διχοτόμος, άρα ΜΟ̂Μ1 = 2Ο̂2. 

Επειδή στο τρίγωνο Μ1ΟΜ2 η ΟΛ είναι διάμεσος και ύψος το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

Άρα η ΟΛ είναι και διχοτόμος και ισχύει Μ1Ο̂Μ2 = 2Ο̂3.  

Τότε: ΜΟ̂Μ2 = ΜΟ̂Μ1 + Μ1Ο̂Μ2 = 2Ο̂2 + 2Ο̂3 = 2(Ο̂2 + Ο̂3) = 2  90ο = 180ο. 

Αφού η γωνία ΜΟ̂Μ2 είναι ευθεία γωνία, τα σημεία Μ, Ο και Μ2 είναι συνευθειακά. 

iii. Το τετράπλευρο ΚΜ1ΛΟ έχει 3 γωνίες ορθές, άρα είναι ορθογώνιο. Συνεπώς ΚΜ̂1Λ 

= 90ο. Άρα το τρίγωνο MM1M2 είναι ορθογώνιο με ΜΜ̂1Μ2=90. 

β) Όμοια με το ερώτημα (α) βρίσκουμε: 

ΟΜ3 = ΟΜ2 οπότε ΟΜ3 = ΟΜ1 = ΟΜ2 = ΟΜ και τα σημεία Μ1, Ο, Μ3 είναι 

συνευθειακά. 

Τελικά στο ΜΜ1Μ2Μ3 οι διαγώνιοι ΜΜ2 και Μ1Μ3 τέμνονται στο Ο, είναι ίσες και 

διχοτομούνται, οπότε το ΜΜ1Μ2Μ3 είναι ορθογώνιο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορκογώνιο ΑΒΓΔ και ζξω από αυτό, καταςκευάηουμε τζςςερα ιςόπλευρα 

τρίγωνα ΑΒΕ, ΒΓΖ, ΓΔΗ, ΔΑΘ.  

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι ρόμβοσ.   (Μονάδεσ 15) 

β) Αν το αρχικό τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο, τότε το ΕΖΗΘ τι είδουσ 

παραλλθλόγραμμο είναι; Δικαιολογιςτε τθν απάντθςι ςασ.  (Μονάδεσ 10) 
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α) Τα τρίγωνα ΗΔΘ, ΘΑΕ, ΕΒΖ και ΗΓΖ έχουν: 

 HΔ = AE = BE = ΓH, ως ίσες πλευρές των ίσων ισόπλευρων τριγώνων ΗΔΓ και 

ΕΑΒ (τα τρίγωνα ΗΔΓ και ΕΑΒ είναι ίσα επειδή έχουν όλες τις πλευρές τους 

ίσες με τις πλευρές ΑΔ και ΒΓ του ορθογωνίου ΑΒΓΔ) 

 ΘΔ = ΘA = BZ = ΓZ ως ίσες πλευρές των ίσων ισόπλευρων τριγώνων ΘΔΑ και 

ΒΓΖ (όπως πριν, τα ΘΔΑ και ΒΓΖ είναι ίσα αφού έχουν όλες τις πλευρές τους 

ίσες με τις πλευρές ΑΒ και ΓΔ του ΑΒΓΔ) 

 HΔ̂Θ = ΘΑ̂E = EΒ̂Z = ZΓ̂H = 360ο –  90ο – 2  60ο = 150ο  

 

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε θα έχουν ίσες και τις 

πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις γωνίες των 150, δηλ. HΘ = ΘE = EZ = ZH. 

Το τετράπλευρο ΕΖΗΘ έχει όλες του τις πλευρές ίσες, οπότε είναι ρόμβος. 

β) Αν ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο τότε ισχύει ΑΒ = ΑΔ. Στα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΔΘ και ΑΕΒ 

είναι ΑΘ = ΑΔ και ΑΕ = ΑΒ, οπότε ΑΘ = ΑΕ. Δηλαδή, το τρίγωνο ΑΘΕ είναι ισοσκελές 

και οι γωνίες του ΑΘ̂Ε και ΑΕ̂Θ είναι ίσες. Οπότε ισχύει ότι: ΑΘ̂Ε + ΑΕ̂Θ + ΘΑ̂Ε = 180ο 

 2ΑΘ̂Ε + 150ο = 180ο  ΑΘ̂Ε = 15ο. Όμοια, στο τρίγωνο ΔΘΗ, βρίσκουμε ΗΘ̂Δ = 15ο. 

Τότε: ΕΘ̂Η = ΔΘ̂Η + ΕΘ̂Α + ΑΘ̂Δ = 15ο + 60ο + 15ο = 90ο  

Επομένως ο ρόμβος έχει και μια γωνία ορθή, οπότε είναι τετράγωνο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Θεωρούμε ευθεία (ε) και δυο σημεία Α και Β εκτός αυτής, τα οποία βρίσκονται στο 

ίδιο ημεπίπεδο σε σχέση με την (ε) έτσι ώστε, η ευθεία ΑΒ να μην είναι κάθετη στην 

(ε). Έστω Α΄ και Β΄ τα συμμετρικά σημεία των Α και Β αντίστοιχα ως προς την ευθεία 

(ε).  

α) Να αποδείξετε ότι ΑΑ' // ΒΒ'.      (Μονάδες 6)   

β) Αν η μεσοκάθετος του ΑΒ τέμνει την ευθεία (ε) στο σημείο Κ , να αποδείξετε ότι  

το Κ ανήκει και στη μεσοκάθετο του Α΄Β΄.                                       (Μονάδες 10)   

γ) Να βρείτε τη σχέση της ευθείας ΑΒ με την ευθεία (ε) ώστε το τετράπλευρο ΑΒΒ’Α’ 

να είναι ορθογώνιο. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.  (Μονάδες 9) 
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α) Επειδή ΑΑ΄  ε και ΒΒ΄  ε, είναι AA΄ // BB΄. 

β) Κάθε σημείο της μεσοκαθέτου του ΑΒ ισαπέχει από τα Α και Β. Αφού λοιπόν το 

σημείο Κ ανήκει στη μεσοκάθετο του ΑΒ, ισχύει ότι ΚΑ = ΚΒ (1). 

 

Επειδή το Α΄ είναι το συμμετρικό του Α ως προς την (ε), η (ε) είναι μεσοκάθετος του 

ΑΑ΄, άρα ΚΑ = ΚΑ΄ (2). 

Επειδή το Β΄ είναι το συμμετρικό του Β ως προς την (ε), η (ε) είναι μεσοκάθετος του 

ΒΒ΄, άρα ΚΒ = ΚΒ΄ (3). 

Από τις (1), (2), (3) προκύπτει ότι ΚΑ΄= ΚΒ΄, δηλαδή ότι το Κ ισαπέχει από τα άκρα του 

Α'Β', άρα το Κ ανήκει στη μεσοκάθετο του Α΄Β΄. 

γ) Αν το ΑΒΒ΄Α΄ είναι ορθογώνιο, τότε οι γωνίες του είναι ορθές. Τότε είναι ABΑΑ΄  

και  ε  ΑΑ΄, άρα AB // ε. Δηλαδή, αν το ΑΒΒ΄Α΄ είναι ορθογώνιο, τότε οι ΑΒ και ε είναι 

παράλληλες. 

Αντίστροφα, αν ΑΒ // ε, αφού ε  ΑΑ΄, θα είναι και ABΑΑ΄  και ομοίως A΄B΄ΑΑ΄ , 

άρα το ΑΒΒ΄Α΄ είναι ορθογώνιο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τραπζηιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με τθ γωνία Γ ίςθ με 30 και ζςτω Κ, Λ τα μζςα των 

διαγωνίων του. Οι μθ παράλλθλεσ πλευρζσ του ΔΑ και ΓΒ προεκτεινόμενεσ 

τζμνονται κάκετα ςτο ςθμείο Ε. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΑΒ=2ΑΕ         (Μονάδεσ 10) 

β)  ΚΛ=ΑΔ         (Μονάδεσ 10) 

γ) Σε ποια περίπτωςθ το ΑΒΛΚ είναι παραλλθλόγραμμο; Να αιτιολογιςετε τθν 

απάντθςι ςασ.       (Μονάδεσ 5) 
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α) Είναι  AΒ̂E = Γ̂ = 30ο  ως εντός, εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ 

που τέμνονται από την ΒΓ.  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΕΑΒ είναι AΒ̂E = 30ο, οπότε η απέναντι κάθετη είναι ίση με το 

μισό της υποτείνουσας, δηλαδή: ΑΕ = 
ΑΒ

2
  AB = 2AE  

 

β) Όμοια, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΕΔΓ είναι Γ̂ = 30ο, άρα  

ΕΔ = 
ΓΔ

2
  ΓΔ = 2ΕΔ 

Το ΚΛ ενώνει τα μέσα των διαγωνίων του τραπεζίου ΑΒΓΔ, άρα ισχύει ότι: 

ΚΛ = 
ΓΔ−ΑΒ

2
=

2ΕΔ−2ΕΑ

2
=

2(ΕΔ−ΕΑ)

2
=

2ΑΔ

2
= ΑΔ 

γ) Είναι ΚΛ//AB γιατί η ΚΛ ενώνει τα μέσα των διαγωνίων του τραπεζίου. Δηλαδή οι 

δύο απέναντι πλευρές ΑΒ και ΚΛ του ΑΒΛΚ είναι παράλληλες. Για να είναι το ΑΒΛΚ 

παραλληλόγραμμο πρέπει οι πλευρές του ΚΛ και ΑΒ να είναι και ίσες. Όμως είναι ΚΛ 

= ΑΔ, άρα πρέπει ΑΒ = ΑΔ. Δηλαδή, το ΑΒΛΚ είναι παραλληλόγραμμο στην περίπτωση 

που ΑΒ=ΑΔ, δηλαδή στην περίπτωση που το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές. 
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ΘΕΜΑ 4 

Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α" = 90ο) και το ύψος του ΑΗ. Ονομάζουμε Δ και 

Ε τα συμμετρικά σημεία του Η ως προς τις ευθείες ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Αν Μ είναι 

το σημείο τομής του τμήματος ΗΔ με την πλευρά ΑΒ και Ν είναι το σημείο τομής 

του ΗΕ με την πλευρά ΑΓ, να αποδείξετε ότι:  

α) ΑΗ=ΑΔ=ΑΕ. (Μονάδες 10) 

β) Η γωνία ΕΗΔ είναι ορθή. (Μονάδες 8) 

γ) Τα σημεία Α, Ε και Δ είναι συνευθειακά και ΜΝ = 
!"
#

 . (Μονάδες 7) 
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α) Η ΑΜ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΔΗ οπότε το Α ισαπέχει από τα Δ και Η, 

δηλαδή ΑΔ = ΑΗ (1) 

Ομοίως, η ΑΝ είναι μεσοκάθετος του ΗΕ, άρα ΑΕ = ΑΗ (2). 

Από (1), (2) προκύπτει ότι ΑΗ = ΑΔ = ΑΕ. 

 

β) Το τετράπλευρο ΑΜΗΝ έχει 3 γωνίες ορθές (ΗΜ̂Α=ΜΑ̂Ν=ΑΝ̂Η=90), οπότε είναι 

ορθογώνιο. Άρα ΕΗ̂Δ = 90ο. 

γ) Στο ισοσκελές ΔΑΗ, η ΑΜ είναι διάμεσος, άρα και διχοτόμος, οπότε ΔΑ̂Η = 2Α̂1 (3) 

Ομοίως, στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΕΗ είναι ΗΑ̂Ε = 2Α̂2 (4). 

Τότε: ΔΑ̂Ε = ΔΑ̂Η + ΗΑ̂Ε = 2Α̂1 + 2Α̂2 = 2(Α̂1 + Α̂2)  

Και αφού  Α̂1 + Α̂2 = ΒΑ̂Γ = 90ο , θα είναι ΔΑ̂Ε = 180ο. 

Αφού η γωνία ΔΑ̂Ε είναι ευθεία γωνία, τα σημεία Ε, Α και Δ είναι συνευθειακά.  

Στο τρίγωνο ΔΕΗ το ΜΝ συνδέει τα μέσα δύο πλευρών του, άρα είναι ίσο με το μισό 

της τρίτης πλευράς, δηλαδή ΜΝ = 
ΔΕ

2
. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 


B =2


 , και η διχοτόμος ΒΔ της γωνίας 


B . Από το μέσο Μ 

της ΑΓ φέρνουμε παράλληλη στη διχοτόμο ΒΔ που τέμνει την πλευρά ΒΓ στο Ν.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΒΔΓ είναι ισοσκελές.      (Μονάδες 5) 

β) Το τρίγωνο ΜΝΓ είναι ισοσκελές.      (Μονάδες 10) 

γ) ΑΝΒΓ        (Μονάδες 10) 
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α) Είναι ΔΒ̂Γ = 
Β̂

 2 
=

2Γ̂

2
 = Γ̂. Οπότε το τρίγωνο ΔΒΓ είναι ισοσκελές. 

 

β) Είναι ΜΝ̂Γ = ΔΒ̂Γ  ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΒΔ, ΜΝ 

που τέμνονται από την ΒΓ. Επειδή ΔΒ̂Γ =  Γ̂ είναι και ΜΝ̂Γ = Γ̂.  

Άρα, το τρίγωνο ΜΝΓ είναι ισοσκελές. 

γ) Επειδή το τρίγωνο ΜΝΓ είναι ισοσκελές με βάση τη ΝΓ, είναι ΜΝ = ΜΓ = ΜΑ = 
ΑΓ

2
. 

Επομένως, στο τρίγωνο ΑΝΓ η διάμεσός του ΝΜ είναι ίση με το μισό της πλευράς 

στην οποία αντιστοιχεί. Άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με AΝ̂Γ = 90ο, δηλαδή AN  

BΓ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται οι ακόλουθεσ προτάςεισ Π1 και Π2: 

 

Π1: Αν ζνα παραλληλόγραμμο είναι ρόμβοσ, τότε οι αποςτάςεισ των απζναντι 

πλευρών του είναι ίςεσ. 

Π2: Αν οι αποςτάςεισ των απζναντι πλευρών ενόσ παραλληλογράμμου είναι ίςεσ, 

τότε το παραλληλόγραμμο είναι ρόμβοσ. 

 

α) Να εξετάςετε αν ιςχφουν οι προτάςεισ Π1 και Π2 αιτιολογώντασ πλήρωσ την 

απάντηςή ςασ.                                                        (Μονάδεσ 20) 

β ) Στην περίπτωςη που και οι δφο προτάςεισ ιςχφουν,   να τισ διατυπώςετε ωσ μια 

ενιαία πρόταςη.            (Μονάδεσ 5)         
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Θεωρούμε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τις αποστάσεις των απέναντι πλευρών του 

ΒΕ, ΒΖ (δηλ. ΒΕΑΔ και ΒΖΓΔ).  

α) Απόδειξη πρότασης Π1: 

Υποθέτουμε ότι το ΑΒΓΔ είναι ρόμβος.  

Τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΒΓΖ είναι ορθογώνια και έχουν: 

 AB = ΒΓ, ως πλευρές του ρόμβου 

 Α̂ = Γ̂, ως απέναντι γωνίες του ρόμβου. 

Άρα τα τρίγωνα έχουνς την υποτείνουσα και μία οξεία γωνία ίσες μία προς μία, άρα 

είναι ίσα. Οπότε οι αντίστοιχες πλευρές τους ΒΕ και ΒΖ θα είναι ίσες (ΒE = ΒZ). Δηλαδή 

οι αποστάσεις των απέναντι πλευρών του ρόμβου είναι ίσες. 

 

Απόδειξη πρότασης Π2:  

Υποθέτουμε ότι οι αποστάσεις ΒΕ, ΒΖ είναι ίσες. 

Τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΒΓΖ είναι ορθογώνια και έχουν: 

 ΒE = ΒZ, από υπόθεση 

 Α̂ = Γ̂, ως απέναντι γωνίες του παραλληλογράμμου 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα (μία κάθετη και μία οξεία γωνία ίσες μία προς μία). Οπότε 

θα είναι και οι υποτείνουσές τους ίσες, δηλαδή AB = ΒΓ. 

Στο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ δύο διαδοχικές πλευρές του είναι ίσες, οπότε είναι 

ρόμβος. 

β) Ένα παραλληλόγραμμο είναι ρόμβος, αν και μόνο αν, οι αποστάσεις των απέναντι 

πλευρών του είναι ίσες. 

 

 

 1740-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ζςτω Κ, Λ τα μζςα των πλευρών του ΑΒ και ΑΓ αντίςτοιχα.  

α) Θεωροφμε τυχαίο ςημείο Μ στο εσωτερικό του τριγώνου και Δ, Ε τα ςυμμετρικά 

του Μ ωσ προσ Κ και Λ αντίςτοιχα. Να αποδείξετε ότι ΔΕ//ΒΓ.    

         (Μονάδεσ 15) 

β) Στην περίπτωςη που το σημείο Μ είναι το μέσο τησ πλευράσ ΒΓ, και Δ, Ε τα 

ςυμμετρικά του Μ ωσ προσ Κ και Λ αντίςτοιχα. Να αποδείξετε ότι τα ςημεία Δ, Α και 

Ε είναι ςυνευθειακά.        (Μονάδεσ 10) 
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α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ, το ΚΛ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ άρα ΚΛ // ΒΓ (1)  

Επειδή ΚΜ=ΚΔ και ΛΜ=ΛΕ, στο τρίγωνο ΜΔΕ το ΚΛ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΜΔ 

και ΜΕ άρα ΚΛ // ΔΕ (2) 

Από τις σχέσεις (1), (2) προκύπτει ότι ΔΕ // ΒΓ. 

 

β) Στο τετράπλευρο ΑΕΓΜ οι διαγώνιοι ΑΓ και ΜΕ διχοτομούνται, άρα το ΑΕΓΜ είναι 

παραλληλόγραμμο.  Επομένως ΑΕ // ΜΓ οπότε και ΑΕ // ΒΓ (3). 

Όμοια οι διαγώνιοι ΑΒ και ΔΜ του ΔΑΜΒ διχοτομούνται, οπότε το ΔΑΜΒ είναι 

παραλληλόγραμμο. Άρα ΔΑ // ΒΜ οπότε και ΔΑ // ΒΓ (4) 

Από τις (3), (4) προκύπτει ότι οι ΑΕ και ΔΑ είναι παράλληλες στην ίδια ευθεία. Και 

επειδή έχουν κοινό σημείο το Α, οι ευθείες ΑΕ και ΑΔ ταυτίζονται. Άρα τα Δ, Α, Ε είναι 

συνευθειακά.  
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ΘΕΜΑ 4 

Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ του παρακάτω σχήματος είναι ρόμβος. Θεωρούμε 𝛢𝛧 ⊥ 𝛤𝛥 

και 𝛢𝛦 ⊥ 𝛤𝛣. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΖΑΕ είναι ισοσκελές.  (Μονάδες 6) 

β) Η ευθεία ΑΓ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΖΕ.  (Μονάδες 9) 

γ) Αν Μ και Ν τα μέσα των πλευρών ΑΔ και ΑΒ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι  

 ΜΝ//ΖΕ και ΖΜ=ΕΝ.       (Μονάδες 10) 
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α) Τα τρίγωνα ΑΖΔ και ΑΕΒ είναι ορθογώνια και έχουν: 

 AB = AΔ, διότι είναι πλευρές του ρόμβου 

 Β̂ = Δ̂, ως απέναντι γωνίες του ρόμβου.  

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα (έχουν την υποτείνουσα και μία οξεία γωνία ίσες μία προς 

μία). Οπότε και οι αντίστοιχες πλευρές τους ΑΖ και ΑΕ θα είναι ίσες, δηλ. AZ = AE. 

Επομένως, το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ισοσκελές. 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΑΖΔ και ΑΕΒ είναι ίσα, έχουμε ΖΔ=ΒΕ. Και αφού ΓΔ=ΓΒ (πλευρές 

ρόμβου), θα έχουμε και ΓΔ–ΖΔ=ΓΒ–ΒΕ, δηλαδή ΓΖ=ΓΕ. 

Οπότε, το Γ ισαπέχει από τα άκρα του ΖΕ. Ομοίως, από το προηγούμενο ερώτημα, το 

Α ισαπέχει από τα άκρα του ΖΕ. Οπότε, τα Α και Γ θα ανήκουν στη μεσκάθετο του ΖΕ. 

Άρα, η ΑΓ είναι η μεσοκάθετος του ΖΕ 

 

γ) Το ΜΝ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΔΒ, άρα ΜΝ // ΒΔ (3). 

 

Επίσης: 

 AΓ  ΒΔ, ως διαγώνιες του ρόμβου  

 ΖΕ  ΑΓ, από το ερώτημα β 

Επομένως ZE // ΔΒ (4). 
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Από (3), (4) βρίσκουμε ΖΕ // ΜΝ.  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΖ η ΖΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα, 

άρα ΖΜ = 
ΑΔ

2
 (5). Ομοίως, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΕ ισχύει ότι ΕΝ =  

ΑΒ

2
 (6) 

Επειδή ΑΔ = ΑΒ, αφού ΑΒΓΔ ρόμβος, από τις (5), (6) προκύπτει ΖΜ = ΕΝ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ρόμβοσ ΑΒΓΔ με 𝛤 = 1200. Ζςτω ότι ΑΕ και ΑΗ είναι οι αποςτάςεισ του 

ςημείου Α ςτισ πλευρζσ ΓΔ και ΓΒ αντίςτοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Τα ςημεία Ε και Η είναι τα μζςα των πλευρών ΓΔ και ΓΒ αντίςτοιχα.   

(Μονάδεσ 8) 

ii. 𝛢𝛤 ⊥ 𝛦𝛧.        (Μονάδεσ 8)  

β) Αν Μ και Ν τα μζςα των πλευρών ΑΔ και ΑΒ αντίςτοιχα, να αποδείξετε ότι το 

τετράπλευρο ΕΜΝΗ  είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.  (Μονάδεσ 9) 
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α) i. Επειδή οι διαγώνιοι του ρόμβου διχοτομούν τις γωνίες του, είναι ΕΓ̂Α = ΑΓ̂Ζ = 

60ο.  Τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΑΒΓ είναι ισοσκελή  και έχουν μια γωνία 60ο, άρα είναι 

ισόπλευρα. 

Τα ύψη ΑΕ, ΑΖ στα ισόπλευρα τρίγωνα είναι και διάμεσοί του, οπότε τα σημεία Ε και 

Ζ είναι τα μέσα των πλευρών ΓΔ και ΓΒ αντίστοιχα. 

 

ii. Επειδή το ΕΖ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΓΔ και ΓΒ του τριγώνου ΓΔΒ, θα είναι 

παράλληλο στην τρίτη πλευρά του τριγώνου, δηλαδή ΕΖ // ΒΔ. Και αφού ΑΓΒΔ (οι 

διαγώνιοι του ρόμβου τέμνονται κάθετα) θα είναι και ΑΓ  ΕΖ. 

β) Το ΜΝ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΒΔ, άρα MN // = 
ΔΒ

2
 (1). 

Επίσης, στο τρίγωνο ΒΓΔ, είναι ΕΖ // = 
ΔΒ

2
 (2). Από τις (1), (2) προκύπτει ότι ΕΖ // = ΜΝ 

άρα το ΕΜΝΖ είναι παραλληλόγραμμο. 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ, το ΖΝ ενώνει τα μέσα των ΒΓ και ΒΑ άρα ΖΝ // ΑΓ. Επίσης ΕΖ  ΑΓ 

οπότε ΖΝ  ΕΖ, δηλαδή ΕΖ̂Ν = 90ο. Άρα το παραλληλόγραμμο ΕΜΝΖ είναι ορθογώνιο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ  με 𝛣𝛢 = 𝛣𝛤 και 𝛢 = 𝛤 .  

Να αποδείξτε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ιςοςκελζσ.                                                   (Μονάδεσ 9)    

β) Οι διαγώνιοι του τετραπλεφρου ΑΒΓΔ τζμνονται κάθετα.        (Μονάδεσ 6)     

γ) Το τετράπλευρο  που ζχει για κορυφζσ τα μζςα των πλευρών του ΑΒΓΔ   είναι 

ορθογώνιο.                                              (Μονάδεσ 10) 
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α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ΒΑ = ΒΓ οπότε είναι ισοσκελές. Άρα Α̂1 = Γ̂1. Από υπόθεση 

είναι Α̂ = Γ̂, οπότε θα είναι και Α̂2 = Γ̂2 ως διαφορά ίσων γωνιών. Συνεπώς το τρίγωνο 

ΑΔΓ είναι ισοσκελές. 

 

β) Ονομάζουμε Ρ το σημείο τομής των ΑΓ και ΒΔ. 

Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΓΒΔ έχουν: 

 ΑΔ = ΔΓ, από το ερώτημα α 

 ΒΔ, κοινή πλευρά 

 ΑΒ = ΒΓ, από υπόθεση 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Π – Π τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΓΒΔ είναι ίσα οπότε έχουν ίσες 

και τις γωνίες που βρίσκονται απέναντι από τις ΑΔ = ΔΓ , δηλαδή θα είναι ΑΒ̂Δ = ΓΒ̂Δ. 

Άρα στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ η ΒΡ είναι διχοτόμος, οπότε είναι και ύψος. Ισχύει 

δηλαδή ΑΟ̂Β = 90ο, οπότε ΒΔ  ΑΓ. 

 

γ) Ονομάζουμε Κ, Λ, Μ, Ν τα μέσα των ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντιστοίχως.  

Στο τρίγωνο ΑΒΔ το ΚΝ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΓΔ και ΔΑ αντίστοιχα. Άρα ΚΝ // 

= 
ΒΔ

2
 (1). 

Όμοια, στο τρίγωνο ΓΒΔ είναι ΛΜ // = 
ΒΔ

2
 (2). 

Από (1), (2) συμπεραίνουμε ότι ΚΝ // = ΛΜ, οπότε το ΚΛΜΝ είναι παραλληλόγραμμο. 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ το ΚΛ ενώνει τα μέσα των ΑΒ και ΑΓ άρα ΚΛ // ΑΓ (3) 
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Επειδή ΑΓ  ΒΔ, από τις (1), (3) συμπεραίνουμε ότι ΚΛ  ΚΝ, δηλαδή ΝΚ̂Λ = 90ο. Άρα 

το παραλληλόγραμμο ΚΛΜΝ έχει μία ορθή γωνία, άρα είναι ορθογώνιο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο κυρτό εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ ιςχφουν τα εξήσ:  𝛼 = 𝛽 , 𝛾 = 𝛿  και  =  . 

α) Να υπολογίςετε το άθροιςμα 𝛼 + 𝛾 +  .     (Μονάδεσ 8) 

β) Αν οι πλευρζσ ΑΖ και ΔΕ προεκτεινόμενεσ τζμνονται ςτο Η και οι πλευρζσ ΑΒ και 

ΔΓ προεκτεινόμενεσ τζμνονται ςτο Θ, να αποδείξετε ότι: 

i. Οι γωνίεσ Α και Η είναι παραπληρωματικζσ                        (Μονάδεσ 10) 

ii. Το τετράπλευρο ΑΘΔΗ είναι παραλληλόγραμμο.  (Μονάδεσ 7) 
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α) Ισχύει ότι α̂ = β̂, γ̂ = δ̂ και ε̂ = ζ̂  (1) 

Για τις γωνίες του εξαγώνου ισχύει ότι: 

α̂ + β̂ +  γ̂ + δ̂ + ε̂ + ζ̂ = (6 – 2)  180ο  = 720ο , άρα    2α̂ + 2γ̂ + 2ε̂ = 720ο   

 α̂ + γ̂ + ε̂ = 360ο   (2) 

 

β) i. Είναι α̂ + γ̂ + ε̂ = 360ο , άρα και  α̂ + δ̂ + ζ̂ = 360ο  (3) 

Οι γωνίες ΗΖ̂Ε, ζ̂ και HΕ̂Z, δ̂ είναι εφεξής και παραπληρωματικές. Άρα ΗΖ̂Ε + ζ̂ = 180ο  

και HΕ̂Z + δ̂ =180ο  (4) 

Στο τρίγωνο ΗΖΕ ισχύει ότι: 

Η̂ + HΖ̂E + HΕ̂Z =180ο ,  και λόγω των (3) και (4)  θα είναι  Η̂ +180ο – ζ̂ +180ο – δ̂ = 180ο, 

ή  Η̂ = δ̂ + ζ̂ – 180ο. Οπότε (λόγω της 3)  Η̂ = 360ο – α̂ – 180ο  Η̂ + Α̂ =180ο . Δηλαδή 

οι γωνίες Α̂ και Η̂  είναι παραπληρωματικές. 

ii. Οι γωνίες Η̂ και Α̂ είναι εντός και επί τα αυτά μέρη των ΑΘ, ΗΔ που τέμνονται από 

την ΑΗ και επίσης είναι παραπληρωματικές. Άρα οι ευθείες ΑΘ, ΗΔ είναι παράλληλες. 

Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι και οι ευθείες ΑΗ και ΘΔ είναι παράλληλες. 

Το ΑΘΔΗ έχει τις απέναντι πλευρές του παράλληλες οπότε είναι παραλληλόγραμμο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται κφκλοσ (Ο, R)  με διάμετρο ΑΒ και δυο ευκείεσ ε1, ε2 εφαπτόμενεσ του 

κφκλου ςτα άκρα τθσ διαμζτρου ΑΒ. Ζςτω ότι, μια τρίτθ ευκεία ε εφάπτεται του 

κφκλου ς’ ζνα ςθμείο του Ε και τζμνει τισ ε1 και ε2 ςτα Δ και Γ αντίςτοιχα. 

α) Αν το ςθμείο Ε δεν είναι το μζςο του τόξου ΑΒ, να αποδείξετε ότι: 

i. Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τραπζηιο.                                 (Μονάδεσ 8)                 

ii. ΓΔ= ΑΔ+ΒΓ.                                                                                  (Μονάδεσ 8)                    

β) Αν το ςθμείο Ε βρίςκεται ςτο μζςον του τόξου ΑΒ, να αποδείξετε ότι το 

τετράπλευρο ΑΔΓΒ είναι ορκογώνιο. Στθν περίπτωςθ αυτι να εκφράςετε τθν 

περίμετρο του ορκογωνίου ΑΔΓΒ ωσ ςυνάρτθςθ τθσ ακτίνασ R του κφκλου.                              

       (Μονάδεσ 9) 
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α) i. Οι  ε1, ε2 είναι κάθετες στην ΑΒ (εφπτόμενες που είναι κάθετες στις ακτίνες ΟΑ 

και ΟΒ), άρα είναι μεταξύ τους παράλληλες. Οπότε ΔΑ // ΓΒ. 

Το Ε δεν είναι μέσο του τόξου ΑΒ οπότε ΒΟ�Ε  90ο. Επειδή Ε� = 90ο, οι ΔΓ και ΑΒ δεν 

είναι παράλληλες.  

Άρα το ΑΒΓΔ έχει μόνο δύο πλευρές παράλληλες, άρα είναι τραπέζιο. 

 

ii. Τα εφαπτόμενα τμήματα που άγονται από σημείο εκτός κύκλου προς αυτόν, είναι 

μεταξύ τους ίσα, άρα  ΔΑ = ΔΕ και ΓΕ = ΓΒ. Τότε ΓΔ = ΓΕ + ΕΔ = ΒΓ + ΑΔ 

β) Εφόσον το Ε είναι μέσο του τόξου AB , για το μέτρο της γωνίας ˆΒΟΕ  ισχύει ότι  

AB 180ˆΒΟΕ 90
2 2


    . 

Επιπλέον Ε� = 90ο (η ακτίνα είναι κάθετη στην αντίστοιχη εφαπτομένη). 

Οπότε οι ΓΔ και ΑΒ είναι παράλληλες (εφόσον είναι κάθετες στην ΟΕ). 

Αφού είναι και ΑΔ//ΒΓ, το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. Και αφού έχει μια ορθή 

γωνία (πχ. Β� = 90ο) θα είναι ορθογώνιο.  

 

Το ΟΒΓΕ είναι τετράγωνο (έχει τρεις ορθές γωνίες και ΟΒ=ΟΕ), οπότε ισχύει ότι ΟΒ = 

ΓΒ = R. 

Οπότε και ΑΔ=ΒΓ=R και ΓΔ=ΑΒ=2R (απέναντι πλευρές του ΑΒΓΔ). Έτσι, η περίμετρος 

του ορθογωνίου ΑΒΓΔ είναι: AB + ΒΓ + ΓΔ + ΑΔ = 2R + R + 2R + R = 6R  
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ΘΕΜΑ 4 

Στο τετράγωνο ΑΒΓΔ ονομάηουμε Ο το κζντρο του και κεωροφμε τυχαίο ςθμείο Ε 

του τμιματοσ ΟΔ. Φζρνουμε τθν κάκετθ από το Β ςτθν ΑΕ, που τζμνει το τμιμα ΑΟ 

ςτο Ζ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Οι γωνίεσ ω και φ του παρακάτω ςχιματοσ είναι ίςεσ.   (Μονάδεσ 6) 

β) ΒΖ=ΑΕ και ΓΖ=ΒΕ                                           (Μονάδεσ  12) 

γ) Το τμιμα ΕΖ είναι κάκετο ςτο ΑΒ.                                           (Μονάδεσ 7) 
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α) Οι διαγώνιοι του τετραγώνου είναι κάθετες, οπότε το τρίγωνο ΟΑΕ είναι 

ορθογώνιο. Στο τρίγωνο αυτό, είναι ω�  = 180 – 90 – ���� = 90 - ����. Ομοίως, στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΒΚΕ είναι φ�  = 90 - ����. Οπότε είναι ω�  = φ�  . 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΟΕ και ΒΟΖ έχουν: 

 ΟΑ = ΟΒ, ως μισά των ίσων διαγωνίων ΑΓ και ΒΔ του τετραγώνου 

 ΑΟ�Ε = ΒΟ�Ζ = 90 

 ω�  = φ�, από το ερώτημα α 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα (κριτήριο ΓΠΓ), οπότε έχουν τις υποτείνουσες ίσες, δηλαδή 

ΒΖ = ΑΕ και τις τρίτες πλευρές ίσες, δηλαδή ΟΖ = ΟΕ (1). 

Επιπλέον, εφόσον ΟΓ=ΟΒ και ΟΖ=ΟΕ, θα είναι και ΟΓ+ΟΖ=ΟΒ+ΟΕ δηλαδή τελικά 

ΓΖ=ΒΕ. 

γ) Στο τρίγωνο ΕΑΒ τα ΒΖ και ΑΟ είναι τα ύψη του, οπότε το Ζ είναι ορθόκεντρο του 

τριγώνου. Άρα το ΕΖ είναι η ευθεία του τρίτου ύψους του τριγώνου, δηλαδή EZ  AB. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο τετράγωνο ΑΒΓΔ προεκτείνουμε την πλευρά ΑΒ κατά τμήμα ΒΝ και την πλευρά 

ΒΓ κατά τμήμα ΓΜ = ΑΝ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΔΝ = ΔΜ        (Μονάδες 12) 

β) ΔΝ  ΔΜ       (Μονάδες 13) 
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α) Τα τρίγωνα ΑΔΝ και ΔΓΜ είναι ορθογώνια και έχουν: 

 ΑΔ = ΔΓ, ως πλευρές του τετραγώνου 

 ΓM = AN, από υπόθεση 

Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΝ και ΔΓΜ έχουν τις κάθετες πλευρές τους ίσες μία 

προς μία, οπότε είναι ίσα. Από την ισότητα αυτή προκύπτει ότι και οι αντίστοιχες 

πλευρές τους ΔΝ και ΔΜ είναι ίσες, δηλαδή ΔΝ = ΔΜ. 

β) Από την προηγούμενη ισότητα τριγώνων προκύπτει ότι οι γωνίες που είναι 

απέναντι από τις ίσες πλευρές ΓΜ και ΑΝ είναι ίσες, δηλαδή ΜΔ̂Γ = ΑΔ̂Ν. Τότε: 

MΔ̂N = MΔ̂Γ + ΓΔ̂N = AΔ̂N + ΓΔ̂N = AΔ̂Γ = 90ο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ και το φψοσ του  ΑΔ . Στο ΑΔ θεωροφμε ςημείο Θ 

τζτοιο ϊςτε ΘΑ=ΘΒ. Ζςτω ότι  Ε είναι το ςημείο τομήσ τησ ΒΘ με την ΑΓ. Φζρνουμε 

την ΑΗ κάθετη ςτην ΒΕ, η οποία τζμνει την πλευρά ΒΓ ςτο Θ. 

 α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Τα τρίγωνα ΘΔΒ και ΘΗΑ είναι ίςα.                                              (Μονάδεσ 6) 

ii. ΔΘ=ΘΗ.                                                                                               (Μονάδεσ 6) 

iii. Θ ευθεία ΘΘ είναι μεςοκάθετοσ του τμήματοσ ΑΒ.                  (Μονάδεσ 6) 

β) Ποιο από τα ςημεία του ςχήματοσ  είναι το ορθόκεντρο του τριγϊνου  ΑΘΒ ;  

Να δικαιολογήςετε την απάντηςή ςασ.      (Μονάδεσ 7)  
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α) i. Τα τρίγωνα ΗΒΔ και ΗΑΖ είναι ορθογώνια και έχουν: 

 HA = HB, από υπόθεση 

 ΒΗ̂Δ = ΑΗ̂Ζ, ως κατακορυφήν  

Άρα τα τρίγωνα ΗΒΔ και ΗΑΖ έχουν την υποτείνουσα και μια οξεία γωνία αντίστοιχα 

ίσες μία προς μία οπότε είναι ίσα. Τότε και οι αντίστοιχες πλευρές τους ΔΗ και ΗΖ 

είναι ίσες, δηλαδή ΔΗ = ΗΖ (1).  

 

ii. Τα τρίγωνα ΖΗΘ και ΔΗΘ είναι ορθογώνια και έχουν: 

 ΘH, κοινή πλευρά 

 ΔΗ = ΗΖ, λόγω της (1)  

Άρα τα τρίγωνα ΖΗΘ και ΔΗΘ έχουν την υποτείνουσα και μία κάθετη πλευρά 

αντίστοιχα ίσες μία προς μία οπότε είναι ίσα. Τότε έχουν και τις αντίστοιχες πλευρές 

τους ΔΘ και ΘΖ ίσες, δηλαδή ΔΘ = ΘΖ. 

 

 

iii. Ισχύει ότι ΗΔ = ΗΖ από το ερώτημα (α.i) και ΘΔ = ΘΖ από το ερώτημα (α.ii). Άρα τα 

Η και Θ ισαπέχουν από τα Δ και Ζ που είναι άκρα του ΖΔ οπότε η ευθεία ΘΗ είναι 

μεσοκάθετος του τμήματος ΑΒ. 
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β) Τα τμήματα ΑΖ και ΒΔ είναι ύψη του τριγώνου ΑΗΒ που τέμνονται στο Θ. Άρα το 

Θ είναι το ορθόκεντρο του ΑΗΒ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Σε ιςοςκελζσ τραπζηιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) είναι ΑΒ=ΑΔ.   

α)  Να αποδείξετε ότι θ ΒΔ είναι διχοτόμοσ τθσ γωνίασ Δ.                                        (Μονάδεσ 7)   

β) Να προςδιορίςετε τθ θζςθ ενόσ ςθμείου Ε, ώςτε το τετράπλευρο ΑΒΕΔ να είναι ρόμβοσ. 

         (Μονάδεσ 10)       

γ) Αν επιπλζον είναι γωνία ΒΑΔ=120˚ και οι διαγώνιοι του ρόμβου τζμνονται ςτο ςθμείο Ο, να 

υπολογίςετε τισ γωνίεσ του τετραπλεφρου ΕΟΒΓ.                (Μονάδεσ 8)     
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α) Επειδή AB = AΔ, το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές οπότε AΔ̂Β = AΒ̂Δ 

Όμως AΒ̂Δ =  BΔ̂Γ 

ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται από την ΒΔ.  

Άρα AΔ̂B = BΔ̂Γ 

Επομένως η ΒΔ διχοτομεί τη γωνία Δ̂. 

 

 

 

β) Από το Β φέρουμε παράλληλη στην ΑΔ που τέμνει τη ΔΓ στο Ε. Το τετράπλευρο 

ΑΒΕΔ έχει τις απέναντι πλευρές του παράλληλες και δύο διαδοχικές πλευρές του ίσες 

(ΑΒ = ΑΔ), οπότε είναι ρόμβος. 

 

 

γ) Οι διαγώνιες του ρόμβου τέμνονται κάθετα οπότε ΒΟ̂Ε = 90ο. 

Ισχύει ακόμη ότι: 

 ΒΑ̂Δ = AΒ̂Γ = 120ο , διότι είναι γωνίες βάσης ισοσκελούς τραπεζίου. 

 ΑΒ̂Γ + ΒΓ̂Ε = 180ο, ως εντός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που 

τέμνονται από τη ΒΓ. 

Τότε: 

ΑΒ̂Γ + ΒΓ̂Ε = 180ο    120ο + Γ̂ = 180ο    Γ̂ = 60ο 

Επειδή ΒΓ = ΒΕ = ΑΔ  και Γ̂ = 60ο, το τρίγωνο ΒΕΓ είναι ισόπλευρο, άρα  

EΒ̂Γ = BΕ̂Γ = 60ο  

Τότε: 

AΒ̂Ε = ΑΒ̂Γ – ΕΒ̂Γ = 120ο – 60ο  = 60ο 

 1755-Λύση



Επίσης η ΒΔ είναι διαγώνιος του ρόμβου οπότε διχοτομεί τη γωνία ΑΒ̂Ε.  

Άρα OΒ̂Ε = 30ο 

Τότε OΒ̂Γ = 30ο + 60ο = 90ο  

Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΟΒΕ βρίσκουμε: 

OΕ̂B + OΒ̂E = 90ο   OΕ̂B = 90ο – 30ο  OΕ̂B = 60ο  και 

OΕ̂Γ = 60ο + 60ο = 120ο 
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ΘΕΜΑ 4  

Θεωξνύκε ηξαπέδην ΑΒΓΓ, ηέηνην ώζηε ˆ ˆ 90    , 
1

4
    θαη 

1

3
   . Δπηπιένλ, 

θέξνπκε    . 

α) Να απνδείμεηε όηη ην ηεηξάπιεπξν ΑΒΔΓ είλαη νξζνγώλην.               (Μνλάδεο 6) 

β) Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγωλν ΒΔΓ είλαη νξζνγώλην θαη ηζνζθειέο.  (Μνλάδεο 10) 

γ) Αλ Κ, Λ είλαη ηα κέζα ηωλ ΒΔ θαη ΑΓ αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη ε ΑΓ δηέξρεηαη από ην κέζν 

ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΒΚ.                           (Μνλάδεο 9) 
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α) Το τετράπλευρο ΑΒΕΔ έχει τρείς γωνίες ορθές, άρα είναι ορθογώνιο. 

 

β) Είναι: 

ΔΕ = ΑΒ και ΒΕ = ΑΔ 

ως απέναντι πλευρές του ορθογωνίου ΑΒΕΔ και ΒΕ = ΑΔ = 3ΑΒ (1), από υπόθεση. 

Τότε: 

ΕΓ = ΓΔ – ΔΕ = 4ΑΒ – ΑΒ = 3ΑΒ (2) 

Από (1), (2) βρίσκουμε ΒΕ = ΕΓ. 

Επιπλέον είναι ΒΕ̂Γ = 90ο, οπότε το τρίγωνο ΒΕΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 

γ) Το ΚΛ ενώνει τα μέσα των διαγωνίων του τραπεζίου ΑΕΓΒ, άρα ΚΛ // ΑΒ και 

επιπλέον ισχύει ότι: 

ΚΛ = 
ΓΕ−ΑΒ

2
=

3ΑΒ−ΑΒ

2
=

2ΑΒ

2
 = ΑΒ 

Οπότε το τετράπλευρο ΑΚΛΒ έχει δύο απέναντι πλευρές του ίσες και παράλληλες άρα 

είναι παραλληλόγραμμο. Οι ΑΛ, ΒΚ είναι διαγώνιες του παραλληλογράμμου και 

διχοτομούνται, άρα η ΑΓ τέμνει το τμήμα ΒΚ στο μέσον του. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται κύκλος (Ο, R) με διάμετρο ΑΒ και ευθείες ε1, ε2 εφαπτόμενες του κύκλου στα 

άκρα της διαμέτρου ΑΒ. Θεωρούμε ευθεία ε εφαπτομένη του κύκλου σε σημείο του 

Ε, η οποία τέμνει τις ε1 και ε2 στα Δ και Γ αντίστοιχα.  

α) Να αποδείξετε ότι ΓΔ = ΑΔ + ΒΓ         

 (Μονάδες 9) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΓΟΔ είναι ορθογώνιο.      

 (Μονάδες 9) 

γ) Να διερευνήσετε το είδος του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ ανάλογα με τη θέση του 

σημείου Ε στο ημικύκλιο ΑΒ. 

    (Μονάδες 7) 
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α) Ισχύει ΓΕ = ΒΓ (2) ως εφαπτόμενα τμήματα που άγονται από το σημείο Γ προς τον 

κύκλο. Όμοια, ισχύει ότι ΕΔ = ΑΔ (3). Τότε  ΓΔ = ΓΕ + ΕΔ   

οπότε λόγω των (2), (3)  βρίσκουμε  ΓΔ = ΑΔ + ΒΓ. 

 

β) Τα ΓΕ, ΓΒ είναι εφαπτόμενα τμήματα οπότε το Γ ισαπέχει από τα σημεία Ε και Β, 

άρα η ΓΟ είναι διχοτόμος της γωνίας ΕΟ̂Β. Όμοια, η ΔΟ διχοτομεί τη γωνία ΑΟ̂Ε. Άρα  

Ο̂1 = Ο̂2 = ω και  Ο̂3 = Ο̂4 = φ 

Είναι 

Ο̂1 + Ο̂2 + Ο̂3 + Ο̂4 = 180ο  2ω + 2φ = 180ο  ω + φ = 90ο 

Άρα ΓΟ̂Δ = ω + φ = 90ο οπότε το τρίγωνο ΓΟΔ είναι ορθογώνιο στο Ο. 

 

 

γ)  Επειδή τα ΑΔ, ΒΓ είναι εφαπτόμενες του κύκλου, ισχύει ότι  ΑΔ  ΑΒ και ΒΓ  ΑΒ 

Άρα ΑΔ // ΒΓ.  

 Αν το σημείο Ε δεν είναι μέσο του ημικυκλίου ΑΒ τότε οι ΓΔ και ΑΒ δεν είναι 

παράλληλες οπότε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο. 

 Αν το Ε είναι μέσο του ημικυκλίου ΑΒ, τότε ΒΟ̂Ε = 90ο (επίκεντρη γωνία που 

βαίνει σε τεταρτοκύκλιο) και ΕΓ  ΟΕ, άρα ΕΓ//ΑΒ. Οπότε ΑΒΓΔ 

παραλληλόγραμμο και αφού έχει μια ορθή γωνία, είναι ορθογώνιο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με γωνία Α αμβλεία, ιςχφει ότι ΑΒ=2ΑΔ. Τα ςημεία Ε και 

Ζ, είναι μζςα των πλευρών του ΑΒ και ΓΔ αντίςτοιχα. Από το Δ φζρουμε τη ΔΗ 

κάθετη ςτην προζκταςη τησ ΒΓ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΕΖΔ είναι ρόμβοσ.        (Μονάδεσ 8)   

β) Το τρίγωνο ΕΖΗ είναι ιςοςκελζσ.          (Μονάδεσ 9)   

γ) Το τμήμα ΗΕ, είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ Ζ Γ.       (Μονάδεσ 8)   
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α) Είναι AE // ΔΖ και ΑΕ = 
ΑΒ

2
=

ΓΔ

2
 = ΔΖ. Άρα ΑΕ // = ΔΖ.  

Οπότε το τετράπλευρο ΑΔΖΕ είναι παραλληλόγραμμο. 

Ισχύει ακόμη ότι ΑΕ = 
ΑΒ

2
 = ΑΔ. 

Δηλαδή, το παραλληλόγραμμο ΑΔΖΕ έχει δύο διαδοχικές πλευρές του ίσες οπότε 

είναι ρόμβος. 

 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΗΓΔ, η ΗΖ είναι διάμεσος που φέρουμε από την κορυφή 

της ορθής γωνίας οπότε είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας, δηλαδή 

ΗΖ = 
ΓΔ

2
 = 

ΑΒ

2
 = ΑΔ = ΕΖ 

Επομένως το τρίγωνο ΕΖΗ είναι ισοσκελές. 

 

γ) Επειδή το τρίγωνο ΕΗΖ είναι ισοσκελές με βάση την ΕΗ, ισχύει ότι ZΕ̂Η = ΖΗ̂Ε (1). 

Όμως ZΕ̂Η = ΕΗ̂Γ  ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΕΖ, ΒΗ που τέμνονται από την 

ΕΗ. Από (1), (2) έχουμε: ΖΗ̂Ε = ΕΗ̂Γ 

Άρα η ΕΗ διχοτομεί τη γωνία ΖΗ̂Γ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και ΑΜ το φψοσ του ςτην πλευρά ΒΓ. Στην 

προζκταςη του ΑΜ θεωροφμε τμήμα ΜΝ=ΑΜ . Στην προζκταςη του ΒΓ προσ το 

μζροσ του Γ θεωροφμε τμήμα ΓΔ =ΒΓ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΒΝΓ ρόμβοσ.                                                                     (Μονάδεσ 8)  

β) Το τρίγωνο ΑΔΝ είναι ιςοςκελζσ.                                                                 (Μονάδεσ 8) 

γ) Το ςημείο Γ είναι το βαρφκεντρο του τριγϊνου ΑΔΝ.                               (Μονάδεσ 9) 
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α) Το ΑΜ είναι ύψος στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, άρα είναι και διάμεσος. Οι ΑΝ, ΒΓ 

είναι διαγώνιες του τετραπλεύρου ΑΒΝΓ και διχοτομούνται κάθετα, άρα είναι 

ρόμβος. 

β) Στο τρίγωνο ΑΔΝ το ΔΜ είναι ύψος και διάμεσος, άρα το τρίγωνο ΑΔΝ είναι 

ισοσκελές. 

γ) Ισχύει ότι ΒΓ = 2ΓΜ διότι ΑΒΝΓ ρόμβος. Τότε 

ΔΜ = ΔΓ + ΓΜ = ΒΓ + ΓΜ = 3ΓΜ,  

δηλαδή  ΓΜ = 
1

 3 
ΔΜ, άρα ΔΓ = 

2

 3 
ΔΜ,  

οπότε Γ βαρύκεντρο του τριγώνου. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με γωνία Α ίςη με 120 και γωνία Β είναι ίςη με 45ο . Στην 

προζκταςη τησ ΒΑ προσ το Α, παίρνουμε τμήμα ΑΔ = 2ΑΒ. Από το Δ  φζρνουμε την 

κάθετη ςτην ΑΓ που την τζμνει ςτο ςημείο Κ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Η γωνία ΑΔΚ είναι ίςη με 30ο.                                                                 (Μονάδεσ 6) 

β) Το τρίγωνο ΚΑΒ είναι ιςοςκελζσ.                                                            (Μονάδεσ 6) 

γ) Αν Ζ το μζςο τησ ΔΑ, τότε =90ο.                                                       (Μονάδεσ 6) 

δ) Το ςημείο Κ ανήκει ςτη μεςοκάθετο του τμήματοσ  ΒΔ.                    (Μονάδεσ 7) 
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α) Είναι: 

ΚΑ̂Δ + ΓΑ̂Β = 180ο   ΚΑ̂Δ + 120ο  = 180ο  ΚΑ̂Δ = 60ο 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΚΑΔ ισχύει ότι: 

ΚΑ̂Δ  + AΔ̂K = 90ο  60ο + AΔ̂K = 90ο  ΑΔ̂Κ = 30ο 

 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΚ είναι ΑΔ̂Κ = 30ο, οπότε η απέναντι κάθετη πλευρά 

του θα είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας, δηλαδή  

AK = 
ΑΔ

2
=

2ΑΒ

2
 = ΑΒ 

Άρα το τρίγωνο ΚΑΒ είναι ισοσκελές. 

γ) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΚΑΔ, η ΚΖ είναι διάμεσος που φέρουμε από την κορυφή 

της ορθής γωνίας οπότε είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας, ισχύει δηλαδή 

 ΚΖ = 
ΑΔ

2
 = ΖΑ 

Άρα το τρίγωνο ΖΑΚ είναι ισοσκελές και επειδή ΖΑ̂Κ = 60ο, το τρίγωνο ΖΑΚ είναι 

ισόπλευρο. Τότε ΖΚ̂Α = 60ο. 

Από το άθροισμα των γωνιών του τριγώνου ΚΑΒ βρίσκουμε: 

ΒΑ̂Κ + ΑΒ̂Κ + ΑΚ̂Β = 180ο  120ο + 2ΑΚ̂Β = 180ο  ΑΚ̂Β = 30ο 

Επομένως είναι ΖΚ̂Β = ΑΚ̂Β + ΖΚ̂Α = 30ο + 60ο = 90ο. 
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δ) Επειδή AΒ̂K = AΔ̂K = 30ο, το τρίγωνο ΚΒΔ είναι ισοσκελές, άρα ΚΒ = ΚΔ. Επειδή το Κ 

ισαπέχει από τα Β, Δ βρίσκεται στη μεσοκάθετο του ΒΔ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με κέντρο Ο και  ΑΓ = 2ΒΓ. Στην προέκταση της πλευράς ΔΑ,  

προς το Α, παίρνουμε σημείο Ε ώστε ΔΑ = ΑΕ.   

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΕΒΓ είναι παραλληλόγραμμο.     

(Μονάδες 8) 

β) Το  τρίγωνο ΕΒΔ είναι ισόπλευρο.                               

(Μονάδες 9) 

γ) Αν η ΕΟ τέμνει την πλευρά ΑΒ στο σημείο Ζ, να αποδείξετε ότι ΔΖΕΒ.  

(Μονάδες 8) 
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α) Επειδή AE = ΑΔ = ΒΓ και AΔ // BΓ, προκύπτει ότι ΑΕ = // ΒΓ.  

Άρα το τετράπλευρο ΑΕΒΓ είναι παραλληλόγραμμο. 

 

β) Είναι: ΑΓ = 2ΒΓ    ΒΔ = 2ΑΔ    ΒΔ = ΔΕ 

Άρα το τρίγωνο ΒΔΕ είναι ισοσκελές και αφού ΕΔ̂Β = 60ο, είναι ισόπλευρο. 

γ) Τα ΕΟ και  ΒΑ είναι ύψη στο ισόπλευρο τρίγωνο ΕΔΒ, οπότε το σημείο τομής τους 

Ζ είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου και η ΔΖ είναι το τρίτο ύψος του.  

Δηλαδή, ΔZ  EB. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ. Ζςτω Ε το ςυμμετρικό ςημείο του Β ωσ προσ το Δ και Η 

είναι το μζςο τησ ΑΔ. Θ προζκταςη τησ ΓΔ τζμνει την ΑΕ ςτο Θ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) 
ΑΒ

ΔΘ
2

                                       (Μονάδεσ 8) 

β) Τα τρίγωνα ΑΔΘ και ΗΔΓ είναι ίςα.       (Μονάδεσ 9) 

γ) Θ ΓΗ είναι κάθετη ςτην ΑΕ.                     (Μονάδεσ 8) 
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α) Στο τρίγωνο ΑΒΕ ισχύει ότι το Δ είναι μέσο του ΒΕ και ΔΗ // ΑΒ, άρα το Η είναι μέσο 

της πλευράς ΑΕ οπότε ισχύει ότι ΔΗ = 
ΑΒ

2
. 

  

β) Τα τρίγωνα ΑΔΗ και ΖΔΓ είναι ορθογώνια και έχουν: 

 ΔΗ = ΔΖ, ως μισά των ίσων πλευρών ΑΒ και ΑΔ αντίστοιχα 

 ΑΔ = ΔΓ, ως πλευρές του τετραγώνου. 

Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΗ και ΖΔΓ έχουν τις κάθετες πλευρές τους ίσες μία προς 

μία, οπότε είναι ίσα.  

γ) Έστω ότι η προέκταση της ΓΖ τέμνει την ΑΗ στο Κ. Είναι  

KΖ̂Α = ΔΖ̂Γ ως κατακορυφήν και  

KΑ̂Z = ΔΓ̂Z, από τα ίσα τρίγωνα ΑΗΔ και ΔΖΒ. 

Στο τρίγωνο ΑΚΖ έχουμε:  

ΚΖ̂Α + ΚΑ̂Ζ = ΔΖ̂Γ + ΔΓ̂Ζ = 90ο 

Άρα το τρίγωνο ΑΚΖ είναι ορθογώνιο στο Κ, δηλαδή ΓΖ  ΑΕ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ  ( ΑΒ // ΓΔ ) με οˆ ˆΑ Δ 90  ,  ΔΓ = 2ΑΒ  και  ˆ ˆΒ 3Γ . Φέρνουμε 

ΒΕ ΔΓ  που τέμνει τη διαγώνιο ΑΓ στο Μ. Φέρνουμε την ΑΕ που τέμνει τη διαγώνιο 

ΒΔ στο Ν.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) οΓ̂ 45 .                 (Μονάδες 7) 

β) Το τετράπλευρο ΑΒΓE είναι παραλληλόγραμμο.         (Μονάδες 9) 

γ) ΑΕ ΒΔ .                  (Μονάδες 9) 
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α) Οι γωνίες Β̂, Γ̂ είναι εντός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που 

τέμνονται από την ΒΓ, άρα είναι παραπληρωματικές. Τότε: 

Β̂ + Γ̂ = 180ο  3Γ̂ + Γ̂ = 180ο  4Γ̂ =180ο  Γ̂ = 45ο 

 

β) Το τετράπλευρο ΑΒΕΔ έχει τρείς γωνίες ορθές οπότε είναι ορθογώνιο.  

Άρα ΔΕ = ΑΒ (1) και ΑΒ // ΔΕ ή ΑΒ // ΕΓ. Τότε: 

ΔΓ = ΔΕ + ΕΓ   οπότε λόγω της (1) είναι 

 2ΑΒ = ΑΒ + ΕΓ    ΑΒ = ΕΓ 

Επειδή ΑΒ // = ΕΓ, το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι παραλληλόγραμμο. 

γ) Επειδή ΑΒ = ΒΕ = ΕΔ = ΑΔ, το ΑΒΕΔ είναι ρόμβος και αφού έχει ορθή γωνία είναι 

τετράγωνο, άρα οι διαγώνιοί του τέμνονται κάθετα, δηλαδή AE  BΔ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ με Ο το κζντρο του. Από τθν κορυφι Δ φζρουμε το 

τμιμα ΔΚ κάκετο ςτθν  ΑΓ και ςτθν προζκταςι του προσ το Κ κεωροφμε ςθμείο Ε, 

ώςτε ΚΕ= ΔΚ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α)
ΒΔ

ΕΟ
2

 .                                   (Μονάδεσ 8) 

β) Η γωνία 


  είναι ορκι.           (Μονάδεσ 8) 

γ) Το τετράπλευρο ΑΕΒΓ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο.     (Μονάδεσ 9) 
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α)	   Στο	   τρίγωνο	   ΟΔΕ	   το	   ΟΚ	   είναι	   ύψος	   και	   διάμεσος,	   οπότε	   το	   τρίγωνο	   είναι	  

ισοσκελές.	  Άρα	  ΕΟ	  =	  ΟΔ.	  	  

Οι	  διαγώνιοι	  του	  παραλληλογράμμου	  ΑΒΓΔ	  διχοτομούνται	  άρα	  ΟΔ	  =	  !"
!
.	  	  

Συνεπώς	  EO	  =	  ΟΔ	  =	  
!"
!
	  .	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

β)	  Στο	  τρίγωνο	  ΔΕΒ	  είναι:	  EO	  =	  
!"
!
.	  Δηλαδή	  η	  διάμεσoς	  ΕΟ	  του	  τριγώνου	  ΔΕΒ	  ισούται	  

με	   το	   μισό	   της	   πλευράς	   στην	   οποία	   αντιστοιχεί.	   Άρα	   το	   τρίγωνο	   ΔΕΒ	   είναι	  

ορθογώνιο	  με	  ΔΕB	  =	  90ο.	  

γ)	  Είναι	  EB	  ⊥	  ΔE	  και	  ΓΑ	  ⊥	  ΔΕ,	  άρα	  ΕΒ	  //	  ΑΓ	  .	  

Η	  ΑΕ	  τέμνει	  την	  ΑΔ	  και	  ΑΔ	  //	  ΒΓ	  άρα	  η	  ευθεία	  ΑΕ	  τέμνει	  την	  	  ευθεία	  ΒΓ.	  Συνεπώς	  το	  

τετράπλευρο	  ΑΕΒΓ	  είναι	  τραπέζιο.	  

Στο	  τρίγωνο	  ΑΔΕ	  το	  ΑΚ	  είναι	  ύψος	  και	  διάμεσος,	  άρα	  το	  τρίγωνο	  είναι	  ισοσκελές	  και	  

ισχύει	  ότι	  AE	  =	  AΔ	  .	  

Από	  το	  παραλληλόγραμμο	  ΑΒΓΔ	  έχουμε	  ΑΔ	  =	  ΒΓ	  .	  Άρα	  ΑΕ	  =	  ΒΓ.	  

Συνεπώς	  το	  τραπέζιο	  ΑΕΒΓ	  είναι	  ισοσκελές.	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δφο κφκλοι (Ο, ρ1), (Κ,ρ2) εφάπτονται εξωτερικά ςτο Ν.  Μια ευθεία (ε) εφάπτεται 

ςτουσ δφο κφκλουσ ςτα ςημεία Α, Β αντίςτοιχα. Η κοινή εφαπτομζνη των κφκλων 

ςτο Ν τζμνει την (ε) ςτο Μ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α)   Το Μ είναι μζςον του ΑΒ.                                                                            (Μονάδεσ 7) 

β)   0ˆΟΜΚ 90                                                                                                       (Μονάδεσ 9) 

γ)     0ˆΑΝΒ 90                                                                                                       (Μονάδεσ 9) 
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α)	  Τα	  τμήματα	  ΜΑ	  και	  ΜΝ	  εφάπτονται	  στον	  κύκλο	  (Ο,	  ρ1)	  άρα	  ΜΑ	  =	  ΜΝ	  (1).	  

Τα	  τμήματα	  ΜΒ	  και	  ΜΝ	  εφάπτονται	  στον	  κύκλο	  (Κ,	  ρ2)	  άρα	  ΜΒ	  =	  ΜΝ	  (2).	  	  

Από	  (1),	  (2)	  βρίσκουμε	  ΜΑ	  =	  ΜΒ,	  δηλαδή	  το	  Μ	  είναι	  μέσο	  του	  ΑΒ.	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

β)	  Η	  διακεντρική	   ευθεία	  ΜΟ	  διχοτομεί	   τη	   γωνία	  ΑΜΝ,	  άρα	  Μ1	   =	  Μ2	   =	  φ.	  Όμοια	  η	  

διακεντρική	  ευθεία	  ΚΜ	  διχοτομεί	  τη	  γωνία	  ΒΜΝ,	  άρα	  Μ3	  =	  Μ4	  =	  ω.	  Τότε:	  

ΑΜΒ	  =	  Μ1	  +	  Μ2	  +	  Μ3	  +	  Μ4	  =	  2φ	  +	  2ω	  ⇔	  180ο	  =	  2φ	  +	  2ω	  ⇔	  ω	  +	  φ	  =	  90ο	  ⇔	  	  

ΟΜΚ	  =	  90ο	  	  

γ)	  Είναι	  ΜΝ	  =	  
!"
!
	  από	  το	   (α)	  και	  ΜΝ	  διάμεσος	  του	  τριγώνου	  ΑΝΒ.	  Άρα	  το	  τρίγωνο	  

ΑΝΒ	  είναι	  ορθογώνιο	  με	  ΑΝΒ	  =	  90ο.	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με ΑΔ=ΒΓ. Αν Ε,Λ,Ζ,Κ,Ν,Μ είναι τα μζςα των ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, 

ΔΑ, ΔΒ και ΑΓ αντίςτοιχα, να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο   ΕΜΖΝ  ρόμβοσ.             (Μονάδεσ 8) 

β) Η ΕΖ είναι μεςοκάθετοσ του ευθφγραμμου τμήματοσ ΜΝ.         (Μονάδεσ 7) 

γ) ΚΕ=ΖΛ                   (Μονάδεσ 5) 

δ) Τα ευθφγραμμα τμήματα ΚΛ, ΜΝ, ΕΖ διζρχονται από ίδιο ςημείο.     (Μονάδεσ 5) 
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α)	   Στο	   τρίγωνο	   ΑΒΓ	   τα	   σημεία	   Ε	   και	   Μ	   είναι	   τα	   μέσα	   των	   πλευρών	   ΑΒ	   και	   ΑΓ	  

αντίστοιχα	  οπότε:	  ΕΜ	  //	  ΒΓ	  και	  ΕΜ	  =	  
!"
!
	  .	  

Στο	  τρίγωνο	  ΔΒΓ	  τα	  σημεία	  Ν	  και	  Ζ	  είναι	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  ΔΒ	  και	  ΔΓ	  αντίστοιχα	  

οπότε:	  ΝΖ	  //	  ΒΓ	  και	  ΝΖ	  =	  
!"
!
	  .	  Άρα	  	  ΕΜ	  //	  	  ΝΖ	  και	  ΕΜ	  =	  ΝΖ.	  

Οπότε	  το	  τετράπλευρο	  ΕΜΖΝ	  έχει	  δύο	  απέναντι	  πλευρές	  ίσες	  και	  παράλληλες,	  άρα	  

είναι	  παραλληλόγραμμο.	  Επίσης,	  στο	  τρίγωνο	  ΓΑΔ	  τα	  σημεία	  Μ	  και	  Ζ	  είναι	  τα	  μέσα	  

των	  πλευρών	  ΓΑ	  και	  ΓΔ	  αντίστοιχα	  οπότε:	  ΜΖ	  =	  
!"
!
	  	  και	  επειδή	  ΑΔ	  =	  ΒΓ	  από	  υπόθεση	  

είναι:	  ΜΖ	  =	  
!"
!
	  =	  ΝΖ	  

Άρα	   το	   παραλληλόγραμμο	   ΕΜΖΝ	   έχει	   δύο	   διαδοχικές	   πλευρές	   ίσες	   άρα	   είναι	  

ρόμβος.	  

	  

β)	  Επειδή	  το	  ΕΜΖΝ	  είναι	  ρόμβος,	  οι	  διαγώνιοι	  του	  είναι	  κάθετες,	  άρα	  ΕΖ	  ⊥	  ΜΝ	  και	  

διχοτομούνται	   δηλαδή	   η	   ΕΖ	   διέρχεται	   από	   το	   μέσον	   της	   ΜΝ.	   Επομένως	   ΕΖ	  

μεσοκάθετος	  της	  ΜΝ.	  

γ)	   Στο	   τρίγωνο	   ΑΔΒ	   τα	   σημεία	   Κ	   και	   Ε	   είναι	   τα	   μέσα	   των	   πλευρών	   ΑΔ	   και	   ΑΒ	  

αντίστοιχα,	  οπότε:	  ΚΕ	  =	  
!"
!
	  	  (και	  ΚΕ	  //	  ΔΒ).	  

Στο	  τρίγωνο	  ΓΔΒ	  τα	  σημεία	  Ζ	  και	  Λ	  είναι	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  ΓΔ	  και	  ΓΒ	  αντίστοιχα	  

οπότε:	  ΖΛ	  =	  
!"
!
	  	  (και	  ΖΛ	  //	  ΔΒ).	  Επομένως	  ΚΕ	  =	  ΖΛ.	  

δ)	  Επειδή	  ΚΕ	  //	  ΔΒ	  και	  ΖΛ	  //	  ΔΒ	  προκύπτει	  ότι	  	  ΚΕ	  //	  ΖΛ,	  και	  ισχύει	  ότι	  ΚΕ	  =	  ΖΛ	  άρα	  το	  

τετράπλευρο	   ΕΚΖΛ	   είναι	   παραλληλόγραμμο.	   Οι	   ΕΖ,	   ΚΛ	   είναι	   διαγώνιοι	   του	  

παραλληλογράμου	   ΕΚΖΛ	   που	   διχοτομούνται	   στο	   μέσο	   Ο	   του	   ΕΖ.	   Οι	   ΕΖ,	  ΜΝ	   είναι	  

διαγώνιοι	  του	  παραλληλογράμμου	  ΕΜΖΝ,	  οπότε	  διχοτομούνται	  επίσης	  στο	  μέσο	  Ο	  

του	  ΕΖ.	  Άρα	  τα	  ΚΛ,	  ΜΝ,	  και	  ΕΖ	  διέρχονται	  από	  το	  ίδιο	  σημείο	  (το	  μέσο	  Ο	  του	  ΕΖ).	  	  
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ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω  Α, Β, Γ  ςυνευθειακά ςθμεία με  ΑΒ=2ΒΓ.  Θεωροφμε το μζςο  Μ  τθσ  ΑΒ. Προσ 

το ίδιο θμιεπίπεδο καταςκευάηουμε τα ιςόπλευρα τρίγωνα  ΑΔΒ,  ΒΕΓ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΔΕΒ  είναι τραπζηιο (ΑΔ//ΒΕ).        (Μονάδεσ 9) 

β) Τα τρίγωνα  ΔΜΒ,  ΔΕΒ  είναι ίςα.                              (Μονάδεσ 8) 

γ) Το τετράπλευρο  ΔΜΒΕ είναι εγγράψιμο.                   (Μονάδεσ 8) 
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α)	  Είναι	  Α	  =	  Β3	  =	  60ο	  ως	  γωνίες	  ισοπλεύρων	  τριγώνων.	  Οι	  ίσες	  γωνίες	  Α	  και	  Β3	  είναι	  

εντός	  εκτός	  και	  επί	  τα	  αυτά	  μέρη	  ΑΔ	  και	  ΕΒ	  που	  τέμνονται	  από	  την	  ΑΓ	  οπότε	  	  

ΑΔ	  //	  ΒΕ.	  

Έστω	  ότι	  	  ΔΕ	  //	  ΑΒ.	  Τότε	  το	  τετράπλευρο	  ΑΔΕΒ	  θα	  έχει	  τις	  απέναντι	  πλευρές	  του	  

παράλληλες	  και	  θα	  είναι	  παραλληλόγραμμο,	  οπότε	  AΔ	  =	  BE.	  Όμως	  ΑΒ	  =ΑΔ	  	  και	  	  

ΒΕ	  =	  ΒΓ	  άρα	  ΑΒ	  =	  ΒΓ	  που	  είναι	  άτοπο	  αφού	  ΑΒ	  =	  2ΒΓ.	  Άρα	  οι	  ΔΕ,	  ΑΒ	  τέμνονται	  και	  

συνεπώς	  το	  ΑΔΕΒ	  είναι	  τραπέζιο.	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

β)	  Είναι	  Β1	  +	  Β2	  +	  Β3	  =	  180ο	  ⇔	  60ο	  +	  Β2	  +	  60ο	  =	  180ο	  ⇔	  Β2	  =	  60ο	  και	  Β1	  =	  60ο	  ως	  γωνία	  

του	  ισοπλεύρου	  τριγώνου	  ΑΒΔ.	  

Τα	  τρίγωνα	  ΔΜΒ	  και	  ΔΕΒ	  έχουν:	  

ΔΒ	  κοινή	  πλευρά	  

BM	  =	  ΕΒ	  διότι	  ΒΜ	  =	  
!"
!
= !"#

!
	  =	  ΒΓ	  =	  ΕΒ	  

Β2	  =	  60ο	  =	  Β1	  	  

Σύμφωνα	  με	  το	  κριτήριο	  Π	  –	  Γ	  –	  Π	  τα	  τρίγωνα	  είναι	  ίσα.	  

γ)	   Το	  ΔΜ	  είναι	  διάμεσος	  στο	   ισόπλευρο	   τρίγωνο	  ΑΒΔ,	  άρα	  θα	  είναι	   και	  ύψος	   του	  

οπότε	  ΔΜΒ	  =	  90ο.	  

Επειδή	  τα	  τρίγωνα	  ΔΜΒ	  και	  ΔΕΒ	  είναι	   ίσα,	  είναι	  και	  ΔΕB	  =	  Μ	  =	  90ο	  αφού	  οι	  γωνίες	  

αυτές	  είναι	  απέναντι	  από	  την	  πλευρά	  κοινή	  τους	  πλευρά	  ΔΒ.	  Οπότε	  	  ΔΕB	  +	  Μ	  =180ο	  .	  

Άρα	  το	  τετράπλευρο	  ΔΜΒΕ	  έχει	  δύο	  απέναντι	  γωνίες	  παραπληρωματικές,	  οπότε	  
είναι	  εγγράψιμο.	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Θεωροφμε το μζςο Μ τησ πλευράσ ΑΔ και ΓΕ 

κάθετοσ από τη κορυφή Γ ςτην ευθεία ΜΒ (ΓΕ ΜΒ) . Η παράλληλη από την κορυφή 

Δ ςτην ευθεία ΜΒ (Δx // MB) τζμνει τισ ΒΓ και ΓΕ ςτα ςημεία Ν , Ζ αντίςτοιχα.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) Το τετράπλευρο ΜΒΝΔ είναι παραλληλόγραμμο.  (Μονάδεσ 7) 

β) Το ςημείο Ζ είναι μζςον του ευθυγράμμου τμήματοσ ΓΕ.  (Μονάδεσ 9) 

γ) ΔΕ=ΔΓ.        (Μονάδεσ 9) 
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α)	  Επειδή	  ΑΒΓΔ	  παραλληλόγραμμο	  είναι	  ΑΔ	  //	  ΒΓ	  άρα	  και	  ΜΔ	  //	  ΒΝ.	  Από	  υπόθεση	  

είναι	   ΔΝ	   //	   ΜΒ,	   άρα	   το	   τετράπλευρο	   ΜΒΝΔ	   έχει	   τις	   απέναντι	   πλευρές	   του	  

παράλληλες	  και	  συνεπώς	  είναι	  παραλληλόγραμμο.	  

β)	  Επειδή	  ΜΒΝΔ	  είναι	  παραλληλόγραμμο	  ισχύει	  ότι	  ΒΝ	  =	  ΜΔ	  (1).	  Το	  Μ	  είναι	  μέσο	  

του	  ΑΔ	  άρα	  ΜΔ	  =	  
!"
!
	  (2).	   To	   τετράπλευρο	  ΑΒΓΔ	  είναι	  παραλληλόγραμμο	  συνεπώς	  

ΑΔ	   =	   ΒΓ	   (3).	   Από	   (1),	   (2)	   και	   (3)	   προκύπτει	   ΒΝ	  = !"
!
.	   Άρα	   το	   Ν	   είναι	   μέσο	   του	  

τμήματος	  ΒΓ.	  	  

Στο	  τρίγωνο	  ΒΕΓ,	  το	  Ν	  είναι	  μέσο	  του	  ΒΓ	  και	  η	  ΝΖ	  είναι	  παράλληλη	  στη	  ΒΕ,	  άρα	  το	  Ζ	  

είναι	  μέσο	  του	  ΕΓ.	  

γ)	  Επειδή	  ΔΖ	  //	  ΜΕ	  και	  ΜΕ	  ⊥	  ΓΕ	  θα	  είναι	  και	  ΔΖ	  ⊥	  ΓΕ	  δηλαδή	  το	  ΔΖ	  είναι	  ύψος	  του	  

τριγώνου	  ΔΕΖ.	  Το	  Ζ	  είναι	  μέσο	  του	  ΕΓ	  άρα	  η	  ΔΖ	  είναι	  και	  διάμεσος	  του	  τριγώνου	  ΔΕΖ.	  

Οπότε	  το	  τρίγωνο	  ΔΕΓ	  είναι	  ισοσκελές	  με	  ΔΕ	  =	  ΔΓ.	  	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται οξυγϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ, ΒΕ ,ΓΖ,  τα φψη από τισ κορυφζσ Β, Γ αντίςτοιχα και 

Η το ορθόκεντρο του τριγϊνου. Επίςησ δίνονται ταΜ, Ν, Κ, Λ μζςα των 

ευθυγράμμων τμημάτων ΑΒ, ΑΓ, ΓΗ, ΒΗ αντίςτοιχα. 

α)  Να αποδείξετε ότι: 

i. ΜΝ=ΛΚ       (Μονάδεσ 6) 

ii. ΝΚ=ΜΛ=
ΑΗ

2       
 (Μονάδεσ 6) 

iii. Το τετράπλευρο ΜΝΚΛ είναι ορθογϊνιο.   (Μονάδεσ 6) 

β) Αν το Ο είναι το μζςο τησ ΒΓ, να αποδείξετε ότι  το 0ˆΜΟΚ 90 . (Μονάδεσ 7) 
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α)	  i.	  Το	  ΜΝ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  ΑΒ	  και	  ΑΓ	  στο	  τρίγωνο	  ΑΒΓ,	  άρα	  MN	  //	  BΓ	  

(1)	  και	  MN	  =	  
!"
!
	  (2)	  	  

Το	  ΚΛ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  ΗΒ	  και	  ΗΓ	  στο	  τρίγωνο	  ΗΒΓ,	  άρα	  ΚΛ	  //	  ΒΓ	  (3)	  και	  

ΚΛ	  =	  
!"
!
	  (4)	  

Από	  (2),	  (4)	  προκύπτει:	  ΜΝ	  =	  ΚΛ.	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

ii.	  Το	  ΝΚ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  ΑΓ	  και	  ΗΓ	  στο	  τρίγωνο	  ΑΗΓ,	  άρα	  ΝΚ	  //	  ΑΗ	  (5)	  

και	  ΝΚ	  =	  
!"
!
	  (6).	  

Το	  ΜΛ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  ΑΒ	  και	  ΒΗ	  στο	  τρίγωνο	  ΑΗΒ,	  άρα	  ΜΛ	  //	  ΑΗ	  και	  	  

MΛ	  =	  
!"
!
	  (7).	  

Από	  (6),	  (7)	  προκύπτει	  ότι:	  NK	  =	  MΛ	  =	  
!"
!
	  	  

iii.	  Από	  τις	  (1),	  (3)	  έχουμε	  ΜΝ	  //	  ΚΛ.	  Επίσης	  ΜΝ	  =	  ΚΛ	  άρα	  το	  τετράπλευρο	  ΜΝΚΛ	  έχει	  

δύο	  απέναντι	  πλευρές	  του	  ίσες	  και	  παράλληλες,	  οπότε	  είναι	  παραλληλόγραμμο.	  

Επειδή	  το	  Η	  είναι	  ορθόκεντρο	  του	  τριγώνου	  ΑΒΓ,	  είναι	  AH	  ⊥	  BΓ	  (8).	  

Επειδή	  ΜΝ	  //	  BΓ	  (9)	  και	  ΜΛ	  //	  ΑΗ	  (10),	  από	  (8),	  (9)	  και	  (10)	  είναι	  ΜΝ	  ⊥	  ΜΛ.	  	  

Άρα	   το	   παραλληλόγραμμο	   ΜΝΚΛ	   έχει	   μία	   ορθή	   γωνία	   και	   συνεπώς	   είναι	  

ορθογώνιο.	  	  

β)	  Το	  ΚΟ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  ΗΓ	  και	  ΒΓ	  στο	  τρίγωνο	  ΗΒΓ,	  άρα	  ΚΟ	  //	  ΒΗ.	  

Το	  ΜΟ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  ΑΒ	  και	  ΒΓ	  στο	  τρίγωνο	  ΑΒΓ,	  άρα	  ΜΟ	  //	  ΑΓ.	  	  

Όμως	  BH	  ⊥	  AΓ	  άρα	  και	  KO⊥MO,	  δηλαδή	  MΟK	  =	  90ο.	  
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ΘΕΜΑ	  4	  

Δίνεται	  ορθή	  γωνία	  𝑥Οy	  και	  τα	  σημεία	  Α	  και	  Β	  των	  ημιευθειών	  Oy	  και	  Ox	  αντίστοιχα	  

με	  ΟΑ	  =	  ΟΒ.	  Μία	  ευθεία	  (ε)	  η	  οποία	  δεν	  είναι	  παράλληλη	  στην	  ΑΒ	  διέρχεται	  από	  το	  

Ο	  ώστε	  τα	  σημεία	  Α	  και	  Β	  να	  είναι	  στο	  ίδιο	  ημιεπίπεδο.	  Η	  κάθετη	  από	  το	  Α	  στην	  (ε)	  

την	  τέμνει	  στο	  Δ	  και	  η	  κάθετη	  από	  το	  Β	  στην	  (ε)	  την	  τέμνει	  στο	  Ε.	  	  

Να	  αποδείξετε	  ότι:	  

α)	  Τα	  τρίγωνα	  ΟΑΔ	  και	  ΟΕΒ	  είναι	  ίσα.	   	   	   	   (Μονάδες	  7)	  

β)	  ΑΔ	  +	  ΒΕ	  =	  ΔΕ.	   	   	   	   	   	   	   (Μονάδες	  7)	  

γ)	  ΜΝ	  =	  
!"
!
	  ,	  όπου	  Μ	  και	  Ν	  τα	  μέσα	  των	  ΑΒ	  και	  ΔΕ	  αντίστοιχα.	   (Μονάδες	  7)	  

	  δ)	  Το	  τρίγωνο	  ΔΜΕ	  είναι	  ορθογώνιο	  και	  ισοσκελές.	   	   (Μονάδες	  4)	  
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α)	  Τα	  ορθογώνια	  τρίγωνα	  ΟΑΔ	  και	  ΟΒΕ	  έχουν:	  

OA	  =	  OB,	  από	  υπόθεση	  	  

AΟΔ	  =	  OΒΕ,	  ως	  οξείες	  γωνίες	  με	  πλευρές	  κάθετες	  (OA	  ⊥ OB,OΔ   ⊥ ΕΒ  ).	  

Άρα	  τα	  τρίγωνα	  έχουν	  ίσες	  υποτείνουσες	  και	  ίσες	  οξείες	  γωνίες	  οπότε	  είναι	  ίσα.	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

β)	   Επειδή	   τα	   τρίγωνα	   ΟΑΔ	   και	   ΟΕΒ	   είναι	   ίσα,	   ισχύει	   ότι:	   ΑΔ	   =	   ΟΕ	   επειδή	   είναι	  

απέναντι	  από	  τις	  ίσες	  γωνίες	  ΑΟΔ	  και	  ΟΒΕ	  και	  ΟΔ	  =	  ΒΕ	  .	  

Οπότε:	  ΑΔ	  +	  ΒΕ	  =	  ΟΕ	  +	  ΟΔ	  =	  ΔΕ.	  

γ)	  Είναι	  AΔ	  ⊥	  ε	  και	  BE	  ⊥	  ε,	  άρα	  ΑΔ	  //	  ΒΕ	  και	  η	  ΑΒ	  δεν	  είναι	  παράλληλη	  στην	  ΔΕ	  από	  

υπόθεση.	  Οπότε	  το	  ΑΒΕΔ	  είναι	  τραπέζιο.	  

Η	  ΜΝ	  είναι	  διάμεσος	  του	  τραπεζίου	  ΑΒΕΔ	  οπότε	  ισχύει:	  

ΜΝ	  =	  
!"!!"

!
.	  Όμως	  ΑΔ	  +ΒΕ	  =	  ΔΕ	  άρα	  ΜΝ	  =	  

!"
!
	  .	  

δ)	  Ισχύει	  ΜΝ	  //	  ΑΔ	  διότι	  η	  διάμεσος	  ΜΝ	  του	  τραπεζίου	  ΑΔΕΒ	  είναι	  παράλληλη	  στις	  

βάσεις	  του.	  Επειδή	  ΑΔ	  ⊥	  ε	  θα	  είναι	  και	  ΜΝ	  ⊥	  ε.	  Από	  το	  ερώτημα	  (γ)	  έχουμε	  ότι:	  	  

ΜΝ	  =	  
!"
!
	  .	  	  

Άρα	  στο	  τρίγωνο	  ΔΜΕ	  η	  διάμεσός	  του	  ΜΝ	  ισούται	  με	  το	  μισό	  της	  πλευράς	  ΔΕ	  στην	  

οποία	   αντιστοιχεί,	   άρα	   το	   τρίγωνο	   ΔΜΕ	   είναι	   ορθογώνιο	   με	   υποτείνουσα	   την	   ΔΕ,	  

δηλαδή	  MΔΕ	  =	  90ο.	  

Επειδή	  MN	  //	  AΔ	  και	  ΑΔ	  κάθετη	  στη	  ΔΕ	  είναι	  ΜΝ	  κάθετη	  στη	  ΔE,	  οπότε	  το	  τμήμα	  

ΜΝ	   είναι	   ύψος	   και	   διάμεσος	   στο	   τρίγωνο	   ΔΜΕ,	   οπότε	   το	   τρίγωνο	   ΔΜΕ	   είναι	   και	  

ισοσκελές.	  
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ΘΕΜΑ 4 

Σε τετράγωνο ΑΒΓΔ προεκτείνουμε τη διαγώνιο ΒΔ (προσ το Δ) κατά τμήμα ΔΕ=ΔΒ. 

Ζςτω Μ το μζςο τησ ΑΔ και Ν το ςημείο τομήσ των ευθειών ΑΕ και ΓΔ. 

α) Να αποδείξετε ότι ΔΝ=ΔΜ.     (Μονάδεσ 6) 

β)  Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ του τριγώνου ΝΜΔ.      (Μονάδεσ 5) 

γ)  Να αποδείξετε ότι: 

i. ΜΝ ΑΓ        (Μονάδεσ 7) 

ii. ΓΜ ΑΝ        (Μονάδεσ 7) 
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α)	   Στο	   τρίγωνο	   ΕΑΒ	   το	   Δ	   είναι	   μέσο	   της	   ΕΒ	   και	   η	   ΔΝ	   //	   ΑΒ	  ως	   απέναντι	  

πλευρές	  τετραγώνου.	  Άρα	  το	  Ν	  είναι	  μέσο	  του	  ΑΕ	  και	  ισχύει:	  ΔΝ	  =	  
!"
!
	  (1).	  

Ισχύει	  ακόμη	  ότι	  ΔΜ	  =	  
!"
!
= !"

!
	  (2).	  

Από	  (1),	  (2)	  βρίσκουμε	  ΔΝ	  =	  ΔΜ.	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

β)	  Το	  τρίγωνο	  ΝΜΔ	  είναι	  ορθογώνιο	  και	  ισοσκελές	  αφού	  ΔΝ	  =	  ΔΜ,	  οπότε	  

και	  ΔΝΜ	  =	  ΔΜΝ.	  Τότε:	  ΔΝΜ	  +	  ΔΜΝ	  =	  90ο	  ⇔	  2ΔΜΝ	  =	  90ο	  ⇔	  ΔΜΝ	  =	  45ο	  =	  

ΔΝΜ.	  

γ)	  i.	  Στο	  τρίγωνο	  ΑΔΕ	  το	  ΜΝ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών,	  ΑΔ	  και	  ΑΕ	  οπότε	  

ΜΝ	  //	  ΔΕ.	  	  

Όμως	  ΔΕ	  ⊥	  ΑΓ	  αφού	  οι	  διαγώνιες	  ενός	  τετραγώνου	  είναι	  κάθετες,	  άρα	  θα	  

είναι	  και	  ΜΝ	  ⊥	  ΑΓ.	  

ii.	  Στο	  τρίγωνο	  ΑΝΓ	  τα	  ΝΜ	  και	  ΑΔ	  είναι	  ύψη	  του,	  άρα	  το	  σημείο	  τομής	  τους	  

Μ	  είναι	  ορθόκεντρο	  του	  τριγώνου.	  Οπότε	  ΓΜ	  ⊥	  ΑΝ.	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται το τετράγωνο ΑΒΓΔ. Στη διαγώνιο ΑΓ θεωροφμε ςημεία Ι, Ο, Η ώςτε 

 . Αν Ε, Θ και Ζ τα μζςα των πλευρών ΔΓ, ΑΒ και ΒΓ αντίςτοιχα 

να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΟΖΓΕ είναι τετράγωνο.                (Μονάδεσ 7) 

β) 
4


 .                                                  (Μονάδεσ 8) 

γ) Το τετράπλευρο ΙΘΖΗ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, με  2 .  

(Μονάδεσ 10) 

 

 

 

 

 1781



 

α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ το ΟΖ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΓ και ΒΓ οπότε ΟΖ // ΑΒ. 

Επειδή ΑΒ ⊥ ΒΓ θα είναι και ΟΖ ⊥ ΒΓ. 

Στο τρίγωνο ΑΓΔ το ΟΕ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΓ και ΓΔ οπότε ΟΕ // ΑΔ. Επειδή 

ΑΔ ⊥ ΔΓ θα είναι και ΟΕ ⊥ ΔΓ. 

Άρα το τετράπλευρο ΟΖΓΕ έχει τρεις γωνίες ορθές (Ζ̂ = Γ̂ = Ε̂ = 900) οπότε είναι 

ορθογώνιο. Επιπλέον ισχύει ΓΕ =
ΓΔ

2
=

ΑΒ

2
= ΓΖ οπότε το ορθογώνιο ΟΖΓΕ έχει δύο 

διαδοχικές πλευρές ίσες και συνεπώς είναι τετράγωνο. 

β) Η ΖΗ είναι διάμεσος στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΖΓ που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα ΟΓ, άρα ΖΗ  =
ΟΓ

2
=

ΑΓ

2

2
=

ΑΓ

4
 . 

γ) Το ΘΖ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΒΓ στο τρίγωνο ΑΒΓ οπότε είναι: 

ΘΖ // ΑΓ άρα και ΘΖ // ΗΙ (1). 

Ισχύει ακόμη ότι: ΘΖ = 
ΑΓ

2
 = ΗΙ (2) διότι ΗΙ = ΗΟ + ΟΙ =

ΑΓ

4
+ ΑΓ

4
= ΑΓ

2
 . 

Το τετράπλευρο ΙΘΖΗ έχει τις απέναντι πλευρές του ΘΖ και ΗΙ ίσες και παράλληλες, 

οπότε είναι παραλληλόγραμμο. 

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΟΖΓ, η ΖΗ είναι διάμεσος, οπότε είναι και ύψος, δηλαδή 

ΖΗ̂Ο = 90ο. Επειδή το παραλληλόγραμμο ΙΘΖΗ έχει μία ορθή γωνία, είναι ορθογώνιο.  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΖΓ (Ζ̂ = 900) η ΖΗ είναι διάμεσος άρα ΖΗ =
ΟΓ

2
=

ΑΓ

4
. Οπότε 

σύμφωνα με τη (2) προκύπτει ΘΖ = 2ΖΗ. Το τετράπλευρο ΘΖΗΙ είναι 

παραλληλόγραμμο οπότε ΖΗ = ΘΙ. Συνεπώς ΘΖ = 2ΘΙ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ, με ΑΒ > ΑΔ. Θεωροφμε ςημεία Κ, Λ, των ΑΔ και ΑΒ 

αντίςτοιχα ώςτε ΑΚ = ΑΛ. Ζςτω Μ το μζςο του ΚΛ και η προζκταςη του ΑΜ (προσ το 

Μ) τζμνει τη ΔΓ ςτο ςημείο Ε.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΑΔ =ΔΕ.                                                           (Μονάδεσ 8) 

β) ΒΓ + ΓΕ = ΑΒ.                                                  (Μονάδεσ 10) 

γ) 


2 .                       (Μονάδεσ 7) 
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α)	  Επειδή	  AK	  =	  AΛ,	  το	  τρίγωνο	  ΑΚΛ	  είναι	  ισοσκελές	  οπότε	  η	  διάμεσος	  ΑΜ	  είναι	  και	  

διχοτόμος	  της	  γωνίας	  Α,	  δηλαδή	  KΑM	  =	  MΑΛ	  (1).	  Επίσης	  MΑΛ	  =	  AΕΔ	  (2)	  ως	  εντός	  

εναλλάξ	  των	  παραλλήλων	  ΑΒ,	  ΓΔ	  που	  τέμνονται	  από	  την	  ΑΕ.	  Από	  (1),	  (2)	  προκύπτει	  

KΑM	  =	  AΕΔ,	  οπότε	  το	  τρίγωνο	  ΔΑΕ	  είναι	  ισοσκελές,	  άρα	  AΔ	  =	  ΔE.	  

β)	   Είναι	   ΔE	   =	   AΔ	   από	   το	   ερώτημα	   (α)	   και	   ΑΔ	   =	   ΒΓ,	   ΑΒ	   =	   ΔΓ	   αφού	   ΑΒΓΔ	  

παραλληλόγραμμο	  οπότε	  ΔΕ	  =	  ΑΔ	  =	  ΒΓ,	  οπότε	  BΓ	  +	  ΓE	  =	  ΔE	  +	  ΓE	  =	  ΔΓ	  =	  AB.	  

γ)	  Από	  το	  άθροισμα	  των	  γωνιών	  του	  ισοσκελούς	  τριγώνου	  ΑΚΛ	  έχουμε:	  

Α	  +	  AΚΛ	  +	  AΛK	  =	  180ο	  ⇔	  Α	  +	  2AΛΚ	  =	  180ο	  ⇔	  2AΛΚ	  =	  180ο	  –	  Α	  	  (3).	  

Οι	   γωνίες	  Α	  και	  Β	  είναι	   παραπληρωματικές	   ως	   εντός	   και	   επί	   τα	   αυτά	   μέρη	   των	  

παραλλήλων	  ΑΔ,	  ΒΓ.	  Δηλαδή	  Α	  +	  Β	  =	  180ο	  ⇔	  Β	  =	  180ο	  –	  Α	  	  (4).	  

Από	  τις	  σχέσεις	  (3),	  (4)	  προκύπτει	  ότι	  Β	  =	  2ΑΛΚ.	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ=2ΒΓ και τθ γωνία Β αμβλεία. Από τθν 

κορυφι Α φζρουμε τθν ΑΕ κάκετθ ςτθν ευκεία ΒΓ και ζςτω Μ, Ν τα μζςα των ΑΒ, ΔΓ 

αντίςτοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΜΒΓΝ είναι ρόμβοσ.                           (Μονάδεσ 8) 

β) Το τετράπλευρο ΜΕΓΝ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο.        (Μονάδεσ 9) 

γ) Η  ΕΝ είναι διχοτόμοσ τθσ γωνίασ 


.                       (Μονάδεσ 8) 
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α)	  Επειδή	  ΑΒΓΔ	  παραλληλόγραμμο	  ισχύει	  ότι:	  ΑΒ	  //	  ΓΔ	  και	  ΑΒ	  =	  ΓΔ	  .	  Άρα	  ΜΒ	  //	  ΝΓ	  

και	  
!"
!
= !"

!
	  	  και	  επειδή	  Μ	  και	  Ν	  μέσα	  των	  ΑΒ	  και	  ΔΓ	  αντίστοιχα	  προκύπτει	  

ΜΒ	   	   =	   ΝΓ.	   Οπότε	   το	   ΜΒΓΝ	   έχει	   τις	   δύο	   απέναντι	   πλευρές	   	   ΜΒ	   και	   ΝΓ	   ίσες	   και	  

παράλληλες	  οπότε	  είναι	  παραλληλόγραμμο.	  Επίσης	  ΜΒ	  =	  
!"
!
	  =	  
!"#
!
	  =	  ΒΓ.	  

Επομένως	   το	   παραλληλόγραμμο	  ΜΒΓΝ	   έχει	   δύο	   διαδοχικές	   πλευρές	   του	   ίσες	   και	  

συνεπώς	  είναι	  ρόμβος.	  

β)	  Ισχύει	  ότι	  ΜΝ	  //	  ΒΓ	  ως	  απέναντι	  πλευρές	  του	  παραλληλογράμμου	  ΜΒΓΝ	  

άρα	  ΜΝ	  //	  ΕΓ	  .	  

Η	  ευθεία	  ΜΕ	  τέμνει	  την	  ευθεία	  ΓΝ	  επειδή	  αν	  ΜΕ	  //	  ΓΝ	  τότε	  από	  το	  Μ	  θα	  διέρχονταν	  

δύο	  παράλληλες	  προς	  την	  ΓΝ	  (ΜΕ	  //	  ΓΝ	  και	  ΜΒ	  //	  ΓΝ).	  Άτοπο.	  

Στο	   ορθογώνιο	   τρίγωνο	   ΑΕΒ	   η	   ΕΜ	   είναι	   διάμεσος	   που	   αντιστοιχεί	   στην	  

υποτείνουσα,	  άρα	  	  ΕΜ	  =	  
!"
!
	  =	  
!"
!
	  =	  ΓΝ.	  

Οπότε	  το	  τετράπλευρο	  ΜΕΓΝ	  είναι	  ισοσκελές	  τραπέζιο.	  

	  

γ)	  Έχουμε:	  ΕΜ	  =	  
!"
!
	  =	  ΜΒ	  	  και	  ΜΒ	  =	  ΜΝ	  αφού	  ΜΒΓΝ	  ρόμβος.	  

	  Άρα	  ΕΜ	  =	  ΜΝ	  οπότε	  το	  τρίγωνο	  ΜΕΝ	  είναι	  ισοσκελές	  και	  ισχύει	  ΜΕΝ	  =	  ΜΝΕ	  (3).	  

Επίσης	  ΝΕΓ	  =	  ΜΝΕ	  (4)	  ως	  εντός	  εναλλάξ	  των	  παραλλήλων	  ΜΝ,	  ΒΓ	  

που	  τέμνονται	  από	  την	  ΝΕ.	  

Άρα,	  από	  (3),	  (4)	  προκύπτει:	  ΜΕΝ	  =	  ΝΕΓ.	  	  

Οπότε	  η	  ΕΝ	  είναι	  διχοτόμος	  της	  γωνίας	  ΜΕΓ.	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ = 2 ΒΓ, τη γωνία Α αμβλεία και Μ το μζςο 

τησ ΓΔ . Φζρουμε κάθετη ςτην ΑΔ ςτο ςημείο Α, η οποία τζμνει την ΒΓ ςτο Η. Αν η 

προζκταςη τησ ΗΜ τζμνει την προζκταςη τησ ΑΔ ςτο Ε, να αποδείξετε ότι: 

α) Η ΑΜ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ ΔΑΒ.            (Μονάδεσ 9) 

β) Τα τμήματα ΕΗ, ΔΓ διχοτομοφνται.                   (Μονάδεσ 8) 

γ) 


.                                                          (Μονάδεσ 8) 
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α)	  Είναι	  ΒAΜ	  =	  ΔMA	  (1)	  ως	  εντός	  εναλλάξ	  των	  παραλλήλων	  ΑΒ,	  ΓΔ	  που	  τέμνονται	  

από	  την	  ΑΜ.	  

Επειδή	  το	  Μ	  είναι	  μέσο	  του	  ΔΓ	   ισχύει	  ότι	  ΔΜ	  =	  
!"
!
	  και	   ΓΔ	  =	  ΑΒ	   (απέναντι	  πλευρές	  

του	  παραλληλογράμμου	  ΑΒΓΔ)	  άρα	  ΔΜ= !"
!
= !"#

!
	  =	  ΒΓ	  .	  Όμως	  ΒΓ	  =	  ΑΔ	  (απέναντι	  

πλευρές	  του	  παραλληλογράμμου	  ΑΒΓΔ)	  άρα	  ΔΜ	  =	  ΑΔ	  και	  συνεπώς	  	  το	  τρίγωνο	  ΔΑΜ	  

είναι	  ισοσκελές	  οπότε	  ΔAΜ	  =	  ΔΜΑ	  (2).	  

Από	  τις	  (1),	  (2)	  είναι	  ΒAΜ	  =	  ΔAΜ,	  οπότε	  η	  ΑΜ	  είναι	  διχοτόμος	  της	  γωνίας	  ΔΑΒ.	  

β)	  Τα	  τρίγωνα	  ΔΕΜ	  και	  ΜΗΓ	  έχουν:	  

ΔM	  =	  MΓ	  από	  υπόθεση	  

ΔΜE	  =	  ΗΜΓ,	  ως	  κατακορυφήν	  

ΕΔΜ	  =	  Γ,	  ως	  εντός	  εναλλάξ	  των	  παραλλήλων	  ΑΕ,	  ΒΓ	  που	  τέμνονται	  από	  την	  ΔΓ.	  

Σύμφωνα	  με	  το	  κριτήριο	  Γ	  –	  Π	  –	  Γ	  τα	  τρίγωνα	  είναι	  ίσα,	  οπότε	  έχουν	  και	  ME	  =	  MH	  

διότι	  είναι	  απέναντι	  από	  τις	  ίσες	  γωνίες	  ΕΔΜ	  και	  Γ.	  

Επειδή	  ΔM	  =	  MΓ	  και	  ME	  =	  MH,	  τα	  τμήματα	  ΕΗ,	  ΔΓ	  διχοτομούνται.	  

γ)	   Στο	   ορθογώνιο	   τρίγωνο	   ΑΕΗ,	   η	   ΑΜ	   είναι	   διάμεσος	   που	   αντιστοιχεί	   στην	  

υποτείνουσα,	  άρα	  ΑΜ	  =	  
!"
!
	  =	  ΜΕ.	  Άρα	  το	  τρίγωνο	  ΑΜΕ	  είναι	   ισοσκελές	  και	   ισχύει	  

ότι:	  Ε	  =	  ΕAΜ.	  Όμως	  έχει	  αποδειχθεί	  ότι	  	  ΕAΜ	  =	  ΔΜΑ	  άρα	  Ε =   ΔΜΑ.	  	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και ςτο εξωτερικό του ςχηματίζονται τα τετράγωνα 

ΑΒΔΕ και ΑΓΖΗ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) 


         (Μονάδεσ 8) 

β) ΕΓ = ΒΗ                                    (Μονάδεσ 9) 

γ) Η ΕΓ είναι κάθετη ςτη ΒΗ.                 (Μονάδεσ 8) 
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α)	  Ισχύει	  ότι:	  

ΒΑΕ	  +	  ΒΑΓ	  +	  ΗΑΓ	  +	  ΕΑΗ	  =	  360ο	  ⇔	  90ο	  +	  ΒΑΓ	  +	  90ο	  +	  ΕΑΗ	  =	  360ο	  ⇔	  

⇔	  ΕΑΗ	  =	  180ο	  –	  ΒΑΓ	  (1).	  

Από	  το	  άθροισμα	  των	  γωνιών	  του	  τριγώνου	  ΑΒΓ	  βρίσκουμε:	  

ΑΒΓ	  +	  ΑΓΒ	  +	  ΒΑΓ	  =	  180ο	  ⇔	  ΑΒΓ	  +	  ΑΓΒ	  =	  180ο	  –	  ΒΑΓ	  (2)	  

Από	  (1),	  (2)	  προκύπτει	  ότι:	  EΑH	  =	  AΒΓ	  +	  AΓB.	  

	  
β)	  Τα	  τρίγωνα	  ΑΕΓ	  και	  ΑΒΗ	  έχουν:	  

ΑΓ	  =	  ΑΗ,	  ως	  πλευρές	  του	  τετραγώνου	  ΑΓΖΗ	  

ΕΑΓ	  =	  ΗΑΒ,	  διότι	  ΕΑΓ	  =	  ΕΑΒ	  +	  ΒΑΓ	  =	  90ο	  +	  ΒΑΓ	  και	  	  

ΗΑΒ	  =	  ΗΑΓ	  +	  ΒΑΓ	  =	  90ο	  +	  ΒΑΓ	  

ΑΒ	  =	  ΑΕ,	  ως	  πλευρές	  του	  τετραγώνου	  ΑΒΔΕ	  

Σύμφωνα	  με	  το	  κρτήριο	  Π	  –	  Γ	  –	  Π	  τα	  τρίγωνα	  ΑΕΓ	  και	  ΑΒΗ	  είναι	  ίσα	  οπότε	  

ισχύει	  και	  ΕΓ	  =	  ΒΗ	  διότι	  είναι	  απέναντι	  από	  τις	  ίσες	  γωνίες	  ΕΑΓ	  και	  ΒΑΗ.	  

γ)	  Έστω	  Θ	   το	  σημείο	   τομής	   των	  ΕΓ,	  ΒΗ	  και	  Κ	   το	  σημείο	   τομής	   των	  ΕΓ,	  ΑΒ.	  

Επειδή	   τα	   τρίγωνα	  ΕΑΓ	   και	  ΗΑΒ	   είναι	   ίσα,	   ισχύει	   ότι:	   ΑEΓ	   =	  ΑBH	   (3)	   διότι	  

είναι	  απέναντι	  από	  τις	  ίσες	  πλευρές	  ΑΗ	  και	  ΑΓ.	  

Επίσης	  EΚA	  =	  BΚΓ	  (4)	  ως	  κατακορυφήν.	  

Στο	  τρίγωνο	  ΑΕΚ	  είναι:	  ΑΕΓ	  +	  EΚA	  =	  90ο	  
! ,(!)

  	  AΒH	  +	  BΚΓ	  =	  90ο	  (5).	  

Από	  το	  άθροισμα	  των	  γωνιών	  του	  τριγώνου	  ΒΚΘ	  βρίσκουμε:	  	  

BΘK	  +	  AΒH	  +	  BΚΓ	  =	  180ο	  
(!)
  	  BΘK	  +	  90ο	  =	  180ο	  ⇔	  BΘK	  =	  90ο.	  Άρα	  EΓ	  ⊥	  BH.	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορκογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τθ γωνία Α ορκι, και τυχαίο ςθμείο Δ τθσ 

πλευράσ ΑΒ. Ζςτω Κ, Μ, Ν τα μζςα των ΓΔ, ΒΓ, ΒΔ αντίςτοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΚΜΝΔ είναι παραλλθλόγραμμο.                  (Μονάδεσ 8) 

β) Το τετράπλευρο ΑΚΜΝ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο.                 (Μονάδεσ 9) 

γ) Η διάμεςοσ του τραπεηίου ΑΚΜΝ είναι ίςθ με 
2


.               (Μονάδεσ 8) 
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α)	  To	  	  ΚΜ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  ΑΔ	  και	  ΒΓ	  στο	  τρίγωνο	  ΓΔΒ,	  οπότε:	  KM	  //ΑΒ	  

και	  ΚΜ	  =	  
!"
!
	  και	  επειδή	  το	  Ν	  είναι	  μέσο	  του	  ΔΒ	  είναι	  ΚΜ	  //	  ΔΝ	  	  και	  ΚΜ=	  ΔΝ.	  

Άρα	   το	   τετράπλευρο	   ΚΜΝΔ	   έχει	   τις	   απέναντι	   πλευρές	   του	   ΚΜ	   και	   ΔΝ	   ίσες	   και	  

παράλληλες,	  οπότε	  είναι	  παραλληλόγραμμο.	  

β)	  Επειδή	  ΚΜ	  //	  ΔΝ	  είναι	  και	  ΚΜ	  //	  ΑΝ.	  

Το	  ΜΝ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  ΒΓ	  και	  ΒΔ	  στο	  τρίγωνο	  ΒΓΔ	  άρα	  ΜΝ	  //	  ΓΔ.	  Η	  ΑΚ	  

τέμνει	  την	  ΓΔ	  (στο	  Κ)	  άρα	  θα	  τέμνει	  και	  την	  παράλληλή	  της	  ΜΝ.	  Συνεπώς	  το	  ΑΚΜΝ	  

είναι	  τραπέζιο.	  

Η	  ΑΚ	  είναι	  διάμεσος	  στο	  ορθογώνιο	  τρίγωνο	  ΑΓΔ	  που	  αντιστοιχεί	  στην	  υποτείνουσά	  

του,	  άρα	  ΑΚ	  =	  
!"
!
	  και	   επειδή	  Κ	  μέσο	   του	  ΔΓ	   είναι	  ΚΔ	  =	  

!"
!
  	  άρα	  ΑΚ	  =	  ΚΔ.	   	  Όμως	   το	  

ΚΜΝΔ	  είναι	  παραλληλόγραμμο	  άρα	  ΚΔ	  =	  ΜΝ.	  Συνεπώς	  ΑΚ	  =ΜΝ.	  

Οπότε	  το	  τετράπλευρο	  ΑΚΜΝ	  είναι	  ισοσκελές	  τραπέζιο.	  

γ)	   Η	   διάμεσος	   του	   τραπεζίου	   ΑΚΜΝ	   είναι	   δ=
!"!!"

!
	  .	   Όμως	   ΚΜΝΔ	  

παραλληλόγραμμο	  άρα	  ΚΜ	  =	  ΔΝ	  και	  Ν	  μέσο	  ΔΒ	  συνεπώς	  ΔΝ	  =	  ΝΒ	  οπότε	  	  

δ	  =	  
!"!!"

!
= !"!!"

!
= !"

!
	  .	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ με τθ γωνία του Β να είναι ίςθ με 70ο  και το φψοσ 

του ΑΕ. Ζςτω Η ςθμείο τθσ ΒΓ ϊςτε ΒΕ = ΕΗ. 

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΗΓΔ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο.     (Μονάδεσ 8) 

β) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ του τραπεηίου    ΑΗΓΔ              (Μονάδεσ 9) 

γ) Αν Μ το μζςο του ΒΔ, να αποδείξετε ότι ΕΜ =
2


.                                  (Μονάδεσ 8)                      
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α) Στο τρίγωνο ΑΒΖ το ΑΕ είναι φψοσ και διάμεςοσ, οπότε το τρίγωνο είναι 

ιςοςκελζσ. Άρα ΑΒ = ΑΖ.  

Επίςθσ ιςχφει ότι ΑΒ = ΓΔ ωσ απζναντι πλευρζσ του παραλλθλογράμμου ΑΒΓΔ, άρα 

και ΓΔ = ΑΖ. 

Επειδι ΑΔ // ΒΓ είναι και ΑΔ // ΖΓ. Η ΑΖ τζμνει τθν ΓΔ, αφοφ τζμνει τθν παράλλθλι 

τθσ ΑΒ. Άρα το ΑΖΓΔ ζχει μόνο δφο πλευρζσ παράλλθλεσ οπότε είναι τραπζηιο. 

Το τραπζηιο ΑΖΓΔ ζχει ΑΖ = ΒΓ οπότε είναι ιςοςκελζσ. 

β) Είναι AΔ Γ = ΑΒ Γ = 70ο ωσ απζναντι γωνίεσ του παραλλθλογράμμου ΑΒΓΔ. 

Επειδι οι γωνίεσ Β , Γ  είναι εντόσ και επί τα αυτά μζρθ των παραλλιλων ΑΒ, ΓΔ που 

τζμνονται από τθν ΒΓ, είναι παραπλθρωματικζσ, δθλαδι: 

Β  + Γ  = 180ο
 70ο + Γ  = 180ο 

 Γ  = 110ο 

Επειδι το ΑΖΓΔ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο, οι γωνίεσ τθσ βάςθσ είναι ίςεσ, δθλαδι: 

AΖ Γ = Γ  = 110ο  και  ZΑ Δ = Δ  = 70ο 

γ) Το ΕΜ ενϊνει τα μζςα των πλευρϊν του τριγϊνου ΒΔΖ, άρα  

ΕΜ = 
ΔΖ

2
 

Επίςθσ, οι διαγϊνιοι του ιςοςκελοφσ τραπεηίου ΑΖΓΔ είναι ίςεσ, οπότε 

ΔΖ = ΑΓ 

Άρα ΕΜ = 
ΑΓ

2
. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 


 90  και 


 30 . Φζρουμε το φψοσ του ΑΔ 

και τθ διάμεςό του ΑΜ. Από το Γ φζρουμε κάθετθ ςτθν ευθεία ΑΜ, θ οποία τθν 

τζμνει ςτο Ε.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΜΒ  είναι ιςόπλευρο.                        (Μονάδεσ 8) 

β) ΜΕ=ΜΔ=ΒΓ/4                                             (Μονάδεσ 9) 

γ) Το ΑΔΕΓ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο.                          (Μονάδεσ 8) 

 

 
 
 
 
 

 1791



 

α) Από το άκροιςμα γωνιϊν του ορκογωνίου τριγϊνου ΑΒΓ ζχουμε:  

Β +Γ  = 90ο 
 Β  + 30 ο = 90ο  Β  = 60ο    

Η ΑΜ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτθν υποτείνουςα του  ορκογωνίου τριγϊνου 

ΑΒΓ, άρα ΑΜ = 
ΒΓ

2
 = ΜΒ = ΜΓ 

Άρα το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ιςοςκελζσ και επειδι Β  = 60ο, το τρίγωνο ΑΜΒ είναι 

ιςόπλευρο. 

β) Το ΑΔ είναι φψοσ ςτο ιςόπλευρο τρίγωνο ΑΜΒ, άρα είναι και διάμεςοσ, οπότε 

ιςχφει ότι: ΜΔ = 
ΜΒ

2
=

ΒΓ

2

2
=

ΒΓ

4
 

Είναι ΓΜ Ε = AΜ Β = 60ο ωσ κατακορυφιν, οπότε ςτο ορκογϊνιο τρίγωνο ΜΓΕ είναι  

MΓ Ε = 30ο, άρα για τθν απζναντι πλευρά ΜΕ ζχουμε  ΜΕ = 
ΜΓ

2
=

ΒΓ

2

2
=

ΒΓ

4
 

γ) Η AΜ Β είναι εξωτερικι ςτο τρίγωνο ΔΜΕ, οπότε AΜ Β = ΜΕ Δ + ΜΔ Ε. Από το 

ερϊτθμα (β) το τρίγωνο ΔΜΕ είναι ιςοςκελζσ άρα AΜ Β = 2ΜΔ Ε   

ΜΔ Ε =  
AΜ Β 

2
=30ο  

Οι ίςεσ γωνίεσ Γ  και MΔ Ε είναι εντόσ εναλλάξ των ΑΓ, ΔΕ που τζμνονται από τθ  ΓΔ 

άρα ΑΓ // ΔΕ. 

Το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ιςοςκελζσ (ΑΜ = ΓΜ) οπότε Γ =  ΓΑ Μ = 30ο  

Στο ορκογϊνιο τρίγωνα ΜΓΕ ζχουμε: 

 ΕΓ Μ+ΓΜ E = 90ο  ΕΓ Μ + 60ο = 90ο  ΕΓ Μ = 30ο   

Στο ιςόπλευρο τρίγωνο ΑΜΒ θ ΑΔ διχοτόμοσ οπότε ΜΑ Δ = 30ο   
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Ζχουμε  ΕΓ Α+ΔΑ Γ = 60ο + 60ο = 120ο < 180ο δθλ. οι ΓΕ και ΑΔ τζμνονται.    

Το τετράπλευρο ΑΔΕΓ ζχει μόνο δφο πλευρζσ παράλλθλεσ (ΕΔ= ΑΓ) οπότε είναι 

τραπζηιο. 

Ζχουμε ΕΓ Α = ΔΑ Γ = 60ο οπότε το ΑΔΕΓ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο. 
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ΘΕΜΑ 4 

α) Σε ορθογώνιο ΑΒΓΔ θεωροφμε Κ, Λ, Μ, Ν τα μζςα των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ 

αντίςτοιχα. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΚΛΜΝ είναι ρόμβοσ.     

(Μονάδεσ 15) 

β) Σε ζνα τετράπλευρο ΑΒΓΔ τα μζςα Κ, Λ, Μ, Ν των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ 

αντίςτοιχα είναι κορυφζσ ρόμβου. Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ, πρζπει να είναι 

απαραίτητα ορθογώνιο; Να τεκμηριώςετε τη θετική ή αρνητική ςασ απάντηςη. 

                   (Μονάδεσ 10) 
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α) Το ΚΛ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, άρα 

KΛ // AΓ και KΛ = 
ΑΓ

2
  

Το ΜΝ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών του τριγώνου ΑΔΓ, άρα 

ΜΝ // ΑΓ και MN = 
ΑΓ

2
  

Το ΛΜ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΒΓΔ, άρα  

ΛΜ // ΒΔ και ΛM = 
ΒΔ

2
  

Το ΚΝ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΔ, άρα  

ΚΝ // ΒΔ και KN = 
ΒΔ

2
  

Επειδι το ΑΒΓΔ είναι ορκογώνιο, οι διαγώνιεσ του ΑΓ και ΒΔ είναι ίςεσ, οπότε 

προκφπτει ότι: ΚΛ = ΛΜ = ΜΝ = ΚΝ, άρα το ΚΛΜΝ είναι ρόμβοσ. 

β) Αν το ΚΛΜΝ είναι ρόμβοσ τότε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ κα ζχει ίςεσ διαγώνιεσ  

διότι ΚΝ = ΝΜ οπότε ΑΓ = ΒΔ. Με αυτζσ τισ προχποκζςεισ δεν είναι απαραίτθτο να 

είναι ορκογώνιο το ΑΒΓΔ διότι κα μποροφςε να είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Εκτόσ τριγώνου ΑΒΓ καταςκευάηουμε τετράγωνα ΑΒΔΕ και ΑΓΖΗ. Αν Μ το μζςο του 

ΒΓ και Λ ςθμείο ςτθν προζκταςθ τθσ ΑΜ τζτοιο ώςτε ΑΜ = ΜΛ, να αποδείξετε ότι: 

α) ΓΛ = ΑΕ.                         (Μονάδεσ 10) 

β) 0ι γωνίεσ ΑΓΛ και ΕΑΗ είναι ίςεσ.                                                            (Μονάδεσ 10) 

γ) Η προζκταςθ τθσ ΜΑ (προσ το Α) τζμνει κάθετα τθν ΕΗ.       (Μονάδεσ 5) 
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α) το τετράπλευρο ΑΒΛΓ οι διαγώνιζσ του διχοτομοφνται, αφοφ Μ μζςο του ΒΓ και 

ΑΜ = ΜΛ από υπόθεςη. Άρα είναι παραλληλόγραμμο και ΓΛ = AB. Επίςησ AE = AB 

γιατί είναι πλευρζσ τετραγώνου, άρα ΓΛ = AE. 

β) Είναι EΑ B = HΑ Γ = 90ο, οπότε ιςχφει ότι 

EΑ H + BΑ Γ= 180ο 
 EΑ H = 180ο – BΑ Γ 

Σο τετράπλευρο ΑΒΛΓ είναι παραλληλόγραμμο και οι γωνίεσ BΑ Γ και AΓ Λ είναι εντόσ 

και επί τα αυτά μζρη των παραλλήλων ΑΒ,ΓΔ που τζμνονται από την ΑΓ. Άρα είναι 

παραπληρωματικζσ, δηλαδή BΑ Γ+ AΓ Λ = 180ο 
 AΓ Λ= 180ο – BΑ Γ. 

Οπότε AΓ Λ =EΑ H. 

γ) Σα τρίγωνα ΕΑΗ και ΑΓΛ ζχουν: 

 AΓ= AH, ωσ πλευρζσ του τετραγώνου ΑΓΖΗ  

 ΓΛ = ΑΕ, όπωσ αποδείξαμε ςτο (α) ερώτημα 

 AΓ Λ =EΑ H, όπωσ αποδείξαμε ςτο (β) ερώτημα 

φμφωνα το κριτήριο Π–Γ–Π, τα τρίγωνα είναι ίςα, οπότε ζχουν και ΡΗ A =ΓΑ Λ διότι 

βρίςκονται απζναντι από τισ ίςεσ πλευρζσ ΑΕ, ΓΛ αντίςτοιχα. Ιςχφει ότι: 

ΡΑ Η + ΗΑ Γ + ΛΑ Γ = 180ο  ΡΑ Η + 90ο + ΡΗ A = 180ο
 ΡΑ Η + ΡΗ Α = 90ο.  

Άρα το τρίγωνο ΡΑΗ είναι ορθογώνιο ςτο Ρ οπότε ΜΑ  ΕΗ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δυο ίςοι κφκλοι (Ο, ρ) και (Κ,ρ) εφάπτονται εξωτερικά ςτο ςημείο Ε. Αν ΟΑ και ΟΒ 

είναι τα εφαπτόμενα τμήματα από το ςημείο Ο ςτον κφκλο (Κ,ρ) να αποδείξετε ότι: 

α) ΑΕ = ΒΕ.                          (Μονάδεσ 9) 

β) 30


.                    (Μονάδεσ 8) 

γ) Το τετράπλευρο ΑΚΒΕ είναι ρόμβοσ.               (Μονάδεσ 8) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1796



 

α) Τα τρίγωνα ΟΑΕ και ΟΒΕ ζχουν: 

 ΟΕ κοινή πλευρά 

 ΟΑ = ΟΒ ωσ εφαπτόμενα τμήματα του κφκλου (Κ,ρ) που άγονται από ςημείο Ο 

εκτόσ κφκλου  

 Α Ο Ε = Ε Ο Β,διότι η διακεντρική ευθεία ΟΚδιχοτομεί τη γωνία Α Ο Β των 

εφαπτομζνων 

Σφμφωνα με το κριτήριο Π–Γ–Π, τα τρίγωνα ΟΑΕ και ΟΒΕ είναι ίςα οπότε ζχουν και 

AE =BE ωσ πλευρζσ που είναι απζναντι από τισ ίςεσ γωνίεσ ΑΟ Ε, ΕΟ Β. 

 

β) Η ΑΚ είναι ακτίνα που καταλήγει ςτο ςημείο επαφήσ με την ΟΑ, άρα ΟΑ  ΑΚ.  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΟΚ είναι AK = ρ και OK = 2ρ = 2AK AK =
ΟΚ

2
 

Δηλαδή, μια κάθετη πλευρά ιςοφται με το μιςό τησ υποτείνουςασ, άρα η απζναντι 

γωνία από τη πλευρά αυτή είναι 30ο, δηλαδή AΟ K= 30ο. 

γ) Είναι ΟΕ = ΚΕ οπότε το Ε είναι μζςο του ΟΚ. 

Το τμήμα ΑΕ είναι διάμεςοσ ςτο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΚ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα του, άραΑΕ = 
ΟΚ

2
 = ρ 

Το τμήμα ΒΕ είναι διάμεςοσ ςτο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΒΚ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα του, άρα ΒΕ = 
ΟΚ

2
 = ρ 

Τελικά ιςχφει AE = BE = ΚΒ = ΑΚ = ρ, οπότε το τετράπλευρο ΑΚΒΕ είναι ρόμβοσ. 
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ΘΕΜΑ 4 

α) Σε ιςοςκελζσ τραπζηιο ΑΒΓΔ κεωροφμε Κ, Λ, Μ, Ν τα μζςα των πλευρών του ΑΒ, 

ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντίςτοιχα. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΚΛΜΝ είναι ρόμβοσ.     

(Μονάδεσ 13) 

β) Σε ζνα τετράπλευρο ΑΒΓΔ τα μζςα Κ, Λ, Μ, Ν των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ 

αντίςτοιχα είναι κορυφζσ ρόμβου. Για να ςχθματίηεται ρόμβοσ το ΑΒΓΔ πρζπει να 

είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο; Να αιτιολογιςετε πλιρωσ τθ κετικι ι αρνθτικι απάντθςι 

ςασ.  

(Μονάδεσ12) 

 1797



 

α) Το ΚΛ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΓ, άρα 

ΚΛ = 
ΑΓ

2
  

Το ΜΝ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΔΓ, άρα 

ΜΝ = 
ΑΓ

2
 

Το ΛΜ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΒΓΔ, άρα 

ΛΜ = 
ΒΔ

2
  

Το ΚΝ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΔ, άρα  

ΚΝ = 
ΒΔ

2
  

Επειδι το ΑΒΓΔ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο, για τισ διαγώνιζσ του ιςχφει ΑΓ = ΒΔ. Άρα, 

προκφπτει: ΚΛ = ΛΜ = ΜΝ = ΚΝ 

Οπότε το ΚΛΜΝ είναι ρόμβοσ αφοφ όλεσ του οι πλευρζσ είναι ίςεσ. 

β) Αν το ΚΛΜΝ είναι ρόμβοσ, τότε ςφμφωνα με το προθγοφμενο ερώτθμα το 

τετράπλευρο ΑΒΓΔ ζχει ίςεσ διαγώνιεσ. Η ιδιότθτα αυτι όμωσ από μόνθ τθσ δεν 

μπορεί να μασ οδθγιςει ςτο ςυμπζραςμα ότι το τετράπλευρο είναι ιςοςκελζσ 

τραπζηιο διότι κα μποροφςε να είναι ορκογώνιο ι τετράγωνο. 

 

 1797-Λύση



 
ΘΕΜΑ 4 

α) Σε ρόμβο ΑΒΓΔ θεωροφμε Κ, Λ, Μ, Ν τα μζςα των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ 

αντίςτοιχα. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΚΛΜΝ είναι ορθογώνιο.     

(Μονάδεσ 13) 

β) Να αποδείξετε ότι τα μζςα των πλευρών ενόσ ορθογωνίου είναι κορυφζσ 

ρόμβου.  

(Μονάδεσ 12) 

 1798



 

α) Το ΚΛ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, άρα 

ΚΛ // = 
ΑΓ

2
  

Το ΜΝ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών του τριγώνου ΑΔΓ, άρα 

MN // = 
ΑΓ

2
  

 

Οπότε προκφπτει ότι το ΚΛΜΝ ζχει δφο απζναντι πλευρζσ του ίςεσ και παράλληλεσ, 

οπότε είναι παραλληλόγραμμο. 

Επειδή οι ΑΓ, ΒΔ είναι διαγώνιεσ του ρόμβου, είναι κάθετεσ, οπότε και οι ΚΛ, ΚΝ που 

είναι παράλληλεσ προσ αυτζσ θα είναι κάθετεσ, δηλαδή ΝΚ Λ = 90ο. 

Επειδή το παραλληλόγραμμο ΚΛΜΝ ζχει μια ορθή γωνία, είναι ορθογώνιο. 

β) Το ΕΖ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, άρα 

ΕΖ // = 
ΑΓ

2
 

Το ΘΗ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών του τριγώνου ΑΔΓ, άρα 

ΘΗ // = 
ΑΓ

2
  

Το ΖΗ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΒΓΔ, άρα 

ΖΗ // = 
ΒΔ

2
  

Το ΘΕ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΔ, άρα  

ΘΕ // = 
ΒΔ

2
  

Επειδή το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο, οι διαγώνιεσ του ΑΓ και ΒΔ είναι ίςεσ, οπότε 

προκφπτει ότι ΘΕ = ΕΖ = ΖΗ = ΗΘ, άρα το ΘΕΖΗ είναι ρόμβοσ. 
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ΘΕΜΑ 4  

Δίνεται ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ και ΑΔ, ΒΕ τα φψη του.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΒΓ =2 ΕΔ.                       (Μονάδεσ 6) 

β) 
2


 

 .                      (Μονάδεσ 7) 

γ) Το τετράπλευρο ΑΕΔΒ είναι εγγράψιμο.            (Μονάδεσ 6) 

δ) 


.                  (Μονάδεσ 6) 

 

 

 
 
 

 1799



 

α) Στο ορθογϊνιο τρίγωνο ΒΕΓ η ΕΔ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα, άρα EΔ = 
ΒΓ

2
  ΒΓ = 2ΕΔ. 

 

β) Είναι EΔ = 
ΒΓ

2
  ΕΔ = ΔΒ 

Άρα το τρίγωνο ΕΔΒ είναι ιςοςκελζσ και ζχει BΕ Δ= EΒ Δ . 

Από το άθροιςμα γωνιϊν του ορθογωνίου τριγϊνου ΕΒΓ, ζχουμε: 

ΕΒ Γ + Γ  = 90ο 
 ΕΒ Δ + Γ  = 90ο  ΒΕ Δ = 90ο – Γ  

Από το άθροιςμα γωνιϊν του ορθογωνίου τριγϊνου ΑΔΓ, ζχουμε: 

ΔΑ Γ + Γ  = 90ο 
 

Α 

 2 
 + Γ  = 90ο 

 
Α 

 2 
 = 90ο – Γ   

Οπότε ζχουμε BΕ Δ = 
Α 

 2 
. 

γ) Επειδή AΕ B = AΔ B = 90ο, η πλευρά ΑΒ φαίνεται από τισ κορυφζσ Δ, Ε υπό ίςεσ 

γωνίεσ, οπότε το τετράπλευρο ΑΕΔΒ είναι εγγράψιμο. 

δ) Επειδή το ΑΕΔΒ είναι εγγράψιμο, η πλευρά του ΑΕ φαίνεται από τισ κορυφζσ Β, Δ 

υπό ίςεσ γωνίεσ, οπότε AΒ E = AΔ E. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ , τυχαίο ςημείο Μ τησ βάςησ του ΒΓ και 

το φψοσ του ΒΗ. Από το Μ φζρουμε κάθετεσ ΜΔ, ΜΕ και ΜΘ ςτισ ΑΒ, ΑΓ και ΒΗ 

αντίςτοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΜΕΗΘ είναι ορθογϊνιο.               (Μονάδεσ 9) 

β) ΒΘ = ΔΜ                         (Μονάδεσ 9) 

γ) Το άθροιςμα ΜΔ+ΜΕ=BH.                   (Μονάδεσ 7) 

 

 
 
 
 

 1800



 

α) Το τετράπλευρο ΜΕΗΘ ζχει τρείσ ορθζσ γωνίεσ άρα είναι ορθογώνιο. 

 

β) Είναι ΜΘ  ΒΗ και ΓΗ  ΒΗ οπότε ΜΘ // ΓΗ. Τότε ιςχφει ΒΜ Θ = Γ  ωσ εντόσ εκτόσ 

και επί τα αυτά μζρη των παραλλήλων ΜΘ και ΓΗ που τζμνονται από τη ΒΓ. 

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΜ και ΒΘΜ ζχουν: 

 ΔΒ M = ΒΜ Θ, διότι ΔΒ M = Γ  (ωσ γωνίεσ προςκείμενεσ ςτη βάςη του ιςοςκελοφσ 

τριγώνου ΑΒΓ) και ΒΜ Θ = Γ  . 

 ΜΒ κοινή πλευρά 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίςα, οπότε ζχουν και BΘ=ΔM διότι βρίςκονται απζναντι από 

τισ ίςεσ γωνίεσ ΒΜ Θ, ΔΒ M αντίςτοιχα. 

γ) Από το ορθογώνιο ΜΕΗΘ ιςχφει ΜΕ = ΘΗ. Ζχουμε: 

ΜΔ + ΜΕ = ΒΘ + ΘΗ  ΜΔ + ΜΕ = ΒΗ 

 1800-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΓ > ΑΒ και Δ, Ε, Ζ τα μζςα των πλευρών του ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ 

αντίςτοιχα. Αν η διχοτόμοσ τησ γωνίασ Β τζμνει την ΖΕ ςτο ςημείο Μ και την 

προζκταςη τησ ΔΕ ςτο ςημείο Ν, να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΖΕΔΒ είναι παραλληλόγραμμο.             (Μονάδεσ 7) 

β) Τα τρίγωνα ΒΖΜ και ΜΕΝ είναι ιςοςκελή.             (Μονάδεσ 10) 

γ) ΒΖ + ΝΕ =ΔΓ                 (Μονάδεσ 8) 

 
 

 
 
 
 
 

 1801



 

 

α) Το ΖΕ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, άρα ΖΕ // ΒΓ. 

Το ΔΕ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΓ, άρα ΔΕ // ΑΒ. 

Το τετράπλευρο ΖΕΔΒ ζχει τισ απζναντι πλευρζσ του παράλληλεσ οπότε είναι 

παραλληλόγραμμο. 

 

β) Ιςχφει ότι: ΔΒ Μ = ΖΜ Β  

ωσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων ΖΕ, ΒΔ που τζμνονται από τη ΒΝ και  

ΔΒ Μ = ΖΒ Μ διότι ΒΜ διχοτόμοσ τησ γωνίασ Β .  

Οπότε προκφπτει ΖΜ Β = ΖΒ Μ άρα το τρίγωνο ΖΒΜ είναι ιςοςκελζσ με ΖΒ = ΖΜ . 

Είναι ZΒ M = MΝ E 

ωσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΝΔ που τζμνονται από την ΒΝ και  

ZΜ B = NΜ E ωσ κατακορυφήν.  

Επειδή ΖΜ Β = ΖΒ Μ προκφπτει: MΝ E = NΜ E, οπότε το τρίγωνο ΜΕΝ είναι ιςοςκελζσ 

με ΕΜ = ΕΝ . 

γ) Είναι: 

ΒΖ+ΝΕ = ZM+ME = ZE = BΔ = ΔΓ 

 1801-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, ΑΜ διάμεςόσ του και Κ το μζςο του ΑΜ. Αν η προζκταςη τησ 

ΒΚ τζμνει την ΑΓ ςτο ςημείο Ν, και Λ είναι το μζςο του ΓΝ, να αποδείξετε ότι: 

α) Το ςημείο Ν είναι μζςο του ΑΛ.               (Μονάδεσ 9) 

β) 


                 (Μονάδεσ 9) 

γ) ΒΚ = 3ΚΝ                   (Μονάδεσ 7) 

 

 
 
 
 
 
 

 1802



 

α) Στο τρίγωνο ΒΝΓ το ΜΛ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών, άρα  

ΜΛ // ΒΝ και ΜΛ = 
ΒΝ

2
  

Στο τρίγωνο ΑΜΛ το Κ είναι μζςο τησ ΑΜ και ΚΝ // ΜΛ, αφοφ ΒΝ // ΜΛ, άρα το Ν 

είναι μζςο τησ ΑΛ. 

β) Η γωνία ΚΜ Γ είναι εξωτερική ςτο τρίγωνο ΒΚΜ, οπότε 

KΜ Γ = ΜΒ K + BΚ M  

Επίςησ BΚ M = AΚ N ωσ κατακορυφήν.  

Έχουμε: KΜ Γ = ΜΒ K+ AΚ N. 

γ) Το ΚΝ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΜΛ, οπότε:  

ΚΝ = 
ΜΛ

2
=

ΒΝ

2

2
=

ΒΝ

4
 

Τελικά: 

ΒΚ = ΒΝ – ΚΝ = ΒΝ – 
ΒΝ

4
= 3

ΒΝ 

4
 = 3ΚΝ 

 

 

 

 1802-Λύση



 

ΘΕΜΑ 4  
 
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΒΓ = 2ΑΓ. Ζςτω ΑΜ διάμεςοσ του ΑΒΓ και Κ, Λ τα μζςα των 
ΜΓ και ΑΒ αντίςτοιχα. 
Να αποδείξετε  ότι: 

α) ΜΑ Γ = AΜ Γ                                                                                                      (Μονάδεσ 7)  

β) ΜΛ = ΜΚ.                                                                                                         (Μονάδεσ 9)  
γ) Η ΑΜ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ ΛΜΚ .                                                   (Μονάδεσ 9) 

 

 

 1803



 

α) Ιςχφει ότι: ΜΓ = 
ΒΓ

2
=

2ΑΓ

2
 = ΑΓ 

Άρα το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ιςοςκελζσ με βάςη την ΑΜ και ιςχφει ότι  

ΜΑ Γ = AΜ Γ 

β) Το ΑΜΓ είναι ιςοςκελζσ τρίγωνο και ιςχφει ΑΓ = ΜΓ 

Επίςησ Κ μζςο του ΜΓ οπότε ΜΚ = 
ΜΓ

2
  

Το ΜΛ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΓ, άρα ΜΛ // ΑΓ και  

ΜΛ = 
ΑΓ

2
=

ΜΓ

2
= ΜΚ 

γ) Είναι: ΛΜ Α = ΜΑ Γ  

ωσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων ΛΜ και ΑΓ που τζμνονται από την ΑΜ.  

Επειδή ΜΑ Γ = AΜ Γ ζχουμε ΛΜ Α = AΜ Γ.  

Δηλαδή η ΑΜ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ ΛΜ Κ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με ΑΒ = ΓΔ και Μ, Ν, Κ τα μζςα των ΑΔ, ΒΓ, ΒΔ 

αντίςτοιχα. Αν οι προεκτάςεισ των ΑΒ και ΔΓ τζμνουν την προζκταςη τησ ΜΝ ςτα 

ςημεία Ε και Ζ αντίςτοιχα να αποδείξετε ότι: 

α) ΜΚ = ΚΝ.           (Μονάδεσ 13) 

β) 


.         (Μονάδεσ 12) 

 

 
 

 

 

 1804



 

α) Το ΜΚ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών του τριγώνου ΔΒΑ, άρα  

ΜΚ // ΑΒ και ΜΚ = 
ΑΒ

2
  

Το ΚΝ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΒΓΔ, άρα  

ΚΝ // ΓΔ και ΚΝ = 
ΓΔ

2
  

Επειδή ΑΒ = ΓΔ από υπόθεςη ζχουμε: ΜΚ = ΚΝ. 

β) Ιςχφει ότι: 

MΕ A = NΜ K  

ωσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων ΜΚ, ΑΕ που τζμνονται από την ΜΕ και 

MΖ Δ = KΝ M 

ωσ εντόσ εκτόσ και επί τα αυτά μζρη των παραλλήλων ΚΝ, ΔΖ που τζμνονται από την 

ΜΖ. 

Επειδή το τρίγωνο ΚΜΝ είναι ιςοςκελζσ ιςχφει ότι NΜ K = KΝ M οπότε ζχουμε:  

MΕ A= MΖ Δ 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και ςτην προζκταςη τησ ΑΔ θεωροφμε ςημείο Ε 

τζτοιο ώςτε ΔΕ = ΔΓ ενώ ςτην προζκταςη τησ ΑΒ θεωροφμε ςημείο θεωροφμε 

ςημείο Η τζτοιο ώςτε ΒΗ = ΒΓ.  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. 


.          (Μονάδεσ 10) 

ii. τα ςημεία Η, Γ, Ε είναι ςυνευθειακά.      (Μονάδεσ 10) 

β) Ζνασ μαθητήσ για να αποδείξει ότι τα ςημεία Η, Γ, Ε είναι ςυνευθειακά ανζπτυξε 

τον παρακάτω ςυλλογιςμό. « Ζχουμε: 




 (ωσ εντόσ εκτόσ και επι τα αυτά μζρη των παραλλήλων ΔΕ και ΒΓ που 

τζμνονται από τη ΗΕ) και 




 (ωσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων ΔΕ και ΒΓ που τζμνονται από την 

ΔΓ). 

Όμωσ 180


 (ωσ άθροιςμα των γωνιών του τριγώνου ΔΕΓ). Άρα 

ςφμφωνα με τα προηγοφμενα: 180


. Οπότε τα ςημεία Η, Γ, Ε 

είναι ςυνευθειακά.»    

Όμωσ ο καθηγητήσ υπζδειξε ζνα λάθοσ ςτο ςυλλογιςμό αυτό. Να βρείτε το λάθοσ 

ςτο ςυγκεκριμζνο ςυλλογιςμό.             (Μονάδεσ 5) 

 

 1805



 

α) i. Επειδή BZ = BΓ, το τρίγωνο ΒΖΓ είναι ισοσκελές άρα BΓ̂Z = BΖ̂Γ . 

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΒΓΖ έχουμε: 

ΓΒ̂Ζ+ BΓ̂Z + BΖ̂Γ = 180ο  180ο – Β̂ + 2ΒΓ̂Ζ = 180ο  ΒΓ̂Ζ = 
Β̂

 2 
. 

Το τρίγωνο ΓΔΕ είναι ισοσκελές διότι ΔΕ = ΔΓ οπότε ΔΓ̂Ε=ΔΕ̂Γ. 

Από το άθροισμα των γωνιών του τριγώνου ΓΔΕ, έχουμε: 

ΔΓ̂Ε + ΔΕ̂Γ + ΕΔ̂Γ = 180ο  2ΔΓ̂Ε + 180ο – Δ̂ = 180οΔΓ̂Ε = 
Δ̂

 2 
 

Επειδή Β̂ = Δ̂, ως απέναντι γωνίες του παραλληλογράμμου, έχουμε ΒΓ̂Ζ = ΔΓ̂Ε . 

ii. Η ΑΒ̂Γ είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΒΖΓ οπότε ΑΒ̂Γ = ΒΓ̂Ζ + ΒΓ̂Ζ  ΑΒ̂Γ =  2ΒΓ̂Ζ 

Είναι: ΖΓ̂Ε = ΒΓ̂Ζ + ΒΓ̂Δ + ΔΓ̂Ε  ΖΓ̂Ε = 2ΒΓ̂Ζ + ΒΓ̂Δ  ΖΓ̂Ε = ΑΒ̂Γ + ΒΓ̂Δ   

Ζ Γ̂ Ε = Α Β̂ Γ + Β Γ̂ Δ  Ζ Γ̂ Ε = 180ο διότι οι γωνίες Α Β̂ Γ και Β Γ̂ Δ είναι 

παραπληρωματικές. Άρα τα σημεία Ζ,Γ,Ε είναι συνευθειακά. 

β) Το λάθος οφείλεται στο συλλογισμό ότι χρησιμοποιήθηκε ως δεδομένο ότι τα 

Ζ,Γ,Ε είναι συνευθειακά και αξιοποιήθηκε για να αποδείξουμε ότι οι γωνίες ΒΓ̂Ζ και 

ΔΕ̂Γ είναι ίσες. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τη γωνία Α ορθή. Φζρουμε τη διάμεςό του ΑΜ 

και ςε τυχαίο ςημείο Κ αυτήσ φζρουμε κάθετη ςτην ΑΜ η οποία τζμνει τισ ΑΒ και ΑΓ 

ςτα ςημεία Δ και Ε αντίςτοιχα. Αν Η είναι το μζςο του ΔΕ να αποδείξετε ότι: 

α) 


.         (Μονάδεσ 8) 

β) 


.         (Μονάδεσ 9) 

γ) Η ευθεία ΑΗ τζμνει κάθετα τη ΒΓ.      (Μονάδεσ 8) 

 

 

 

 

 

 

 1806



 

α) Η ΑΜ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην υποτείνουςα του 

ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, άρα  

AM = 
ΒΓ

2
 = ΜΒ = ΜΓ 

Επομζνωσ το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ιςοςκελζσ με βάςη την ΑΒ και 

ιςχφει ότι Β = BΑ M. 

β) Το ΑΗ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην υποτείνουςα του 

ορθογωνίου τριγώνου ΑΔΕ, άρα  

ΑΗ = 
ΔΕ

2
 = ΗΔ = ΗΕ 

Επομζνωσ το τρίγωνο ΑΗΔ είναι ιςοςκελζσ με βάςη την ΑΔ και ιςχφει ότι  

AΔ H= ΔΑ H 

γ) Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΚΔ, ζχουμε:  

BΑ M+AΔ H = 90ο
Β +AΔ H = 90ο

AΔ H = 90ο – Β =ΔΑ Η 

Στο τρίγωνο ΑΛΒ ζχουμε: 

ΔΑ Η + Β  = 90ο – Β  + Β  = 90ο 

Άρα και ΑΛ Β= 90ο, δηλαδή ΑΗ  ΒΓ. 
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ΘΕΜΑ  

Δίνονται ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΒΓ με 90


, 90


 και Μ, Ν τα μζςα των 

ΒΓ και ΑΔ αντίςτοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΑΜ = ΜΔ.          (Μονάδεσ 10) 

β) Η ΜΝ είναι κάθετη ςτην ΑΔ.        (Μονάδεσ 10) 

γ) 


.        (Μονάδεσ 5) 

 

 
 

 

  

 1807



 

α) Η ΑΜ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην υποτείνουςα του ορθογωνίου 

τριγϊνου ΑΒΓ, άρα ΑΜ = 
ΒΓ

2
 . 

Η ΔΜ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην  υποτείνουςα του ορθογωνίου τριγϊνου 

ΔΒΓ, άρα ΔΜ = 
ΒΓ

2
 . 

Οπότε προκφπτει ότι AM =MΔ. 

 

β)Στο ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΜΔ η ΜΝ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτη βάςη του,  

άρα είναι και φψοσ του τριγϊνου, δηλαδή MN  AΔ. 

γ) Στο τετράπλευρο ΑΒΓΔ ιςχφει BΑ Γ= BΔ Γ= 90ο. Δηλαδή η πλευρά ΒΓ φαίνεται από 

τισ κορυφζσ Α και Δ υπό ίςεσ γωνίεσ, άρα το ΑΒΓΔ είναι εγγράψιμο. Επομζνωσ η 

πλευρά ΔΓ φαίνεται από τισ κορυφζσ Β και Α υπό ίςεσ γωνίεσ, δηλαδή ΓΒ Δ= ΓΑ Δ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ και Δ, Ε τα μζςα των πλευρών του ΑΒ και 

ΑΓ αντίςτοιχα. Στην προζκταςη τησ ΔΕ (προσ το Ε) θεωροφμε ςημείο Λ ώςτε ΕΛ = ΑΕ 

και ςτην προζκταςη τησ ΕΔ (προσ το Δ) θεωροφμε ςημείο Κ τζτοιο ώςτε ΔΚ = ΑΔ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΚΔ = ΛΕ.         (Μονάδεσ 6) 

β) Τα τρίγωνα ΑΚΒ και ΑΛΓ είναι ορθογώνια.    (Μονάδεσ 9) 

γ) Τα τρίγωνα ΑΚΒ και ΑΛΓ είναι ίςα.     (Μονάδεσ 10) 

 
 
 

 1808



 

α)Είναι 

ΚΔ = ΑΔ  ΚΔ = 
ΑΒ

2
 και 

ΛΕ = ΑΕ  ΛΕ = 
ΑΓ

2
 

Επειδή ΑΒ = ΑΓ είναι και ΚΔ = ΛΕ 

β) Ιςχφει ότι ΚΔ = 
ΑΒ

2
 

Δηλαδή μια διάμεςοσ του τριγώνου ΑΚΒ ιςοφται με το μιςό τησ πλευράσ ςτην οποία 

αντιςτοιχεί, άρα το τρίγωνο ΑΚΒ είναι ορθογώνιο με υποτείνουςα τη πλευρά αυτή. 

Όμοια, ςτο τρίγωνο ΑΛΓ ιςχφει για τη διάμεςο ΛΕ: ΛΕ = 
ΑΓ

2
 

Δηλαδή, μια διάμεςοσ ςτο τρίγωνο ΛΓ ιςοφται με το μιςό τησ πλευράσ ςτην οποία 

αντιςτοιχεί, άρα το τρίγωνο ΑΛΓ είναι ορθογώνιο με υποτείνουςα τη πλευρά αυτή. 

 

γ) Τα τρίγωνα ΑΔΛ και ΑΚΕ είναι ίςα από το κριτήριο Π-Γ-Π διότι: 

 ΑΔ = ΑΕ ωσ μιςά των ίςων τμημάτων ΑΒ, ΑΓ 

 ΛΔ = ΚΕ ωσ άθροιςμα των ίςων τμημάτων ΛΕ, ΚΔ με το ΔΕ 

 ΑΕ Δ = ΑΔ Ε, ωσ γωνίεσ ςτη βάςη του ιςοςκελοφσ τριγώνου ΑΔΕ( ΑΔ = ΑΕ ) 

Άρα ΑΛ = ΑΚ 
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Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΚΒ και ΑΛΓ είναι ίςα διότι: 

 ΑΒ = ΑΓ, διότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ 

 ΑΚ = ΑΛ 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Από το μζςο Μ του ΒΓ φζρουμε ευκφγραμμο τμιμα ΜΔ ίςο 

και παράλλθλο με το ΒΑ και ευκφγραμμο τμιμα ΜΕ ίςο και παράλλθλο με το ΓΑ (τα 

ςθμεία Δ και Ε είναι ςτο θμιεπίπεδο που ορίηεται από τθ ΒΓ και το ςθμείο Α). Να 

αποδείξετε ότι: 

α) Τα ςθμεία Δ, Α, Ε είναι ςυνευκειακά.                                                     (Μονάδεσ 10) 

β) Η περίμετροσ του τριγώνου ΜΔΕ είναι ίςθ με τθν περίμετρο του τριγώνου ΑΒΓ.                                                      

      (Μονάδεσ 9) 

γ) Όταν ζνασ κακθγθτισ ζκεςε ςτουσ μακθτζσ του το ερώτθμα αν τα  ςθμεία Δ, Α, Ε 

είναι ςυνευκειακά, ζνασ από αυτοφσ ζκανε το παρακάτω ςχιμα και απάντθςε ωσ 

εξισ:  

11



  (εντόσ εναλλάξ των ΑΒ//ΜΔ που τζμνονται από ΑΖ) 

2



  (εντόσ εκτόσ και επί τα αυτά μζρθ των ΑΒ//ΜΔ που τζμνονται από ΔΕ) 

Όμωσ 0

31 180


 (άκροιςμα γωνιών του τριγώνου ΑΔΖ). Άρα ςφμφωνα 

με τα προθγοφμενα ζχουμε: 0
321 180



. Οπότε Δ,Ε,A ςυνευκειακά.  

Όμωσ ο κακθγθτισ είπε ότι υπάρχει λάκοσ ςτο ςυλλογιςμό. Μπορείτε να εντοπίςετε 

το λάκοσ του μακθτι;                                                                                    (Μονάδεσ 6) 
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α)	   Το	   τετράπλευρο	   ΒΑΔΜ	   είναι	   παραλληλόγραμμο	   διότι	   έχει	   δύο	   πλευρές	  

παράλληλες	  και	  ίσες,	  καθώς	  τα	  ΜΔ	  και	  ΒΑ	  είναι	  ίσα	  και	  παράλληλα.	  Άρα	  η	  ΑΔ	  είναι	  

παράλληλη	  της	  ΒΜ,	  επομένως	  η	  ΑΔ	  είναι	  παράλληλη	  και	  της	  ΒΓ.	  

Ομοίως,	  το	  ΑΕΜΓ	  είναι	  παραλληλόγραμμο	  διότι	  ΜΕ	  και	  ΓΑ	  είναι	  ίσα	  και	  παράλληλα.	  	  

Άρα	  η	  ΑΕ	  είναι	  παράλληλη	  της	  ΜΓ,	  επομένως	  και	  της	  ΒΓ.	  

Συνεπώς	  τα	  ευθύγραμμα	  τμήματα	  ΑΕ	  και	  ΑΔ	  είναι	  παράλληλα	  της	  ΒΓ.	  Εφόσον	  το	  Α	  

είναι	  κοινό	  τους	  σημείο,	  τα	  ΑΕ	  και	  ΑΔ	  βρίσκονται	  στην	  ίδια	  ευθεία,	  άρα	  τα	  σημεία	  Δ,	  

Α,	  Ε	  είναι	  συνευθειακά.	  

β)	  Από	  την	  υπόθεση	  έχουμε	  ότι	  ΑΒ	  =	  ΜΔ	  και	  ΑΓ	  =	  ΜΕ.	  Επίσης,	  από	  το	  α),	  λόγω	  των	  

παραλληλογράμμων	  ΒΑΔΜ	  και	  ΑΕΜΓ	  έχουμε	  ότι	  ΑΕ	  =	  ΜΓ	  και	  ΑΔ	  =	  ΒΜ,	  αντίστοιχα	  

(ως	  απέναντι	  πλευρές	  παραλληλογράμμου).	  

Άρα,	  ΔΕ	  =	  ΑΕ	  +	  ΑΔ	  =	  ΒΜ	  +	  ΜΓ	  =	  ΒΓ.	  

Έστω	   Π1	   η	   περίμετρος	   του	   τριγώνου	  ΜΕΔ	   και	   Π2	   η	   περίμετρος	   του	   τριγώνου	   ΑΒΓ	  

τότε,	  από	  τα	  αμέσως	  προηγούμενα,	  έχουμε:	  

Π1	  =	  ΜΕ	  +	  ΜΔ	  +	  ΔΕ	  =	  ΑΓ	  +	  ΑΒ	  +	  ΒΓ	  =	  Π2.	  

γ)	  Το	  λάθος	  εντοπίζεται	  στον	  ισχυρισμό	  ΑΔΖ	  =	  Α2,	  διότι	  ο	  μαθητής	  	  χρησιμοποιεί	  για	  

τον	  ισχυρισμό	  αυτό	  ότι	  τα	  σημεία	  Δ,	  Α,	  Ε	  είναι	  συνευθειακά.	  Δηλαδή	  χρησιμοποιεί	  

το	  συμπέρασμα	  ως	  υπόθεση.	  

	  

 1810-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται δυο παράλλθλεσ ευκείεσ (ε) και (η), και μια τρίτθ που τισ τζμνει ςτα ςθμεία 

Α και Β αντίςτοιχα. Θεωροφμε τισ διχοτόμουσ των εντόσ και επί τα αυτά μζρθ 

γωνιών που ςχθματίηονται, οι οποίεσ τζμνονται ςε ςθμείο Δ. Αν Μ είναι το μζςον 

του ΑΒ, να αποδείξετε ότι: 

α) Η γωνία ΒΔΑ είναι ορκι.       (Μονάδεσ 9) 

β) 


2         (Μονάδεσ 8) 

γ)  ΜΔ // ε          (Μονάδεσ 8) 
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Για διευκόλυνςθ τθσ διατφπωςθ τθσ λφςθσ, παίρνουμε δφο ςθμεία Γ και Ε ςτισ 

ευκείεσ (ε) και (η), αντίςτοιχα. 

α) Οι γωνίεσ Β ̂Γ και Α ̂Ε ωσ εντόσ και επί τα αυτά μζρθ, των παραλλιλων (ε) και (η) 

με τζμνουςα τθν ΑΒ, είναι παραπλθρωματικζσ.  

Επίςθσ οι ΑΔ, ΒΔ είναι οι διχοτόμοι των ίδιων γωνιών, Β ̂Γ και Α ̂Ε, αντίςτοιχα. 

Άρα, λόγω των παραπάνω ιςχφει ότι Β ̂Δ + Α ̂Δ = 
  ̂ 

 
 
  ̂ 

 
 = 
  ̂    ̂ 

 
 
    

 
 = 90ο . 

Από το άκροιςμα των γωνιών του τριγώνου ΑΔΒ βρίςκουμε: 

Β ̂Δ + Α ̂Δ + B ̂A = 180ο  90ο + B ̂A = 180ο  B ̂A = 90ο 

β) Από το α), το τρίγωνο ΑΔΒ είναι ορκογώνιο, με ορκι τθν B ̂A.  

Στο ορκογώνιο τρίγωνο ΑΔΒ θ ΔΜ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτθν 

υποτείνουςα, άρα ΔΜ = 
  

 
 = ΜΑ. 

Επομζνωσ το τρίγωνο ΑΜΔ είναι ιςοςκελζσ και οι γωνίεσ που αντιςτοιχοφν ςτθ βάςθ 

του ΑΔ είναι ίςεσ, δθλαδι Μ ̂Δ = Μ ̂Α (1). 

Η γωνία Β ̂Δ είναι εξωτερικι ςτο τρίγωνο ΑΜΔ, οπότε: 

B ̂Δ = M ̂Α + Μ ̂Δ (2). 

Από τισ ιςότθτεσ (1) και (2) προκφπτει ότι B ̂Δ = 2Μ ̂Α. 

γ) Από τθν υπόκεςθ θ ΑΔ είναι διχοτόμοσ τθσ γωνίασ Β ̂Γ, επομζνωσ Γ ̂Β = 2Μ ̂Δ.  

Από τθν (1) ζχουμε ότι Γ ̂Β = 2Μ ̂Α (3). 

Επομζνωσ, από το β) και τθν ιςότθτα (3) ζχουμε ότι Γ ̂Β = Β ̂Δ. Άρα οι ευκείεσ ΜΔ 

και (ε) ςχθματίηουν δφο εντόσ εκτόσ και επί τα αυτά γωνίεσ ίςεσ, επομζνωσ ΜΔ // ε.  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τη γωνία Α ορθή και Μ τυχαίο σημείο της 

πλευράς ΒΓ. Φέρουμε τις διχοτόμους γωνιών ΒΜΑ και ΑΜΓ οι οποίες τέμνουν τις ΑΒ 

και ΑΓ στα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα.  

α) Να αποδείξετε ότι, η γωνία Δ Ε είναι ορθή.     (Μονάδες 12) 

β) Αν Κ το μέσο του ΔΕ, να αποδείξετε ότι ΜΚ = ΚΑ    (Μονάδες 13) 

 

 
 

 

 1812



   

 

α) Επειδή η ΜΔ είναι διχοτόμος της γωνίας ΒΜ̂Α, είναι ΒΜ̂Δ = ΔΜ̂Α = 
ΒΜ̂Α

2
 (1). 

Όμοια, επειδή η ΜΕ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΜ̂Γ, ισχύει ότι ΑΜ̂Ε = ΕΜ̂Γ = 
ΑΜ̂Γ

2
 (2). 

Όμως οι γωνίες ΒΜ̂Α και ΑΜ̂Γ είναι παραπληρωματικές, άρα ΒΜ̂Α + ΑΜ̂Γ = 180ο (3). 

Ακόμα, ισχύει ότι ΔΜ̂Ε = ΔΜ̂Α + ΑΜ̂Ε.  

Με τη βοήθεια των σχέσεων (1), (2) και (3) έχουμε:  

ΔΜ̂Ε = ΔΜ̂Α + ΑΜ̂Ε = 
ΒΜ̂Α

2
 + 
ΑΜ̂Γ

2
 = 
ΒΜ̂Α+ΑΜ̂Γ

2
=

180ο

2
 = 90ο 

Άρα η γωνία ΔΜ̂Ε είναι ορθή. 

β) Το τρίγωνο ΜΔΕ είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα ΔΕ. Η ΜΚ είναι διάμεσος που 

αντιστοιχεί στην υποτείνουσα, άρα ΜΚ = 
ΔΕ

2
 (4). 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΕ, η ΑΚ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα 

ΔΕ, άρα ΑΚ = 
ΔΕ

2
 (5). 

Από (4) και (5) προκύπτει ότι ΜΚ = ΑΚ.  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ και εντόσ αυτοφ ιςόπλευρο τρίγωνο ΜΒΓ. Αν η προζκταςη 

τησ ΑΜ τζμνει την ΒΔ ςτο ςημείο Ε, να αποδείξετε ότι:  

α) 15


.         (Μονάδεσ 8) 

β) Τα τρίγωνα ΔΑΕ και ΔΕΓ είναι ίςα.     (Μονάδεσ 8) 

γ) Η ΓΕ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ ΔΓΜ.      (Μονάδεσ 9) 
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α) Επειδή το τρίγωνο ΒΜΓ είναι ισόπλευρο ισχύει ότι MΒ̂Γ = 60ο.  

Επίσης οι γωνίες ΑΒ̂Μ και ΜΒ̂Γ είναι συμπληρωματικές.  

Άρα ΑΒ̂Μ + ΜΒ̂Γ = 90ο  ΑΒ̂Μ + 60ο = 90ο  ΑΒ̂Μ = 30ο. 

Ισχύει ακόμη ότι ΒΜ = ΜΓ = ΒΓ, ως πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου ΜΒΓ. Επίσης 

ΒΑ = ΒΓ ως πλευρές του τετραγώνου ΑΒΓΔ. Άρα ΒΑ = ΒΜ οπότε το τρίγωνο ΒΑΜ είναι 

ισοσκελές και ισχύει ΒΑ̂Μ = ΒΜ̂Α. Τότε από το άθροισμα των γωνιών του τριγώνου 

ΑΒΜ βρίσκουμε: 

ΑΒ̂Μ + ΒΑ̂Μ + ΒΜ̂Α = 180ο  30ο + 2ΒΑ̂Μ = 180ο  ΒΑ̂Μ = 75ο. 

Όμως οι γωνίες ΔΑ̂Ε και ΒΑ̂Μ είναι συμπληρωματικές.  

Άρα  ΔΑ̂Ε = 90ο – ΒΑ̂Μ = 90ο – 75ο = 15ο. 

β) Τα τρίγωνα ΔΑΕ και ΔΕΓ έχουν: 

• ΔΕ κοινή πλευρά 

• ΔΑ = ΔΓ, ως πλευρές του τετραγώνου ΑΒΓΔ 

• AΔ̂E = EΔ̂Γ διότι η διαγώνιος του τετραγώνου διχοτομεί τις γωνίες του 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π, τα τρίγωνα είναι ίσα. 

γ) Από την προηγούμενη ισότητα τριγώνων ισχύει ότι ΔΑ̂Ε = ΔΓ̂Ε  ΔΓ̂Ε = 15ο (1), 

καθώς οι γωνίες ΔΑ̂Ε και ΔΓ̂Ε βρίσκονται απέναντι από την κοινή πλευρά ΔΕ, των ίσων 

τριγώνων. 

Επειδή το ΒΓΜ είναι ισόπλευρο ισχύει ότι ΒΓ̂Μ = 60ο.   

Επίσης ΔΓ̂Β = ΔΓ̂Ε +ΕΓ̂Μ + ΒΓ̂Μ = 15ο + ΕΓ̂Μ + 60ο. 

Όμως  ΔΓ̂Β = 90ο, άρα 15ο + ΕΓ̂Μ + 60ο = 90ο  ΕΓ̂Μ = 15ο (2). 

Από (1) και (2) βρίσκουμε ΔΓ̂Ε = ΕΓ̂Μ, άρα η ΓΕ είναι διχοτόμος της γωνίας ΔΓ̂Μ.  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τραπζηιο ΑΒΓΔ με ΑΒ//ΓΔ και ΑΒ = ΑΔ + ΒΓ. Αν θ διχοτόμοσ τθσ γωνίασ Δ 

τζμνει τθν ΑΒ ςτο ςθμείο Μ, να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΔΜ είναι ιςοςκελζσ.      (Μονάδεσ 8) 

β) Το τρίγωνο ΜΒΓ είναι ιςοςκελζσ.       (Μονάδεσ 9) 

γ) Η ΓΜ είναι διχοτόμοσ τθσ γωνίασ Γ του τραπεηίου.   (Μονάδεσ 8) 
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α) Ισχύουν τα εξής: 

ΔΜ̂Α = ΓΔ̂Μ, ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται από την ΔΜ. 

ΑΔ̂Μ = ΓΔ̂Μ, διότι η ΔΜ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ̂. 

Άρα ΔΜ̂Α = ΑΔ̂Μ, οπότε το τρίγωνο ΑΔΜ είναι ισοσκελές και ισχύει ότι AΔ = AM (1). 

β) Είναι AB = ΑΔ + ΒΓ. Λόγω της (1) είναι ΑΒ = ΑΜ + ΒΓ. 

Όμως ΑΒ = ΑΜ + ΜΒ. 

Άρα ΑΜ + ΒΓ = ΑΜ + ΜΒ  ΒΓ = ΜΒ.  

Άρα τρίγωνο ΜΒΓ είναι ισοσκελές και έχει ΓΜ̂Β = ΜΓ̂Β (2). 

γ) Ισχύουν τα εξής: 

ΓΜ̂Β = ΔΓ̂Μ, ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται από την ΓΜ. 

ΓΜ̂Β = ΜΓ̂Β λόγω της (2). 

Άρα είναι ΔΓ̂Μ = ΜΓ̂Β, δηλαδή η ΓΜ είναι διχοτόμος της γωνίας Γ̂. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ και ςημείο Δ ςτην προζκταςη τησ ΒΓ. Από 

το Δ φζρουμε ΔΚ κάθετη ςτην ΑΒ και ΔΕ κάθετη ςτην προζκταςη τησ ΑΓ. Από το 

ςημείο Γ φζρουμε ΓΗ κάθετη ςτην ΑΒ και ΓΖ κάθετη ςτην ΚΔ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) H γωνία ΖΓΔ είναι ίςη με τη γωνία Β.     (Μονάδεσ 4)  

β) Η ΓΔ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ ΖΓΕ.     (Μονάδεσ 4) 

γ) Το τρίγωνο ΔΖΕ είναι ιςοςκελζσ.      (Μονάδεσ 9) 

δ) ΔΚ – ΔΕ = ΗΓ        (Μονάδεσ 8) 
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α) Επειδή ΓZ ⊥ ΔK και BA ⊥ ΔK, είναι ΓΖ // ΑΒ. Επομένως ΖΓ̂Δ = Β̂ (1), ως εντός εκτός 

και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΒ, ΓΖ που τέμνονται από την ΒΔ. 

β) Είναι ΑΓ̂Β = Β̂ (2) ως γωνίες βάσης ισοσκελούς τριγώνου. Ακόμη ΔΓ̂Ε = ΑΓ̂Β (3) ως 

κατακορυφήν. Τελικά από τις (1), (2) και (3) προκύπτει ΔΓ̂Ε = ΖΓ̂Δ, οπότε η ΓΔ είναι 

διχοτόμος της γωνίας ΖΓ̂Ε. 

γ) Τα τρίγωνα ΖΓΔ και ΔΓΕ: 

• Είναι ορθογώνια 

• Έχουν ΔΓ κοινή πλευρά 

• Έχουν ΕΓ̂Δ = ΖΓ̂Δ 

Άρα έχουν ίσες υποτείνουσες και οξείες γωνίες μία προς μία ίσες. Επομένως είναι ίσα 

και έχουν ΔZ = ΔE (απέναντι από τις ίσες γωνίες ΕΓ̂Δ και ΖΓ̂Δ), οπότε το τρίγωνο ΔΖΕ 

είναι ισοσκελές. 

δ) Το τετράπλευρο ΚΗΓΖ έχει τρεις γωνίες ορθές οπότε είναι ορθογώνιο. Οι ΚΖ, ΗΓ 

είναι απέναντι πλευρές του ορθογωνίου οπότε ΚΖ = ΗΓ. Τότε: 

ΔΚ – ΔΕ = ΔΚ – ΔΖ = ΖΚ = ΗΓ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και οι διάμεςοί του ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ. Προεκτείνουμε το τμήμα ΖΕ 

(προσ το Ε) κατά τμήμα ΕΗ = ΖΕ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΕΗΔΒ είναι παραλληλόγραμμο.    (Μονάδεσ 8) 

β) Η περίμετροσ του τριγώνου ΑΔΗ είναι ίςη με το άθροιςμα των διαμζςων του 

τριγώνου ΑΒΓ.        (Μονάδεσ 9) 

γ) Οι ευθείεσ ΒΕ και ΔΗ τριχοτομοφν το τμήμα ΖΓ.    (Μονάδεσ 8) 
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α)	  Το	  σημείο	  Δ	  είναι	  μέσο	  της	  ΒΓ,	  άρα	  ΒΔ	  =	  
!"
!
.	  	  

Το	  ΖΕ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  δύο	  πλευρών	  στο	  τρίγωνο	  ΑΒΓ,	  οπότε	  ισχύει	  ότι	  ZE	  =	  
!"
!
	  και	  το	  

ΖΕ	  είναι	  παράλληλο	  του	  ΒΓ.	  

Επομένως	  ΖΕ	   και	  ΒΔ	   είναι	   ίσα	   και	  παράλληλα.	  Όμως	  ΖΕ	  =	   ΕΗ	  και	  βρίσκονται	  στην	  

ίδια	  ευθεία.	  Άρα	  τα	  ΕΗ	  και	  ΒΔ	  είναι	  ίσα	  και	  παράλληλα.	  

Άρα	  στο	  τετράπλευρο	  ΕΗΔΒ	  δύο	  απέναντι	  πλευρές	  του	  (οι	  ΕΗ	  και	  ΒΔ),	  είναι	  ίσες	  και	  

παράλληλες	  οπότε	  είναι	  παραλληλόγραμμο.	  

β)	  Από	  την	  υπόθεση	  ισχύει	  ακόμη	  ότι	  ΕΗ	  =	  ΖΕ	  και	  ΑΕ	  =	  ΕΓ,	  άρα	  οι	  διαγώνιες	  ΑΓ	  και	  

ΖΗ	  του	  τετραπλεύρου	  ΑΖΓΗ	  διχοτομούνται,	  οπότε	  είναι	  παραλληλόγραμμο.	  	  

	  
Άρα	  ισχύει	  ότι	  ΓZ	  =	  AH	  (1),	  ως	  απέναντι	  πλευρές	  παραλληλογράμμου.	  

Από	  το	  α),	  το	  ΕΗΔΒ	  είναι	  παραλληλόγραμμο,	  άρα	  ισχύει	  ότι	  ΒE	  =	  ΔH	  (2).	  

Οι	  διάμεσοι	  του	  τριγώνου	  ΑΒΓ	  είναι	  οι	  ΑΔ,	  ΒΕ	  και	  ΓΖ.	  

Για	  τη	  περίμετρο	  του	  τριγώνου	  ΑΔΗ,	  με	  τη	  βοήθεια	  των	  (1)	  και	  (2)	  έχουμε:	  	  
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Π	  =	  ΑΔ	  +	  ΔΗ	  +	  ΑΗ	  =	  ΑΔ	  +	  ΒΕ	  +	  ΓΖ	  

γ)	  Το	  σημείο	  τομής	  Ο	  των	  διαμέσων	  ΑΔ,	  ΒΕ	  και	  ΓΖ	  είναι	  το	  βαρύκεντρο	  του	  τριγώνου	  

ΑΒΓ.	  Άρα,	  ισχύει	  ότι	  ΟΖ	  =	  !"
!
	  (3).	  

Στο	  τρίγωνο	  ΒΓΟ,	  το	  Δ	  είναι	  το	  μέσο	  της	  πλευράς	  ΒΓ	  και	  η	  ΔΗ	  είναι	  παράλληλη	  στην	  

ΒΟ.	  Άρα	  το	  Κ	  είναι	  μέσο	  της	  πλευράς	  ΟΓ,	  οπότε	  ΟΚ	  =	  ΚΓ	  =	  !"
!
	  (4).	  

Από	  τις	  (3),	  (4)	  προκύπτει	  ότι	  ΟΖ	  =	  ΟΚ	  =	  ΚΓ,	  δηλαδή	  οι	  ΒΕ	  και	  ΔΗ	  τριχοτομούν	  τη	  ΓΖ.	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο τραπζηιο ΑΒΓΔ ( 90


) με ΒΓ = ΓΔ = 2ΑΒ και Κ, Λ τα μζςα 

των ΒΓ και ΓΔ. Η παράλλθλθ από το Κ προσ τθν ΑΒ τζμνει τθν ΑΛ ςτο Ζ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το Ζ είναι μζςο του ΑΛ.      (Μονάδεσ 6) 

β) ΒΓ = 2 ΔΖ.        (Μονάδεσ 6) 

γ) Το τετράπλευρο ΖΚΓΛ είναι ρόμβοσ.     (Μονάδεσ 5) 

δ) 90


.       (Μονάδεσ 8) 
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α) Ισχύει ότι ΓΔ = 2ΓΛ, καθώς το Λ είναι μέσο της ΓΔ. 

Επίσης είναι ΓΔ = 2ΑΒ, άρα 2ΓΛ = 2ΑΒ  ΓΛ = ΑΒ. 

Επιπλέον ΓΔ // ΑΒ, άρα ΓΛ // ΑΒ (καθώς τα ΓΔ και ΓΛ είναι στην ίδια ευθεία). 

Άρα το τετράπλευρο ΑΒΓΛ έχει δύο απέναντι πλευρές ίσες και παράλληλες οπότε 

είναι παραλληλόγραμμο. Συνεπώς οι ΑΛ και ΒΓ είναι παράλληλες και ίσες. 

Επίσης, από την υπόθεση είναι ΖΚ // ΑΒ, άρα και ΖΚ // ΓΛ. 

Τα τετράπλευρα ΑΒΚΖ και ΖΚΓΛ είναι παραλληλόγραμμα αφού οι απέναντι πλευρές 

τους είναι παράλληλες. Άρα οι απέναντι πλευρές τους είναι και ίσες, δηλαδή: 

• BΚ = ΑΖ, στο ΑΒΚΖ  

• ΚΓ = ΖΛ, στο ΖΚΓΛ 

Όμως ΒΚ = ΚΓ, εφόσον το Κ είναι μέσο της ΒΓ. Άρα και ΑΖ = ΖΛ. Δηλαδή το Ζ είναι 

μέσο του ΑΛ. 

β) Επομένως, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΛ η ΔΖ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα, άρα ΔΖ = 
ΑΛ

2
  ΑΛ = 2ΔΖ  ΒΓ = 2ΔΖ. 

γ) Λόγω του παραλληλογράμμου ΑΒΚΖ είναι ΖΚ = ΑΒ.  

Επίσης, από τα δεδομένα ΑΒ =  
ΒΓ

2
 . 

Όμως και ΚΓ = 
ΒΓ

2
, εφόσον το Κ είναι μέσο της ΒΓ. Άρα, ΚΓ = ΑΒ. 

Επομένως το παραλληλόγραμμο ΖΚΓΛ είναι ρόμβος γιατί δύο διαδοχικές πλευρές 

του ίσες, τις ΖΚ και ΚΓ. 

δ) Ισχύει ότι ZK = ΖΛ, λόγω του ρόμβου και ΖΛ = 
ΑΛ

2
, εφόσον το Ζ είναι μέσο του ΑΛ, 

από το α). Άρα ΖΛ = 
ΑΛ

2
. Δηλαδή στο τρίγωνο ΑΚΛ μια διάμεσός, η ΖΚ του ισούται με 
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το μισό της πλευράς ΑΛ στην οποία αντιστοιχεί, άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με 

ΑΚ̂Λ = 90ο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται κφκλοσ κζντρου Ο και δυο μη αντιδιαμετρικά ςημεία του Α και Β. Φζρουμε 

τισ εφαπτόμενεσ του κφκλου ςτα ςημεία Α και Β οι οποίεσ τζμνονται ςτο ςημείο Γ. 

Φζρουμε επίςησ και τα φψη ΑΔ και ΒΕ του τριγϊνου ΑΒΓ τα οποία τζμνονται ςτο 

ςημείο Η.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΒΗΑ είναι ιςοςκελζσ.      (Μονάδεσ 8) 

β) Το τετράπλευρο ΟΒΗΑ είναι ρόμβοσ.     (Μονάδεσ 9) 

γ) Τα ςημεία Ο, Η, Γ είναι ςυνευθειακά.     (Μονάδεσ 8) 
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α)	  Είναι	  AΓ	  =	  BΓ	  ως	  εφαπτόμενα	  τμήματα	  του	  κύκλου	  που	  άγονται	  από	  το	  σημείο	  Γ.	  

Άρα	  το	  τρίγωνα	  ΑΒΓ	  είναι	  ισοσκελές	  με	  βάση	  την	  ΑΒ.	  

Συγκρίνουμε	  τα	  τρίγωνα	  ΑΒΕ	  και	  ΑΒΔ.	  

• Είναι	  ορθογώνια	  

• Έχουν	  ΑΒ	  κοινή	  πλευρά	  (υποτείνουσα)	  

• Έχουν	   ΑΒΔ	   =	   ΒΑΕ,	   ως	   γωνίες	   προσκείμενες	   στη	   βάση	   ΑΒ	   του	   ισοσκελούς	  

τριγώνου	  ΑΒΓ.	  

Άρα	  τα	  τρίγωνα	  είναι	  ίσα,	  ως	  ορθογώνια	  που	  έχουν	  τις	  υποτείνουσες	  και	  μια	  οξεία	  

γωνία	   ίσες	  μία	  προς	  μία.	  Οπότε	   ισχύει	   και	  ΑΒΕ	  =	  ΒΑΔ,	  άρα	   το	   τρίγωνο	  ΒΗΑ	   είναι	  

ισοσκελές	  με	  βάση	  της	  ΑΒ.	  

β)	  Επειδή	  ΟΑ,	  ΟΒ	  ακτίνες	  του	  κύκλου,	  ισχύει	  ότι	  ΟΑ	  ⊥ ΑΓ  και	  ΟΒ	  ⊥	  ΒΓ1,	  δηλαδή	  είναι	  

κάθετες	  στα	  αντίστοιχα	  εφαπτόμενα	  τμήματα.	  Όμως	  BE	  ⊥ AΓ και	  AΔ ⊥ BΓ.	  	  

Άρα	  OA	  //	  BE,	  γιατί	  είναι	  και	  οι	  δύο	  κάθετες	  στην	  ΑΓ	  και	  OB	  //	  AΔ,	  γιατί	  είναι	  και	  οι	  

δύο	  κάθετες	  στην	  ΒΓ.	  Οπότε	  το	  τετράπλευρο	  ΟΒΗΑ	  είναι	  παραλληλόγραμμο.	  Επειδή	  

ΟΑ	   =	   ΟΒ,	   ως	   ακτίνες	   του	   ίδιου	   κύκλου,	   το	   παραλληλόγραμμο	   ΟΒΗΑ	   έχει	   δύο	  

διαδοχικές	  πλευρές	  του	  ίσες	  (τις	  ΟΑ	  και	  ΟΒ)	  οπότε	  είναι	  ρόμβος.	  

γ)	  Είναι	  ΟΗ	  ⊥	  ΑΒ	  	  διότι,	  ως	  διαγώνιοι	  του	  ρόμβου	  ΟΒΗΑ	  τέμνονται	  κάθετα.	  

Επίσης	   τα	   τμήματα	   ΓΑ	   και	   ΓΒ	   είναι	   εφαπτόμενα	   στον	   κύκλο	   οπότε	   η	   ΟΓ	   είναι	  

μεσοκάθετος	   της	   χορδής	   ΑΒ.	   Επομένως	   ΟΓ	   ⊥	   ΑΒ	   (2).	   Όμως	   από	   το	   Ο	   διέρχεται	  

μοναδική	  κάθετη	  στην	  ΑΒ	  άρα	  τα	  σημεία	  Ο,	  Η	  και	  Γ	  είναι	  συνευθειακά.	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
1	  το	  σύμβολο	  ⊥	  σημαίνει	  «κάθετες».	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ςτην προζκταςη τησ ΓΒ (προσ το Β) θεωροφμε ςημείο Δ 

τζτοιο ώςτε ΒΔ =ΑΒ ενώ ςτην προζκταςη τησ ΒΓ (προσ το Γ) θεωροφμε ςημείο Ε 

τζτοιο ώςτε ΓΕ = ΓΑ.  

Αν οι εξωτερικοί διχοτόμοι των γωνιών Β και Γ τζμνουν τισ ΑΔ και ΑΕ ςτα ςημεία Κ 

και Λ αντίςτοιχα, και η ΚΛ τζμνει τισ ΑΒ και ΑΓ ςτα ςημεία Μ και Ν αντίςτοιχα,  

να αποδείξετε ότι: 

α) Τα ςημεία Κ και Λ είναι μζςα των ΑΔ και ΑΕ αντίςτοιχα.   (Μονάδεσ 8) 

β) Τα τρίγωνα ΚΜΑ και ΑΝΛ είναι ιςοςκελή.    (Μονάδεσ 9) 

γ) ΚΛ = 
2


       (Μονάδεσ 8) 
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α) Το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με ΑΒ = ΒΔ και βάση ΑΔ και το ΑΓΕ είναι ισοσκελές 

με ΑΓ = ΓΕ και βάση ΑΕ. 

Άρα στο ισοσκελές ΑΒΔ η ΒΚ είναι διχοτόμος που αντιστοιχεί στην κορυφή του, άρα 

είναι και διάμεσος της βάσης του τριγώνου. Επομένως το Κ είναι μέσο του ΑΔ. 

Ομοίως, στο ΑΓΕ, ισοσκελές, η ΓΛ είναι διχοτόμος που αντιστοιχεί στην κορυφή του, 

άρα είναι και διάμεσος της βάσης του τριγώνου. Συνεπώς το Λ είναι μέσο του ΑΕ. 

β) Στο τρίγωνο ΑΔΕ τα σημεία Κ και Λ είναι μέσα των πλευρών ΑΔ και ΑΕ, αντίστοιχα. 

Άρα, η ΚΛ είναι παράλληλη της ΔΕ. Επομένως ΚΜ // ΔΒ και ΝΛ // ΓΕ.  

Η ΚΒ είναι διχοτόμος της κορυφής του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΔ, άρα είναι και ύψος 

της βάσης του. Επομένως η ΑΚ̂Β είναι ορθή και το ΑΚΒ είναι ορθογώνιο με 

υποτείνουσα ΑΒ.  

Επίσης, στο τρίγωνο ΑΔΒ, το Κ είναι μέσο της πλευράς ΑΔ και το ΚΜ είναι παράλληλο 

στην πλευρά ΔΒ, άρα θα διέρχεται από το μέσο της πλευράς ΑΒ. Συνεπώς το Μ είναι 

μέσο της ΑΒ. 

Άρα, η ΚΜ είναι διάμεσος της υποτείνουσας ΑΒ, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΒ. 

Επομένως, ΑΜ = 
ΑΒ

2
 = ΜΚ, άρα το τρίγωνο ΚΜΑ είναι ισοσκελές με βάση ΑΚ. 

Με όμοια επιχειρήματα αποδεικνύουμε ότι το ΑΝΛ είναι ισοσκελές με βάση την ΑΛ. 

Πράγματι, το ΓΛ ύψος της βάσης του ισοσκελούς ΑΓΕ, ως διχοτόμος, άρα η ΑΛ̂Γ = 90ο.  

Επίσης, στο τρίγωνο ΑΓΕ, το Λ είναι μέσο της πλευράς ΑΕ και το ΝΛ είναι παράλληλο 

στην πλευρά ΓΕ, άρα το Ν είναι μέσο της ΑΓ. Επομένως, η ΝΛ είναι διάμεσος της 

υποτείνουσας, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΛΓ. Επομένως, ΑΝ = ΝΛ, άρα το τρίγωνο ΑΝΛ 

είναι ισοσκελές με βάση ΑΛ. 

γ)  Στο τρίγωνο ΑΒΔ, τα Κ και Μ είναι μέσα των πλευρών ΑΔ και ΑΒ, αντίστοιχα. 

Άρα ΚΜ = 
ΔΒ

2
. 
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Ομοίως, στο τρίγωνο ΑΒΓ, τα Μ και Ν είναι μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ, αντίστοιχα, 

άρα ΜΝ = 
ΒΓ

2
. 

Με όμοιο επιχείρημα, στο τρίγωνο ΑΓΕ, προκύπτει ότι ΝΛ = 
ΓΕ

2
. 

Άρα, ΚΛ = ΚΜ + ΜΝ + ΝΛ ⇔ ΚΛ = 
ΔΒ

2
 + 
ΒΓ

2
 + 
ΓΕ

2
  

Όμως ΔΒ = ΑΒ και ΓΕ = ΑΓ, από την υπόθεση. 

Άρα, ΚΛ =  
ΑΒ

2
+

ΒΓ

2
+

ΑΓ

2
 = 
ΑΒ+ΑΓ+ΒΓ

2
. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ και τυχαίο ςημείο Ε ςτην πλευρά ΔΓ. Φζρουμε τη διχοτόμο 

ΑΖ τησ γωνίασ ΕΑΒ και τη ΔΗ κάθετη από το Δ προσ την ΑΖ, η οποία τζμνει την ΑΕ 

ςτο Μ και την ΑΒ ςτο Ν. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΔΝ και ΑΒΖ είναι ίςα.     (Μονάδεσ 8) 

β) ΑΜ=ΑΝ και ΔΕ=ΕΜ.       (Μονάδεσ 10) 

γ) ΑΕ=ΔΕ+ΒΖ         (Μονάδεσ 7) 
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α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΖ ( ̂ = 90ο), από το άθροιςμα των γωνιών του, η γωνία 

Α ̂Β είναι ςυμπληρωματική τησ Ζ ̂Β. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΗΝ (Α ̂Ν = 90ο), από το άθροιςμα των γωνιών του, η 

γωνία Α ̂Η είναι ςυμπληρωματική τησ Η ̂Ν ή αλλιώσ Ζ ̂Β. 

Επομζνωσ, Α ̂Β = Α ̂Η, ωσ ςυμπληρωματικζσ ςτην ίδια γωνία.  

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΔΝ και ΑΒΖ. 

 Είναι ορθογώνια. 

 Α ̂Β = Α ̂Δ, γιατί Α ̂Β = Α ̂Η. 

 ΑΔ = ΑΒ, ωσ πλευρζσ του ίδιου τετραγώνου. 

Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΝ και ΑΒΖ είναι ίςα, γιατί ζχουν μία κάθετη πλευρά 

και μία οξεία γωνία, ίςεσ μία προσ μία. 

β) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΗΜ και ΑΗΝ. 

 Είναι ορθογώνια, γιατί η ΔΗ είναι κάθετη ςτην ΑΖ, από την υπόθεςη. 

 ΑΗ κοινή πλευρά. 

 Μ ̂Η = Ν ̂Η, γιατί η ΑΖ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ Μ ̂Ν. 

Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΗΜ και ΑΗΝ είναι ίςα, καθώσ ζχουν μια κοινή κάθετη 

πλευρά και από μία οξεία γωνία ίςη. Συνεπώσ ΑΜ = ΑΝ, καθώσ είναι οι 

υποτείνουςζσ τουσ. 

Οι γωνίεσ Ε ̂Ν = Α ̂Μ (1) ωσ εντόσ και εναλλάξ των παραλλήλων ΔΓ και ΑΒ με 

τζμνουςα την ΔΝ.  

Επίςησ Δ ̂Ε = Α ̂Ν (2), ωσ κατακορυφήν. 

Όμωσ, το τρίγωνο ΑΜΝ είναι ιςοςκελζσ με βάςη την ΜΝ, καθώσ ΑΜ = ΑΝ.  

 1825-Λύση



Άρα, Α ̂Ν = Α ̂Μ (3). 

Από (1), (2) και (3) είναι Δ ̂Ε = Ε ̂Ν. Άρα το τρίγωνο ΔΕΝ είναι ιςοςκελζσ με βάςη 

ΔΜ και ΔΕ = ΕΜ.  

γ) Είναι ΑΕ = ΑΜ + ΜΕ. 

Όμωσ, από το β) ΑΜ = ΑΝ και ΜΕ = ΔΕ, άρα ΑΕ = ΑΝ + ΔΕ. 

Από τα ίςα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΝ και ΑΒΖ ζχουμε ότι ΑΝ = ΒΖ, καθώσ είναι οι δφο 

άλλεσ κάθετεσ πλευρζσ τουσ, πζρα από τισ ΑΔ και ΑΒ (οι οποίεσ είναι ίςεσ). 

Επομζνωσ ΑΕ = ΒΖ + ΔΕ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Ε το μζςο τησ διαμζςου ΒΔ. Στην προζκταςη τησ ΑΕ 

θεωροφμε ςημείο Ζ τζτοιο ώςτε ΕΖ=ΑΕ και ζςτω Θ το ςημείο τομήσ τησ ΑΖ με την 

πλευρά ΒΓ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.    (Μονάδεσ 8) 

β) Το τετράπλευρο ΒΔΓΖ είναι παραλληλόγραμμο.    (Μονάδεσ 8) 

γ) Το ςημείο Θ είναι βαρφκεντρο του τριγώνου ΒΔΖ.   (Μονάδεσ 9) 

 

 

 1827



 

α) Οι διαγώνιες ΑΖ, ΒΔ του τετραπλεύρου ΑΒΖΔ διχοτομούνται γιατί  

• ΒΕ = ΕΔ εφόσον το Ε είναι μέσο της ΒΔ, από την υπόθεση και 

• ΕΖ = ΑΕ, από την υπόθεση. 

Άρα το ΑΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

β) Οι ΒΖ, ΑΔ είναι απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου, άρα οι ΒΖ και ΑΔ είναι ίσες 

και παράλληλες.  

Όμως η ΔΓ είναι στην ίδια ευθεία με την ΑΔ, άρα η ΒΖ και η ΔΓ είναι παράλληλες.  

Επιπλέον η ΒΔ είναι διάμεσος της ΑΓ του τριγώνου ΑΒΓ (από υπόθεση), άρα ΔΓ = ΑΔ. 

Όμως ΒΖ = ΑΔ (ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου, όπως είπαμε), άρα ΒΖ = ΔΓ. 

Οπότε το ΒΔΓΖ είναι παραλληλόγραμμο γιατί έχει τις δύο απέναντι πλευρές του, ΒΖ 

και ΔΓ ίσες και παράλληλες. 

γ) Έστω Κ το σημείο τομής των ΒΓ και ΔΖ. Επειδή το ΒΔΓΖ είναι παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιες του διχοτομούνται. Άρα το Κ είναι μέσο του ΔΖ και επομένως η ΒΚ είναι 

διάμεσος της ΔΖ στο τρίγωνο ΒΔΖ.  

Τελικά, στο τρίγωνο ΒΔΖ τα ΕΖ, ΒΚ είναι διάμεσοι, άρα το σημείο τομής τους Θ είναι 

το βαρύκεντρο του τριγώνου. 
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ΘΕΜΑ 4 

Σε μια ευθεία (ε) θεωροφμε διαδοχικά τα ςθμεία Α, Β, Γ ζτςι ώςτε ΑΒ = 2 ΒΓ και ςτο 

ίδιο θμιεπίπεδο θεωροφμε ιςόπλευρα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΓΕ. Αν Η είναι το μζςο του 

ΑΔ και θ ευθεία ΔΕ τζμνει τθν ευθεία (ε) ςτο ςθμείο Ζ να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΒΗΔΕ είναι ορθογώνιο.     (Μονάδεσ 8) 

β) Το τρίγωνο ΓΖΕ είναι ιςοςκελζσ.      (Μονάδεσ 8) 

γ) Το τετράπλευρο ΗΕΓΑ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο.    (Μονάδεσ 9) 

 

 

  

 1829



 

α) Επειδή τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΓΕ είναι ισόπλευρα, ισχύει ότι ΔΑ̂Β = ΕΒ̂Γ = 60ο. Άρα οι 

ευθείες ΑΔ και ΒΕ, που τέμνονται από την ΑΖ έχουν δύο εντός εκτός και επί τα αυτά 

γωνίες ίσες. Συνεπώς είναι παράλληλες. Άρα ΔΗ // ΒΕ. 

Επίσης, ΔΗ = 
ΑΔ

2
, επειδή το Η είναι μέσο του ΑΔ από την υπόθεση. 

Όμως ΑΔ = ΑΒ, ως πλευρές του ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΔ. Άρα, ΔΗ = 
ΑΒ

2
. 

Αλλά από την υπόθεση έχουμε και ότι ΒΓ = 
ΑΒ

2
. Άρα, ΔΗ = ΒΓ. 

Όμως ΒΕ = ΒΓ, ως πλευρές του ισοπλεύρου ΒΓΕ. Άρα, ΔΗ = ΒΕ. 

Τελικά το τετράπλευρο ΒΗΔΕ έχει ΔΗ // ΒΕ και ΔΗ = ΒΕ, δηλαδή δύο πλευρές 

παράλληλες και ίσες. Επομένως είναι παραλληλόγραμμο. 

Επιπλέον, στο ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΔ το ΒΗ είναι διάμεσος, άρα και ύψος, οπότε η 

γωνία ΒΗ̂Δ είναι ορθή. Άρα, το παραλληλόγραμμο ΒΗΔΕ έχει μία ορθή γωνία, 

επομένως είναι ορθογώνιο. 

β) Λόγω του ορθογωνίου ΒΗΔΕ είναι ΒΗ // ΔΕ. Άρα, στο τρίγωνο ΑΔΖ, η ΗΒ διέρχεται 

από το μέσο Η της πλευράς ΑΔ και είναι παράλληλη στην ΔΖ. Επομένως, θα διέρχεται 

από το μέσο της ΑΖ, άρα το Β είναι μέσο της ΑΖ.  

Άρα, ΑΒ = ΒΖ. 

Όμως ΑΒ = 2ΒΓ από την υπόθεση, άρα ΒΖ = 2ΒΓ, δηλαδή το Γ είναι μέσο της ΒΖ. 

Επομένως ΒΓ = ΓΖ. 

Όμως από το ισόπλευρο τρίγωνο ΒΓΕ είναι ΒΓ = ΓΕ. Άρα ΓΕ = ΓΖ, δηλαδή το ΓΖΕ είναι 

ισοσκελές. 
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γ) Προκύπτει ότι το Ε είναι μέσο της ΔΖ: Πράγματι, στο τρίγωνο ΑΔΖ, το ΒΕ διέρχεται 

από το μέσο Β της ΑΖ και είναι παράλληλο στην ΑΔ. Άρα, θα διέρχεται από το μέσο 

της ΔΖ. 

Παραμένοντας στο τρίγωνο ΑΔΖ, ισχύει ότι τα Η και Ε είναι μέσα των πλευρών ΑΔ και 

ΔΖ, αντίστοιχα. Άρα, η ΕΗ είναι παράλληλη στην ΑΖ (ή αλλιώς στην ΑΓ). 

Επίσης, ΗΑ̂Β = ΕΓ̂Β = 60ο, λόγω των ισοπλεύρων τριγώνων ΑΒΔ και ΒΓΕ. 

Άρα: 

• Εφόσον ΗΑ̂Β + ΕΓ̂Β <180ο, οι ευθείες ΑΗ και ΓΕ τέμνονται στο ημιεπίπεδο που 

χωρίζεται από το ΑΖ και προς το μέρος του Δ και άρα δεν είναι παράλληλες. 

Αυτό σημαίνει ότι λόγω της παραλληλίας των ΕΗ και ΑΓ το ΗΕΓΑ είναι 

τραπέζιο. 

• Επειδή οι γωνίες της βάσης του ΗΕΓΑ είναι ίσες, αυτό είναι ισοσκελές 

τραπέζιο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ και Κ το ςθμείο τομισ των διαγωνίων του. 

Φζρουμε ΑΗ κάκετθ ςτθν ΒΔ και ςτθν προζκταςθ τθσ ΑΗ (προσ το Η) κεωροφμε 

ςθμείο Ε τζτοιο ώςτε ΑΗ = ΗΕ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΚΕ είναι ιςοςκελζσ.      (Μονάδεσ 7) 

β) Το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ορκογώνιο.      (Μονάδεσ 9) 

γ) Το τετράπλευρο ΔΒΓΕ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο.    (Μονάδεσ 9) 

 

 

 

  

 1830



α) Στο τρίγωνο ΑΚΕ το ΚΗ είναι ύψος και διάμεσος, άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

β) Επειδή ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο, οι διαγώνιες ΑΓ και ΒΔ διχοτομούνται, οπότε το 

Κ είναι μέσο της ΑΓ, οπότε ΚΑ = 
ΚΓ
2

.  

Αξιοποιώντας το ερώτημα (α) βρίσκουμε: 

ΕΚ = ΚΑ ⇔ ΕΚ = 
ΚΓ
2

 

Άρα στο τρίγωνο ΑΕΓ η διάμεσός του ΕΚ ισούται με το μισό της πλευράς στην οποία 

αντιστοιχεί, συνεπώς το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με AΕ�Γ = 90ο. 

 
γ) Ισχύει ότι: 

ΗΚ⊥ ΑΕ και ΕΓ⊥ΑΕ, άρα HK // EΓ ⇔BΔ // EΓ(1) 

Στο τρίγωνο ΑΔΕ το ΔΗ είναι ύψος και διάμεσος, άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές με 

ΔΕ=ΑΔ. Επειδή ΑΔ=ΒΓ, προκύπτει ότι ΔΕ=ΒΓ(2). 

Επίσης, ΕΔ�Β = Β2� ως εντός και εναλλάξ γωνίες στις παράλληλες ευθείες ΑΒ και ΓΔ. 

Οπότε Β1� + ΕΔ�Β =  Β1� + Β2� = Β� <180ο (3) άρα οι ΔΕ και ΒΓ δεν είναι παράλληλες (3). 

Από τις (1),(2) και (3) προκύπτει ότι το τετράπλευρο ΔΒΓΕ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τη γωνία Α ορθή και 


 2 . Φζρουμε το φψοσ 

του ΑΔ και ςημείο Ε ςτην προζκταςη τησ ΑΒ τζτοιο ϊςτε ΒΕ = ΒΔ.  

α) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ του τριγϊνου ΒΔΕ.    (Μονάδεσ 9) 

β) Να αποδείξετε ότι: 

i. BE = 
2


         (Μονάδεσ 8) 

ii. ΑΕ = ΓΔ         (Μονάδεσ 8) 

 

  

 1831



α) Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, έχουμε: 

ΑΒ�Γ + Γ� = 90ο⇔ 2Γ� + Γ� = 90ο⇔  3Γ� = 90ο⇔ Γ� = 30ο 

Τότε ΑΒ�Γ = 2Γ� = 2 ⋅ 30ο = 60ο 

Επομένως: 

ΕΒ�Δ = 180ο – ΑΒ�Γ = 180ο – 60ο = 120ο 

Από το άθροισμα γωνιών του ισοσκελούς τριγώνου ΒΔΕ έχουμε:  

EΒ�Δ+Ε�+ EΔ�B =180ο ⇔ 120ο + 2Ε�=180ο ⇔ Ε�=30ο. Άρα και EΔ�B =30ο 

 

β) i. Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου 

τριγώνου ΑΒΔ έχουμε: 

BΑ�Δ+Β�= 90ο  ⇔ BΑ�Δ+ 60ο = 90ο  ⇔  BΑ�Δ= 30ο 

Επομένως στο τρίγωνο ΑΒΔ ισχύει ότι:  

ΒΔ = 
ΑΒ
2

 ⇔ ΒΕ = 
ΑΒ
2

. 

 

ii. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι Γ = 30ο, οπότε 

ισχύει ότι: 

ΑΒ = 
ΒΓ
2

 ⇔ ΒΓ = 2ΑΒ.  

Έτσι ΓΔ=ΒΓ-ΒΔ=2ΑΒ- 
ΑΒ
2

 = 32 ΑΒ (1) 

Ισχύει ακόμη ότι: 

ΑΕ = ΑΒ + ΒΕ ⇔ ΑΕ = ΑΒ + 
ΑΒ
2

 ⇔ ΑΕ = 
3
2

 ΑΒ (2) 

Από (1), (2) συμπεραίνουμε ότι ΑΕ = ΓΔ.  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με γωνίεσ Β και Γ οξείεσ και Δ, Μ και Ε τα μζςα των πλευρών 

του ΑΒ, ΑΓ και ΒΓ αντίςτοιχα. Στισ μεςοκάθετεσ των ΑΒ και ΒΓ και εκτόσ του 

τριγώνου ΑΒΓ θεωροφμε ςημεία Ζ και Η αντίςτοιχα, τζτοια ώςτε ΔΖ = 
2


  

και ΕΗ = 
2


.  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Το τετράπλευρο ΒΔΜΕ είναι παραλληλόγραμμο.   (Μονάδεσ 5) 

ii.  Τα τρίγωνα ΖΔΜ και ΕΜΗ είναι ίςα.     (Μονάδεσ 10) 

β) Αν τα ςημεία Ζ, Δ, Ε είναι ςυνευθειακά, να αποδείξετε ότι η γωνία Α=90ο  . 

         (Μονάδεσ 10) 

 

 
 

 1832



α) i. Επειδή τα Δ και Μ είναι μέσα δύο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, ισχύει ότι  

ΔΜ // ΒΓ ⇔ ΔΜ // ΒΕ και ΔΜ = 
ΒΓ
2

 = ΒΕ 

Στο τετράπλευρο ΒΔΜΕ δύο απέναντι πλευρές του είναι ίσες και παράλληλες 

(ΔΜ//= ΒΕ), άρα είναι παραλληλόγραμμο. 

ii. Τα τρίγωνα ΖΔΜ και ΕΜΗ έχουν: 

• ΖΔ = 
ΑΒ
2

 = ΒΔ = ΜΕ, αφού τα ΒΔ και 

ΜΕ είναι απέναντι πλευρές 

παραλληλογράμμου 

• ΜΔ = ΒΕ = 
ΒΓ
2

 = ΕΗ, αφού τα ΜΔ, ΒΕ 

είναι απέναντι πλευρές 

παραλληλογράμμου 

• ΜΕ�Η = ΖΔ�Μ, διότι  

 MΕ�H = ΗΕ�Γ + ΜΕ�Γ = 90ο + MΕ�Γ,  

 ZΔ�M = 90ο + AΔ�M, 

 ΜΕ�Γ = Β�, ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΜΕ, ΑΒ 

που τέμνονται από την ΒΕ. 

 AΔ�M =Β�, ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΜΔ, ΒΓ 

που τέμνονται από την ΒΔ. 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα ΖΔΜ και ΕΜΗ είναι ίσα. 

β)Το ΜΕ ενώνει τα μέσα των πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ 

άρα ισχύει ότι: 

ΜΕ // = 
ΑΒ
2
⇔ ΜΕ // = ΑΔ 

Επομένως το ΑΜΕΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

Επειδή τα σημεία Ζ, Δ και Ε είναι συνευθειακά 

και ΖΔ ⊥ ΑΒ 

θα είναι και ΕΔ ⊥ ΑΒ, δηλαδή ΕΔ�Α = 90ο. 

Συνεπώς το παραλληλόγραμμο ΑΜΕΔ έχει μια 

γωνία ορθή, οπότε είναι ορθογώνιο, άρα Α� =90ο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (A=90o). Φζρουμε τη διάμεςο του ΑΜ την οποία 

προεκτείνουμε (προσ το μζροσ του Μ) κατά τμήμα ΜΔ = ΑΜ. Θεωροφμε ευθεία ΔΚ 

κάθετη ςτη ΒΓ,  η οποία τζμνει τη διχοτόμο τησ γωνίασ Β ςτο Ε.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΒΔΓ είναι ορθογώνιο     (Μονάδεσ 8) 

α) 
2

90


 

           (Μονάδεσ 8) 

β)  ΔΕ = ΒΔ           (Μονάδεσ 9) 

 

 

 1833



α) Είναι AM = MΔ και BM = MΓ. Δηλαδή οι διαγώνιες του τετράπλευρου ΑΒΔΓ 

διχοτομούνται, οπότε είναι παραλληλόγραμμο. Επίσης έχει ΒΑ�Γ= 90ο, άρα το ΑΒΓΔ 

είναι ορθογώνιο. 

β) Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου 

τριγώνου ΚΕΒ βρίσκουμε: 

ΚΕ�Β + ΕΒ�Κ = 90ο⇔ ΚΕ�Β = 90ο – ΕΒ�Κ ⇔ ΚΕ�Β = 90ο – 
Β�

 2 
 

(1) 

γ) Είναι ΑΒ�Δ = ΑΒ�Ε + ΕΒ�Δ ⇔ 90ο = Β�

 2 
 + ΕΒ�Δ ⇔ ΕΒ�Δ = 

90ο – 
Β�

 2 
 (2) 

 Από τις (1), (2) προκύπτει: ΚΕ�Β = ΕΒ�Δ  

Άρα το τρίγωνο ΔΒΕ είναι ισοσκελές με ΔE = BΔ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω τετράπλευρο ΑΒΓΔ ισχύουν: ΒΓ=Α∆ , Β∆=ΑΓ , και ΑΒ<ΓΔ . 

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΟΒ  και ΔΟΓ  είναι ισοσκελή.                (Μονάδες 9) 

β) Να αποδείξετε ότι ΔΑ�B = ΑΒ�Γ                                                      (Μονάδες 8) 

γ) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο.   

     (Μονάδες 8) 

 

 1834



α) Τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΒΓΔ έχουν: 
• ΓΔ κοινή πλευρά 
• ΑΔ = ΒΓ, από υπόθεση 
• ΑΓ = ΒΔ, από υπόθεση  

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Π – Π τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΒΓΔ είναι ίσα οπότε:  
ΑΓ�Δ = ΒΔ�Γ αφού είναι απέναντι από τις ίσες πλευρές ΑΔ και ΒΓ. Άρα το τρίγωνο ΟΓΔ 
είναι ισοσκελές με ΟΓ = ΟΔ (1). 

Ισχύει ακόμη ότι:  ΑΓ = ΒΔ ⇔ ΟΓ + ΟΑ = ΟΒ + ΟΔ 
(1)
⇔ ΟΑ = ΟΒ 

Επομένως και το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές. 

 
β) Στο τρίγωνο ΑΒΟ, επειδή ΟΑ=ΟΒ από το (α) ερώτημα, οι γωνίες ΓΑ�Β , ΑΒ�Δ είναι 
ίσες. 
Από την ισότητα των τριγώνων ΑΓΔ και ΒΓΔ, οι γωνίες ΔΑ�Γ και ΔΒ�Γ είναι ίσες αφού 
είναι απέναντι από την κοινή πλευρά ΓΔ. 
Άρα ΔΑ�B = ΔΑ�Γ + ΓΑ�B= ΔΒ�Γ+ ΑΒ�Δ = ΑΒ�Γ 
 
γ)   Από την ισότητα των τριγώνων ΑΓΔ και ΒΓΔ, οι γωνίες ΑΔ�Γ και ΒΓ�Δ είναι ίσες, 
αφού είναι απέναντι από τις ίσες πλευρές ΑΓ και ΒΔ. 
Από το άθροισμα γωνιών του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ έχουμε: 
ΔΑ�B + ΑΒ�Γ + ΑΔ�Γ + ΒΓ�Δ = 360ο⇔ 2ΔΑ�Β + 2ΑΔ�Γ = 360ο⇔ ΔΑ�Β + ΑΔ�Γ =180ο 
Οι γωνίες ΔΑ�Β και ΑΔ�Γ είναι εντός και επι τα αυτά μέρη των ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται 
από την ΑΔ. Επειδή είναι παραπληρωματικές, οι ευθείες ΑΒ, ΓΔ είναι παράλληλες 
(1). 
Αν υποθέσουμε ότι  ΑΔ // ΒΓ, τότε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ θα ήταν παραλληλόγραμμο 
και θα είχε ΑΒ = ΓΔ που είναι άτοπο αφού ΑΒ<ΓΔ. Άρα οι ΑΔ, ΒΓ δεν είναι 
παράλληλες (2). 
Από τις σχέσεις (1), (2) προκύπτει ότι το ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο και επειδή AΔ=BΓ είναι  
ισοσκελές τραπέζιο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογϊνιο τρίγωνο 


   ( 90


) και 30


 με Μ και Ν τα μζςα των 

πλευρϊν ΒΓ και ΑΒ αντίςτοιχα.  Ζςτω ότι η μεςοκάθετοσ τησ πλευράσ ΒΓ τζμνει την 

ΑΓ ςτο ςημείο Ε. 

α) Να αποδείξετε ότι:  

i) η ΒΕ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ 


 .     (Μονάδεσ 6) 

ii) 
2


 .          (Μονάδεσ 6) 

iii) η ΒΕ είναι μεςοκάθετοσ τησ διαμζςου ΑΜ.    (Μονάδεσ 7) 

β) Αν ΑΔ είναι το φψοσ του τριγϊνου  


  που τζμνει την ΒΕ ςτο Η,  να αποδείξετε 

ότι τα ςημεία Μ, Η και Ν είναι ςυνευθειακά.     (Μονάδεσ 6) 

 

 1835



α) i. Επειδή η ΕΜ είναι μεσοκάθετος της ΒΓ, το τρίγωνο ΕΒΓ είναι ισοσκελές οπότε: 

EΒ�Γ = Γ� = 30ο 

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ βρίσκουμε: 

Β�  + Γ� = 90ο⇔Β�  + 30ο = 90ο⇔ Β�= 60ο 

Τότε  

AΒ�Ε = Β�–EΒ�Γ = 60ο – 30ο = 30ο 

Επειδή AΒ�E = EΒ�Γ, η ΒΕ είναι 

διχοτόμος της γωνίας Β�. 

ii. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΕ είναι 

AΒ�Ε = 30ο, άρα ΑΕ = 
ΕΒ
2

= ΓΕ
2

. 

iii. Το ΑΜ είναι διάμεσος στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα του, άρα ΑΜ = 
ΒΓ
2

 = ΜΒ 

Το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ισοσκελές και επιπλέον έχει Β�  = 60ο, άρα είναι ισόπλευρο. Η 

ΒΕ είναι διχοτόμος του ισόπλευρου τριγώνου ΑΒM, οπότε θα τέμνει κάθετα την ΑΜ, 

άρα το ΒΕ είναι μεσοκάθετος του ΑΜ. 

 
β) Έστω Ζ το σημείο τομής της ΒΕ με την ΑΜ.  Το Η είναι σημείο τομής των υψών ΑΔ 

και ΒΖ, άρα είναι ο ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΜ, έτσι η ΜΗ είναι το τρίτο ύψος 

του τριγώνου που επειδή είναι ισόπλευρο, θα περνά από το μέσο Μ της ΑΒ. Άρα τα 

σημεία Μ, Η και Ν είναι συνευθειακά. 

 

 

 1835-Λύση



 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΒΓ και η διχοτόμοσ ΒΕ τησ γωνίασ 


B . Αν  ΑΖ   ΒΕ, όπου 

Ζ ςημείο τησ ΒΓ και Μ το μζςον τησ ΑΓ, να αποδείξετε ότι :  

α)  Το τρίγωνο ΑΒΖ είναι ιςοςκελζσ.            (Μονάδεσ 7) 

β) ΔΜ//ΒΓ και ΔΜ = 
2

B 
                                    (Μονάδεσ 10) 

γ) 
2

B
E




 , όπου 


B  η γωνία του τριγώνου ΑΒΓ.      (Μονάδεσ 8) 

 

 

 

 1837



α) Στο τρίγωνο ΑΒΖ το ΒΔ είναι ύψος και διχοτόμος, οπότε είναι ισοσκελές με βάση 

την ΑΖ. 

β) Από το προηγούμενο ερώτημα η διχοτόμος ΒΔ είναι και διάμεσος, άρα το Δ είναι 

μέσο της ΑΖ. 

Στο τρίγωνο ΑΖΓ το ΔΜ ενώνει τα μέσα των πλευρών του οπότε: 

ΔM // ZΓ ⇔ ΔM // ΒΓ 

Επίσης  ισχύει ότι: 

ΔΜ = 
ΖΓ
2

= ΒΓ−ΒΖ
2

   . Όμως ΒΖ=ΑΒ από το (α) ερώτημα, άρα ΔΜ = 
ΒΓ−ΑΒ
2

 

 

 

γ) Είναι ΕΔ�Μ = ΕΒ�Γ = 
Β�

 2 
 ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες των 

παραλλήλων ΔΜ, ΒΓ που τέμνονται από την ΒΕ. 

 1837-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ,  θ διχοτόμοσ Βx τθσ γωνίασ Β του 

τριγώνου ΑΒΓ και θ διχοτόμοσ Βy τθσ εξωτερικισ γωνίασ Β. Αν Δ και Ε είναι οι 

προβολζσ τθσ κορυφισ Α του τριγώνου ΑΒΓ ςτθν Βx και Βy αντίςτοιχα, να 

αποδείξετε ότι:  

α) Το τετράπλευρο ΑΔΒΕ είναι ορκογώνιο.     (Μονάδεσ 7) 

β) Η ευκεία ΕΔ είναι παράλλθλθ προσ τθ ΒΓ και διζρχεται από το μζςο Μ τθσ ΑΓ.  

           (Μονάδεσ 10) 

γ) Το τετράπλευρο ΚΜΓΒ είναι τραπζηιο και θ διάμεςόσ του είναι ίςθ με  
4

3 , 

όπου α=ΒΓ .                   (Μονάδεσ  8) 

 

 

 

 

 

 

                                                                 

 

 1838



α) Οι Βx και Βy είναι διχοτόμοι των γωνιών Β� και Β�εξ , θέτουμε ΓΒ�Δ=ΔΒ�Α=ω�  και 

ΑΒ�Ε=ΕΒ�Ζ= φ�. Τότε:  

ΓΒ�Δ + ΔΒ�Α + AΒ�Ε + EΒ�Ζ = 180ο⇔ 

⇔  ω�   + ω�   + φ�  + φ�  = 180ο⇔ 

⇔ 2ω�   + 2φ�  =180ο  ⇔ 

⇔ ω�   + φ�  = 90ο⇔ EΒ�Δ = ω�   + φ�  = 90ο 

Το τετράπλευρο ΑΔΒΕ έχει τρείς γωνίες 

ορθές άρα είναι ορθογώνιο. 

 
 
β) Οι διαγώνιοι ΕΔ και ΑΒ του ορθογωνίου ΑΔΒΕ είναι ίσες και διχοτομούνται. Άρα: 

ΑΒ = ΕΔ ⇔   ΑΒ2 = ΕΔ
2   ⇔ ΚΒ = ΚΔ 

Επομένως το τρίγωνο ΚΒΔ είναι ισοσκελές και ισχύει ότι ΚΒ�Δ = ΚΔ�Β (1). 

Ισχύει ακόμη ότι ΚΒ�Δ = ΔΒ�Γ = ω�   (2). 

Από (1), (2) βρίσκουμε ΚΔ�Β = ΔΒ�Γ. 

Δηλαδή οι ευθείες ΕΔ και ΒΓ που τέμνονται από τη ΒΔ σχηματίζουν τις εντός 

εναλλάξ γωνίες τους ίσες, άρα είναι ΕΔ // ΒΓ. 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ το Κ είναι μέσο της ΑΒ και ΚΜ // ΒΓ, άρα η ΚΜ διέρχεται από το 

μέσο Μ της ΑΓ. 

γ) Επειδή το ΚΜ ενώνει μέσα δύο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, είναι  KM // ΒΓ (3) και  

KM = 
ΒΓ
2

  (4) 

Από την (3) και γνωρίζοντας ότι οι ΚΒ και ΜΓ δεν είναι παράλληλες αφού τέμνονται 

στο Α, προκύπτει ότι το τετράπλευρο ΚΜΓΒ είναι τραπέζιο. Η διάμεσος του 

τραπεζίου, είναι ίση με: ΚΜ+ΒΓ
2

 . Αντικαθιστώντας το ΚΜ από τη σχέση (4) έχουμε  

ΒΓ
2

+ ΒΓ
2

=
3ΒΓ
2
2

=
3ΒΓ

4
=

3α
4

 

 
 

 1838-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  θεωροφμε ςημεία Ε, Ζ, Η, Θ   ςτισ πλευρζσ ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, 

ΔΑ  αντίςτοιχα, με ΑΕ=ΓΗ και ΒΖ=ΔΘ.  

 Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΕΓΗ είναι παραλληλόγραμμο.                                 (6 μονάδεσ) 

β) Το τετράπλευρο ΕΖΗΘ  είναι παραλληλόγραμμο.                                (10 μονάδεσ) 

γ) Τα τμήματα ΑΓ, ΒΔ, ΕΗ και ΖΘ  διζρχονται από το ίδιο ςημείο.         (9 μονάδεσ) 

 

 

 1839



α) Επειδή AB // ΓΔ είναι και AE // ΓH. Επίσης AE=ΓH από υπόθεση, οπότε το 

τετράπλευρο ΑΕΓΗ είναι παραλληλόγραμμο γιατί έχει δύο απέναντι πλευρές του 

ίσες και παράλληλες. 

β) Τα τρίγωνα ΔΗΘ και ΒΕΖ έχουν: 

• ΔH = BE αφού ΔΗ = ΔΓ – ΗΓ = ΑΒ – ΑΕ = ΒΕ 

• Δ�  = Β�, ως απέναντι γωνίες παραλληλογράμμου 

• ΔΘ=BZ, από υπόθεση 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π–Γ–Π τα τρίγωνα 

είναι ίσα άρα και ΘH = EZ (1) αφού 

βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες Δ�  

και Β�. 

Τα τρίγωνα ΑΘΕ και ΓΗΖ έχουν: 

• AE =ΓH, από υπόθεση 

• Α� = Γ�, ως απέναντι γωνίες παραλληλογράμμου 

• AΘ=ΓZ διότι AΘ= AΔ – ΘΔ = BΓ – BZ =ΓZ 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και ΘE = HZ(2) 

αφού βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες Α� και Γ�. 

Από τις (1) και (2) το τετράπλευρο ΕΖΗΘ έχει τις απέναντι πλευρές του ίσες, άρα 

είναι παραλληλόγραμμο. 

γ) Έστω Ο το μέσον της ΑΓ.  

Επειδή το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιοί του διχοτομούνται, άρα η ΒΔ 

διέρχεται από το Ο.  

Επειδή το ΑΕΓΗ είναι παραλληλόγραμμο οι 

διαγώνιοί του διχοτομούνται, άρα η ΕΗ 

διέρχεται από το Ο που είναι και το μέσον της.   

Επειδή το ΑΖΗΘ είναι παραλληλόγραμμο οι διαγώνιοί του διχοτομούνται, άρα η ΘΖ 

διέρχεται από το μέσον της ΕΗ που είναι το Ο. 

Άρα οι ΑΓ, ΒΔ, ΕΗ και ΖΘ διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

 1839-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  και σημεία Κ, Λ της διαγωνίου του ΒΔ, τέτοια ώστε 

να ισχύει ΒΚ=ΚΛ=ΛΔ . 

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΚΓΛ  είναι παραλληλόγραμμο.                 

            (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι, αν το αρχικό παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  είναι ρόμβος, τότε και 

το ΑΚΓΛ  είναι ρόμβος.                                             (Μονάδες 8)                              

γ) Ποιά πρέπει να είναι η σχέση των διαγωνίων του αρχικού παραλληλογράμμου 

ΑΒΓΔ, ώστε το ΑΚΓΛ να είναι ορθογώνιο. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.                       

            (Μονάδες 7) 

                     

 

 1840



α) Έστω Ο το σημείο τομής των διαγωνίων ΑΓ, ΒΔ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. 

Επειδή οι διαγώνιες διχοτομούνται, είναι  

ΟΑ = ΟΓ (1) και  

ΟΒ= OΔ (2).  

Από τη (2) βρίσκουμε:  

ΟΒ = ΟΔ ⇔  ΟΚ+ΚΒ=ΟΛ+ΛΔ ⇔ ΟΚ=OΛ (3), γιατί 

από υπόθεση ΚΒ = ΛΔ. 

Λόγω των σχέσεων (1) και (3), το τετράπλευρο ΑΚΓΛ είναι παραλληλόγραμμο αφού 

οι διαγώνιές του διχοτομούνται. 

 

β) Επειδή το ΑΒΓΔ είναι ρόμβος, για τις διαγώνιες του ΑΓ και ΒΔ ισχύει ΑΓ ⊥ ΒΔ. Τότε 

όμως και στο παραλληλόγραμμο ΑΚΓΛ οι διαγώνιες του θα είναι κάθετες και 

συνεπώς θα είναι ρόμβος. 

γ) Για να είναι το ΑΚΓΛ ορθογώνιο πρέπει οι διαγώνιές του να είναι ίσες, δηλαδή  

ΑΓ = ΚΛ ⇔ ΑΓ = 
ΒΔ
3

 

Πρέπει δηλαδή η διαγώνιος ΑΓ του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ να ισούται με το  1 
3

 της 

διαγωνίου ΒΔ. 

 1840-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ<ΑΔ και έστω Ο το σημείο τομής των 

διαγωνίων ΑΓ και ΒΔ. Φέρνουμε την ΑΕ κάθετη στην διαγώνιο ΒΔ. Αν το Ζ είναι το 

συμμετρικό του Α ως προς την διαγώνιο ΒΔ και δεν συμπίπτει με το σημείο Γ, τότε 

να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΔΖ είναι ισοσκελές. (Μονάδες 7) 

β) ΖΓ = 2ΟΕ.               (Μονάδες 9)                                                                                        

γ) Το ΒΔΖΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο.           (Μονάδες 9) 

 

 

 

 1841



 

α) Το ΔΕ είναι ύψος και διάμεσος στο τρίγωνο 

ΑΔΖ, άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

β) Το ΟΕ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο 

τρίγωνο ΑΖΓ, άρα 

ΟΕ = 
ΖΓ
2

 ⇔ ΖΓ = 2ΟΕ. 

γ) Επειδή το ΟΕ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο 

τρίγωνο ΑΖΓ, άρα  ΟΕ//ΖΓ  ⇔  ΒΔ//ΖΓ. Η ΒΖ τέμνει την ΑΒ άρα τέμνει και την ΓΔ, 

οπότε οι πλευρές ΒΖ και ΓΔ δεν είναι παράλληλες.  Άρα το ΒΔΖΓ είναι τραπέζιο. 

Στο τρίγωνο ΑΒΖ το ΒΕ είναι ύψος και διάμεσος, άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

Άρα BZ = AB αλλά και ΑΒ=ΓΔ ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου, οπότε  

BZ = ΓΔ. Άρα το τετράπλευρο ΒΔΖΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

 

. 

 1841-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Στην προζκταςη τησ πλευράσ ΑΒ παίρνουμε τμήμα 

ΒΕ=ΑΒ και ςτην προζκταςη τησ πλευράσ ΑΔ τμήμα ΔΖ=ΑΔ.  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Τα τετράπλευρα ΒΔΓΕ και ΒΔΖΓ είναι παραλληλόγραμμα.       (Μονάδεσ 7) 

ii. Τα ςημεία Ε, Γ και Ζ είναι ςυνευθειακά.         (Μονάδεσ 9) 

β) Αν Κ και Λ είναι τα μζςα των ΒΕ και ΔΖ αντίςτοιχα, τότε ΚΛ// ΔΒ και ΚΛ =
3

2
ΔΒ. 

                                                           (Μονάδεσ 9) 

 

 
 
 

 1842



α) i. Είναι 

ΑΒ //= ΓΔ ⇔ ΒΕ // = ΓΔ 

Οπότε στο τετράπλευρο ΒΔΓΕ δύο απέναντι 

πλευρές του είναι ίσες και παράλληλες, 

οπότε είναι παραλληλόγραμμο. 

Όμοια AΔ // = ΒΓ ⇔ ΔZ // = ΒΓ. 

Επομένως το τετράπλευρο ΒΔΖΓ έχει δύο απέναντι πλευρές του ίσες και 

παράλληλες, οπότε είναι παραλληλόγραμμο. 

 

ii. Επειδή το ΒΔΓΕ είναι παραλληλόγραμμο, ισχύει ότι ΕΓ // ΒΔ (1). 

Όμοια, το ΒΔΖΓ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε: ΓΖ// ΒΔ (2). 

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι ΕΓ //ΓΖ, άρα τα σημεία Ε, Γ, Ζ είναι συνευθειακά. 

 

β) Επειδή ΒΔ //ΕΖ,  και οι ΕΒ και ΖΔ 

τέμνονται στο Α, το τετράπλευρο ΒΔΖΕ 

είναι τραπέζιο. 

Η ΚΛ είναι διάμεσος του τραπεζίου, άρα  

ΚΛ //ΔΒ και  

ΚΛ=
ΔΒ+ΕΖ
2

= ΔΒ+ΕΓ+ΓΖ
2

= ΔΒ+ΔΒ+ΔΒ
2

= 3ΔΒ
2

 

 

 1842-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ και το φψοσ του ΑΜ. Φζρουμε ΜΔ κάθετη 

ςτην ΑΓ και θεωροφμε Η το μζςο του τμήματοσ ΜΔ. Από το Η φζρουμε παράλληλη 

ςτη ΒΓ η οποία τζμνει τισ ΑΜ και ΑΓ ςτα ςημεία Κ και Ζ αντίςτοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΗΖ = 
4


         (Μονάδεσ 9) 

β) ΜΖ // ΒΔ         (Μονάδεσ 8) 

γ) Η ευθεία ΑΗ είναι κάθετη ςτη ΒΔ.      (Μονάδεσ 8) 

 

 

 1843



α) Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ το ΑΜ είναι ύψος που 

αντιστοιχεί στη βάση του, οπότε είναι και διάμεσος του 

τριγώνου. Άρα ΓΜ = 
ΒΓ
2

 (1). 

Στο τρίγωνο ΜΔΓ το Η είναι μέσο της 

ΜΔ και  ΗΖ// ΜΓ, άρα το Ζ είναι μέσο 

της ΔΓ και ισχύει ότι: 

HZ = 
ΓΜ
2

 (2) 

Από (1), (2) βρίσκουμε: 

HZ = 
ΓΜ
2

 = 
ΒΓ
2
2

 = 
ΒΓ
4

 

 

β) Στο τρίγωνο ΒΔΓ το ΜΖ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών του, άρα ΜΖ // ΒΔ. 

γ) Είναι ΚΖ // ΒΓ και ΒΓ ⊥ ΑΜ, άρα ΚΖ ⊥ ΑΜ. 

Στο τρίγωνο ΑΜΖ τα ΜΔ, ΖΚ είναι ύψη, άρα το σημείο τομής τους Η, είναι 

ορθόκεντρο του τριγώνου. Επομένως το ΑΗ είναι το τρίτο ύψος του τριγώνου. 

Δηλαδή AH ⊥ MZ και επειδή MZ // BΔ είναι και AH ⊥ BΔ. 

 1843-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

 Ζςτω τρίγωνο ΑΒΓ  και ΑΔ η διχοτόμοσ τησ γωνίασ Α, για την οποία ιςχύει  . 

Θ ΔΕ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ ΑΔΒ και η ΔΗ παράλληλη ςτην ΑΒ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τμήματα ΕΔ και ΑΓ είναι παράλληλα.                (Μονάδεσ 9) 

β) Το τρίγωνο ΕΑΔ είναι ιςοςκελζσ.                  (Μονάδεσ 8) 

γ) Τα τμήματα ΑΔ και ΕΗ διχοτομούνται.               (Μονάδεσ 8) 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 1844



α) Επειδή AΔ=ΔΓ, το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισοσκελές με βάση  την ΑΓ, άρα Α�2= Γ� = φ�  

Η γωνία ΒΔ�Α είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΑΔΓ, άρα  

BΔ�A=Α�2+ Γ� = 2 φ�.  

Είναι Δ�1 = Δ�2 = 
ΒΔ�Α
2

= 
2φ�
2

 = φ�  

Είναι  Δ� 2 = Α�2. Δηλαδή δύο εντός εναλλάξ γωνίες 

που σχηματίζονται από τις ΔΕ, ΑΓ και την ΑΔ, 

είναι ίσες.  Άρα ΔΕ // ΑΓ. 

 

β) Είναι Α�1= Α�2  αφού η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Α� και  Δ� 2=Α�2 , οπότε το 

τρίγωνο ΑΕΔ είναι ισοσκελές με βάση την ΑΔ. 

 

γ) Επειδή ΔZ // AB και ΔE //AZ, το τετράπλευρο ΑΕΔΖ είναι παραλληλόγραμμο. Τα 

ΑΔ και ΕΖ είναι διαγώνιες παραλληλογράμμου, οπότε διχοτομούνται. 

 1844-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με γωνία Β=60ο. Φέρνουμε τα ύψη ΑΔ και ΓΕ που τέμνονται 

στο Η. Φέρνουμε ΚΖ  διχοτόμο της γωνίας ΕΗΑ και ΘΗ κάθετο στο ύψος ΑΔ. Να 

αποδείξετε ότι:              

α) Για το τμήμα ΖΕ ισχύει ΖΗ=2ΕΖ.                 (Μονάδες 9) 

β) Το τρίγωνο ΘΖΗ είναι ισόπλευρο.                (Μονάδες 8) 

γ) Το τετράπλευρο ΘΗΚΒ είναι ισοσκελές τραπέζιο.             (Μονάδες 8) 

 

 
 

 1845



α) Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου 

ΑΒΔ βρίσκουμε: 

BΑ�Δ+Β�= 90ο ⇔ BΑ�Δ+ 60ο= 90ο ⇔ BΑ�Δ= 30ο ⇔  

⇔ ΕΑ�Η = 30ο(1) 

Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τρίγωνο ΑΕΗ 

έχουμε: 

EΗ�Α + EΑ�Η = 90ο  ⇔ ΕΗ�Α + 30ο=90ο ⇔ EΗ�Α = 60ο 

Επειδή η ΖΗ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΗ�Ε, είναι 

ΕΗ�Ζ=30ο, οπότε στο ορθογώνιο τρίγωνο ΕΗΖ ισχύει ότι  

EZ = 
ΖΗ
2

 ⇔ ΖΗ = 2ΕΖ 

β) Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΘΗ έχουμε:  

BΑ�Δ+ΑΘ�Η= 90ο ⇔ 30ο +ΑΘ�Η= 90ο ⇔ ΑΘ�Η= 60ο 

Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΕΗΘ έχουμε: 

ΕΘ�Η+ EΗ�Θ= 90ο⇔60ο+ΕΗ�Θ= 90ο⇔ΕΗ�Θ= 30ο 

Επειδή ΕΗ�Θ=ΕΗ�Ζ= 30ο, η ΗΕ είναι διχοτόμος του τριγώνου ΘΗΖ και επειδή είναι και 

ύψος, το τρίγωνο είναι ισοσκελές. Όμως ΑΘ�Η= 60ο, οπότε το τρίγωνο ΘΗΖ είναι 

ισόπλευρο. 

γ) Είναι  ΘΗ⊥ ΑΔ και ΒΚ⊥ΑΔ, οπότε ΘΗ//ΒΚ. Οι ΘΒ και ΗΔ τέμνονται στο Α, άρα δεν 

είναι παράλληλες.  Άρα το ΘΗΚΒ είναι τραπέζιο. 

Επίσης, ΔΗ�Κ=ΑΗ�Ζ=30ο ως κατακορυφήν. 

Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΗΔΚ είναι:  

ΔΗ�K +ΗΚ�Δ= 90ο ⇔ 30ο+ΗΚ�Δ= 90ο ⇔ ΗΚ�Δ= 60ο 

Επειδή HΚ�Δ=Β�=60ο, οι γωνίες που αντιστοιχούν στη βάση ΒΚ του τραπεζίου είναι 

ίσες, οπότε το τραπέζιο είναι ισοσκελές. 

 1845-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Έστω σημείο Α εξωτερικό του κύκλου και 

τα εφαπτόμενα τμήματα ΑΒ και ΑΓ ώστε να ισχύει ο60=ΒΑΓ
Λ

. To OA τέμνει τον 

κύκλο στο σημείο Δ. Η εφαπτόμενη του κύκλου στο Δ, τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα  Ε και 

Ζ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α)  Το τετράπλευρο ΑΒΟΓ είναι εγγράψιμο με ΟΑ=2ΟΒ.   (Μονάδες 6) 

β) Το τρίγωνο ΑΕΖ  είναι ισόπλευρο.                           (Μονάδες 6) 

γ) ΑΖ=ΖΒ2                        (Μονάδες 7)  

δ) Το τετράπλευρο  ΕΖΒΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο.                  (Μονάδες 6) 

 

 
 
 
 
 

 1847



α) Οι εφαπτόμενες ΑΒ και ΑΓ είναι κάθετες στις ακτίνες ΟΑ και ΟΒ, άρα OB ⊥ AB και 

OΓ⊥ AΓ οπότε ΟΒ�Α = ΟΓ�Α = 90ο. 

Στο τετράπλευρο ΑΒΟΓ είναι ΟΒ�Α+ ΟΓ�Α = 90ο + 90ο = 180ο οπότε είναι εγγράψιμο. 

Η διακεντρική ευθεία ΑΟ διχοτομεί τη γωνία των εφαπτόμενων, δηλαδή 

ΟΑ�Β = 
ΒΑ�Γ
2

 = 
60ο

2
 = 30ο.   

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΒ είναι ΟΑ�Β = 30ο, άρα η απέναντι κάθετη πλευρά 

ισούται με το μισό της υποτείνουσας, δηλαδή: ΟΒ = 
ΟΑ
2

 ⇔ ΟΑ = 2ΟΒ. 

 

β) Η ΖΕ είναι εφαπτομένη του κύκλου στο 

Δ, άρα ΖΕ⊥ ΟΔ. 

Στο τρίγωνο ΑΖΕ το ΑΔ είναι ύψος και 

διχοτόμος, άρα το τρίγωνο είναι 

ισοσκελές. Επειδή BΑ�Γ = 60ο το τρίγωνο 

είναι ισόπλευρο. 

γ) Τα τμήματα ZB και ZΔ είναι εφαπτόμενα 

τμήματα που άγονται από το Ζ, οπότε  

ZB = ZΔ (1). Στο ισόπλευρο τρίγωνο ΑΕΖ, το ύψος ΑΔ είναι και διάμεσος οπότε:  

ΖΒ = ΖΔ = 
ΕΖ
2

 ⇔ ΖΒ = 
ΑΖ
2

 ⇔ ΑΖ = 2ΖΒ 

δ) Η ΑΟ είναι μεσοκάθετη της χορδής ΒΓ που έχει άκρα τα σημεία επαφής. Τότε:  

ΒΓ ⊥ ΑΔ και ΕΖ ⊥ ΑΔ. Άρα ΕΖ // ΒΓ, και οι πλευρές ΒΖ και ΕΓ τέμνονται στο Α, άρα δεν 

είναι παράλληλες, οπότε ΕΖΒΓ τραπέζιο. Επίσης τα τμήματα ΕΓ και ΕΔ είναι 

εφαπτόμενα του κύκλου που άγονται από το Ε, άρα ΕΓ = ΕΔ (2). 

Επειδή ΖΔ = ΕΔ, από τις (1), (2) προκύπτει ΖΒ = ΕΓ, οπότε το τραπέζιο ΕΖΒΓ είναι 

ισοσκελές. 

 1847-Λύση



 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται κφκλοσ (Ο, ρ) και ΑΓ μια διάμετρόσ του. Θεωροφμε τισ χορδζσ ΑΔ=ΒΓ. Ζςτω Κ 

και Λ τα μζςα των χορδών ΔΓ και ΒΓ αντίςτοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Οι χορδζσ ΑΒ και ΔΓ είναι παράλληλεσ.             (Μονάδεσ 6) 

β) Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.                (Μονάδεσ 6)  

γ) Η ΒΔ είναι διάμετροσ του κφκλου.               (Μονάδεσ 7)  

δ) Το τετράπλευρο ΟΛΓΚ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.                 (Μονάδεσ 6) 

 

 1848



α) Είναι ΑΒ�Γ = ΑΔ�Γ = 90ο ως εγγεγραμμένες γωνίες 

που βαίνουν σε ημικύκλιο. 

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΓΔ και ΑΒΓ είναι ίσα γιατί 

έχουν την πλευρά ΑΓ κοινή και ΑΔ=ΒΓ.  

Άρα  ΑΓ�Δ = ΒΑ�Γ ως γωνίες που βρίσκονται απέναντι 

από ίσες πλευρές ΑΔ και ΒΓ.  

Δηλαδή οι ΑΒ και ΔΓ που τέμνονται από την ΑΓ 

σχηματίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες ΑΓ�Δ και ΒΑ�Γ 

ίσες, άρα ΑΒ // ΔΓ (1). 

β) Είναι ΓΑ�Δ = ΑΓ�Β ως περιεχόμενες σε ίσες μία προς μία πλευρές των ίσων 

τριγώνων ΑΓΔ και ΑΒΓ. Δηλαδή οι ΑΔ και ΒΓ που τέμνονται από την ΑΓ σχηματίζουν 

τις εντός εναλλάξ γωνίες ΓΑ�Δ και ΑΓ�Β ίσες, άρα ΑΔ// ΒΓ (2). 

Από τις (1) και (2) το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο και αφού ΑΒ�Γ= 

90ο, είναι ορθογώνιο. 

γ) Επειδή η γωνία ΒΑ�Δ είναι εγγεγραμμένη και ορθή, βαίνει σε ημικύκλιο. Άρα η ΒΔ 

είναι διάμετρος του κύκλου. 

δ) Επειδή τα ΟΚ και ΟΛ είναι αποστήματα των χορδών ΓΔ και ΒΓ αντίστοιχα, ισχύει 

ότι ΟΚ ⊥ ΓΔ και ΟΛ ⊥ ΒΓ οπότε ΟΚ�Γ = ΟΛ�Γ = 90ο. 

Επίσης από το ορθογώνιο ΑΒΓΔ έχουμε ότι ΔΓ�Β = 90ο ⇔ ΚΓ�Λ = 90ο. 

Το τετράπλευρο ΟΛΚΓ έχει τρεις γωνίες ορθές, οπότε είναι ορθογώνιο. 

 1848-Λύση



Θζμα 4 

Στο παρακάτω ςχιμα το ορκογώνιο ΕΖΗΘ παριςτάνει ζνα τραπζηι του μπιλιάρδου. 

Μια μπάλα του μπιλιάρδου ξεκινάει από ςθμείο Α τθσ μεςοκακζτου του τμιματοσ 

ΕΖ και χτυπώντασ διαδοχικά ςτουσ τοίχουσ ΕΘ, ΘΗ, ΗZ ςτα ςθμεία Β, Γ και Δ 

αντίςτοιχα, καταλιγει ςτο ςθμείο εκκίνθςθσ Α. Για τθ διαδρομι Α  Β   Γ  Δ  

Α που ακολουκεί θ μπάλα ιςχφει ότι κάκε γωνία πρόςπτωςθσ ςε τοίχο (π.χ θ γωνία 

ΑΒΕ) είναι ίςθ με κάκε γωνία ανάκλαςθσ ςε τοίχο (π.χ θ γωνία ΘΒΓ) και θ κάκε μια 

απ’ αυτζσ είναι 45ο.  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΑΖΔ είναι ίςα.              (Μονάδεσ 9) 

ii. Η διαδρομι ΑΒΓΔΑ  τθσ μπάλασ ςχθματίηει τετράγωνο.           (Μονάδεσ 8) 

β) Αν θ ΑΖ είναι διπλάςια από τθν απόςταςθ του Α από τον τοίχο ΕΖ, να 

υπολογίςετε τισ γωνίεσ του τριγώνου ΑΕΖ.             (Μονάδεσ 8) 

 

 

 

 1850



α) i. Τα τρίγωνα ΕΑΒ και ΖΑΔ είναι ίσα γιατί έχουν: 

• ΕΑ =ΑΖ, διότι το Α είναι σημείο της μεσοκαθέτου του ΕΖ. 

• ΑΕ�Β=ΑΖ�Δ,  διότι Ε�=Ζ�=90ο και AΕ�Z = AΖ�E αφού το ΑΖΕ τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

• ΕB�A= AΔ�Ζ = 45ο ως γωνίες πρόσπτωσης, ΕΑ�Β= ΖΑ�Δ αφού τα τρίγωνα ΑΕΒ και 

ΑΖΔ έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία, οπότε και οι τρίτες τους 

γωνίες θα είναι ίσες. 

Σύμφωνα με το κριτήριο Γ – Π – Γ τα τρίγωνα ΕΑΒ και ΖΑΔ είναι ίσα. 

ii. Επειδή τα τρίγωνα ΕΑΒ και ΖΑΔ είναι ίσα, είναι και 

AB=ΑΔ αφού είναι απέναντι από τις ίσες γωνίες  ΑΕ�Β, 

ΑΖ�Δ. 

Οι γωνίες πρόσκρουσης και ανάκλασης είναι 45ο, οπότε 

ισχύει ότι: 

AΒ�E =ΘΒ�Γ= BΓ�Θ=ΔΓ�H = HΔ�Γ= AΔ�Z = 45ο 

Άρα 

AΒ�Γ= BΓ�Δ=ΓΔ�Α= 90ο 

Επομένως το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο. 

Το ορθογώνιο ΑΒΓΔ έχει δύο διαδοχικές πλευρές του ίσες, επομένως είναι 

τετράγωνο. 

 

β) Έστω ΑΚ η απόσταση του Α από την πλευρά ΕΖ. Είναι 

AZ= 2AK ⇔ ΑΚ = 
ΑΖ
2

  

Άρα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΖ μια κάθετη πλευρά 

ισούται με το μισό της υποτείνουσας, επομένως η 

απέναντι γωνία από την πλευρά αυτή είναι 30ο, δηλαδή 

AΖ�Κ =30ο. 

Επειδή το τρίγωνο ΑΕΖ είναι ισοσκελές με βάση την ΕΖ, 

ισχύει ότι:  AΖ�Κ = AΕ�Ζ= 30ο. 

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΕΖ, έχουμε: 

EΑ�Ζ+ AΕ�Ζ+ AΖ�Κ= 180ο  ⇔  EΑ�Ζ+ 30ο + 30ο = 180ο  ⇔  EΑ�Ζ= 120ο 

 1850-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω ιςοςκελζσ  τραπζηιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΔΓ) με 


 2  και 
2


 . 

Φζρουμε τθ διχοτόμο τθσ γωνίασ 


 , θ οποία τζμνει το ΔΓ ςτο Κ και θ κάθετθ από το 

Κ προσ το ΒΓ το τζμνει ςτο Μ.  

α)  Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ του ΑΒΓΔ.     (Μονάδεσ 10) 

β)  Να αποδείξετε ότι: 

i.     Το τετράπλευρο ΑΒΚΔ είναι ρόμβοσ.         (Μονάδεσ 8) 

ii.    Το ςθμείο Μ είναι το μζςο του ΒΓ.     (Μονάδεσ 7) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1853



 

α) Οι γωνίες Β̂ και Γ̂ είναι παραπληρωματικές ως εντός και επί τα αυτά μέρη των 

παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται από τη ΒΓ. Άρα  Β̂ + Γ̂ = 180ο. 

Επειδή από την υπόθεση έχουμε ότι Β̂ = 2Γ̂, τότε 3Γ̂ = 180ο  Γ̂ = 60ο. Άρα 

Β̂ =120ο. Το ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο οπότε οι γωνίες που είναι προσκείμενες 

σε κάθε του βάση είναι ίσες, άρα Α̂ = Β̂ = 120ο  και  Δ̂ = Γ̂ = 60ο. 

β) i. Επειδή η ΒΚ είναι διχοτόμος της γωνίας Β̂, είναι ΑΒ̂Κ = ΚΒ̂Γ = 60ο. Στο τρίγωνο 

ΒΚΓ δύο γωνίες του είναι ίσες με 60ο οπότε και ΒΚ̂Γ = 60ο, δηλαδή το τρίγωνο είναι 

ισόπλευρο, επομένως ΚΒ = ΚΓ = ΒΓ.  

Επειδή ΒΓ = ΑΒ = ΑΔ = 
ΓΔ

2
 από υπόθεση θα είναι και ΔΚ = ΚΒ = ΑΒ = ΑΔ, οπότε το 

τετράπλευρο ΑΒΚΔ είναι ρόμβος γιατί έχει τις πλευρές του ίσες. 

 ii. Το τρίγωνο ΚΒΓ είναι ισόπλευρο και το ΚΜ είναι ύψος του αφού ΚΜ Ʇ ΒΓ, άρα θα 

είναι και διάμεσος της πλευράς ΒΓ, συνεπώς το Μ είναι μέσο του ΒΓ. 

 1853-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω τετράγωνο  ΑΒΓΔ και Μ το μζςο τθσ πλευράσ ΔΑ . Προεκτείνουμε το τμιμα ΔΑ  

(προσ τθν πλευρά του Α)κατά τμιμα ΑΝ=
2


 .  Φζρουμε τα τμιματα ΓΜ και ΒΝ και 

κεωροφμε τα μζςα τουσ Κ και Λ αντίςτοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α)  Το τετράπλευρο ΜΝΒΓ είναι παραλλθλόγραμμο.   (Μονάδεσ 8) 

β)  Το τετράπλευρο ΑΔΚΛ είναι παραλλθλόγραμμο.   (Μονάδεσ 9) 

γ) Το τετράπλευρο ΑΜΚΛ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο.                          (Μονάδεσ 8) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1854



 

α) Είναι MN = ΜΑ + ΑΝ = 
  

 
 + 
  

 
 = ΑΔ = ΒΓ και ΑΔ // ΒΓ.  Άρα ΜΝ // ΒΓ οπότε το 

τετράπλευρο ΜΝΒΓ ζχει δφο απζναντι πλευρζσ του ίςεσ και παράλλθλεσ, άρα είναι 

παραλλθλόγραμμο. 

β) Ιςχφει ότι ΜΓ =// ΝΒ διότι είναι απζναντι πλευρζσ του παραλλθλογράμμου ΜΝΒΓ. 

Επίςθσ και ΜΚ=// ΝΛ, διότι ΜΚ = 
  

 
 και ΝΛ = 

  

 
. Άρα το τετράπλευρο ΜΚΛΝ ζχει 

δφο απζναντι πλευρζσ του ίςεσ και παράλλθλεσ, οπότε είναι  παραλλθλόγραμμο. 

Ιςχφει ακόμθ ότι MN=//KΛ (1) ωσ απζναντι πλευρζσ του παραλλθλογράμμου ΜΝΛΚ. 

Επίςθσ ΜΝ = ΑΔ (2), οπότε από (1), (2) ςυμπεραίνουμε ότι ΑΔ =// ΚΛ. Επομζνωσ το 

ΑΔΚΛ είναι παραλλθλόγραμμο. 

γ) ΔΚ//ΑΛ ωσ απζναντι πλευρζσ του παραλλθλογράμμου ΑΔΚΛ. Η ΚΜ τζμνει τθν ΔΚ 

άρα κα τζμνει και τθν παράλλθλι τθσ ΑΛ. Οπότε ςτο τετράπλευρο ΑΜΚΛ οι πλευρζσ 

ΜΚ και ΑΛ δεν είναι παράλλθλεσ. Επίςθσ ιςχφει ότι MN // KΛ, άρα MA // KΛ (3).  

Οπότε το τετράπλευρο ΑΜΚΛ ζχει δφο μόνο πλευρζσ παράλλθλεσ, άρα είναι 

τραπζηιο. Επειδι θ ΑΛ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτθν υποτείνουςα του 

ορκογωνίου τριγώνου ΝΑΒ (αφοφ ΑΒΓΔ τετράγωνο), άρα ΑΛ = 
  

 
 
  

 
 = ΜΚ (4)  

Από τισ ςχζςεισ (3), (4) προκφπτει ότι το τετράπλευρο ΑΜΚΛ είναι ιςοςκελζσ 

τραπζηιο. 

 1854-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Σε παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ>ΒΓ και Β<90 κεωροφμε ςθμείο Ζ ςτθν προζκταςθ τθσ ΒΓ 

(προσ το Γ) τζτοιο ώςτε ΓΖ=ΒΓ. Αν Ε είναι ςθμείο τθσ  ΑΒ, τζτοιο ώςτε ΕΓ=ΓΒ,  να αποδείξετε 

ότι: 

α) Η γωνία ΒΕΖ είναι ορκι.        (Μονάδεσ 8) 

β) Το τετράπλευρο ΑΕΓΔ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο.        (Μονάδεσ 8) 

γ) Το τετράπλευρο ΑΓΖΔ είναι παραλλθλόγραμμο.           (Μονάδεσ 9) 

 

 

 

 

 1856



Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ>ΒΓ, Β̂ <90ο και σημεία Ζ και Ε στην προέκταση 

της ΒΓ προς το Γ και στη πλευρά ΑΒ αντίστοιχα τέτοια ώστε ΒΓ = ΓΖ = ΕΓ. 

α) Φέρνουμε το τμήμα ΕΖ και σχηματίζεται το τρίγωνο ΒΕΖ. 

 

Στο τρίγωνο ΒΕΖ αφού είναι ΒΓ = ΓΖ (υπόθεση) τότε το Γ είναι μέσο του ΒΖ και ισχύει 

ΕΓ = ΓΖ =ΓΒ, δηλαδή ΕΓ = 
ΒΖ

2
. Οπότε η ΕΓ είναι διάμεσος στην πλευρά ΒΖ και είναι ίση 

με το μισό της πλευράς αυτής. Επομένως, το τρίγωνο ΒΕΖ είναι ορθογώνιο με 

υποτείνουσα την ΒΖ, άρα είναι ΒΕ̂Ζ = 90ο. 

β) Έχουμε ότι ΒΓ // ΑΔ ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. Η ΕΓ 

τέμνει την ΒΓ, άρα η ΕΓ θα τέμνει και την παράλληλή της ΑΔ. Επίσης είναι ΑΒ // ΔΓ 

ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ, άρα και ΑΕ // ΔΓ. 

Άρα το τετράπλευρο ΑΕΓΔ είναι τραπέζιο γιατί έχει μόνο δυο πλευρές παράλληλες, 

τις ΑΕ και ΔΓ.  

Επειδή είναι ΕΓ = ΒΓ από υπόθεση και ΒΓ = ΑΔ ως απέναντι πλευρές του 

παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ, θα είναι ΑΔ = ΕΓ. Άρα το τραπέζιο ΑΕΓΔ είναι ισοσκελές. 

γ)  

 

Λόγω του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ έχουμε ότι ΑΔ // = ΒΓ και επειδή το Ζ είναι στην 

προέκταση της ΒΓ τέτοιο ώστε ΓΖ = ΒΓ θα είναι ΑΔ // = ΓΖ. Άρα, το τετράπλευρο ΑΓΖΔ 

είναι παραλληλόγραμμο. 

 1856-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ < ΑΓ), με ΑΚ διχοτόμο της γωνίας Α. Στην προέκταση της ΑΚ 

θεωρούμε σημείο Δ ώστε = . Η παράλληλη από το Δ προς την ΑΒ τέμνει τις 

ΑΓ και ΒΓ στα Ε και Ζ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΕΔ είναι ισοσκελές.      (Μονάδες 6) 

β) Η ΕΚ είναι μεσοκάθετος της ΑΔ .               (Μονάδες 6)  

γ) Τα τρίγωνα ΑΚΒ και ΚΔΖ είναι ίσα.      (Μονάδες 7)  

δ) Το τετράπλευρο ΑΖΔΒ είναι παραλληλόγραμμο.      (Μονάδες 6) 

 

 1857



 

α) Είναι Α̂1 = Α̂2 (1) αφού ΑΚ διχοτόμος της γωνίας Α̂ και Α̂1 = Δ̂1 (2) ως γωνίες εντός 

εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΔΕ που τις τέμνει η ΑΔ. Από (1), (2) προκύπτει ότι 

Α̂2 = Δ̂1 . 

Άρα το τρίγωνο ΑΕΔ είναι ισοσκελές με βάση ΑΔ και ίσες πλευρές τις ΕΑ, ΕΔ. 

β) Από την υπόθεση είναι ΑΚ = ΚΔ, οπότε η ΕΚ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στη 

βάση ΑΔ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΕΔ του α) ερωτήματος, άρα η ΕΚ είναι και ύψος 

του. Οπότε η ΕΚ είναι μεσοκάθετος του ΑΔ. 

γ) Τα τρίγωνα ΑΚΒ και ΚΔΖ έχουν: 

• Α̂1 = Δ̂1 λόγω της (2) 

• Κ̂1 = Κ̂2 ως κατακορυφήν 

• ΑΚ = ΚΔ, από υπόθεση 

Σύμφωνα με το κριτήριο Γ – Π – Γ τα τρίγωνα είναι ίσα. 

δ) Αφού τα τρίγωνα ΑΚΒ και ΚΔΖ είναι ίσα (προηγούμενο ερώτημα) τότε θα έχουν 

και BK = KZ ως απέναντι πλευρές των ίσων γωνιών Α̂1 και Δ̂1 αντίστοιχα. Επίσης είναι 

AK = KΔ από υπόθεση. Άρα το ΑΖΔΒ είναι παραλληλόγραμμο γιατί οι διαγώνιοί του 

διχοτομούνται. 

 1857-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Στην προέκταση του ύψους του ΑΚ θεωρούμε σημείο Δ ώστε 

= . Έστω Λ, Μ και Ν τα μέσα των τμημάτων ΑΒ, ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές.      (Μονάδες 7) 

β) Το τετράπλευρο ΒΛΚΝ είναι ρόμβος .       (Μονάδες 9)  

γ) ⊥          (Μονάδες 9)  

 

 

 1858



 

α) Αφού το ΑΚ είναι ύψος στο τρίγωνο ΑΒΓ, άρα το ΑΔ είναι κάθετο στο ΒΓ.  

Αφού είναι ΑΚ = ΚΔ, άρα το Κ είναι μέσο του ΑΔ. 

Οπότε, στο τρίγωνο ΑΒΔ το ΒΚ είναι ύψος και διάμεσος στην πλευρά ΑΔ. Άρα το 

τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με βάση την ΑΔ και ίσες πλευρές τις ΒΑ και ΒΔ.  

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΒ το ΚΛ είναι διάμεσος στην υποτείνουσα ΒΑ, άρα 

είναι ΚΛ = 
ΒΑ

2
 (1).  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΚΔ το ΚΝ είναι διάμεσος στην υποτείνουσα ΒΔ, άρα είναι 

ΚΝ =
ΒΔ

2
 (2). 

Επειδή τα Λ, Ν είναι μέσα των ΒΑ, ΒΔ αντίστοιχα, θα είναι ΒΛ =
ΒΑ

2
  (3) και ΒΝ =

ΒΔ

2
 (4) 

Επειδή το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με ΒΑ =ΒΔ (από α) ερώτημα) τότε από τις 

σχέσεις (1), (2), (3) και (4) θα είναι ΚΛ =ΛΒ = ΒΝ = ΝΚ. Οπότε, το τετράπλευρο ΒΛΚΝ 

είναι ρόμβος γιατί έχει όλες του τις πλευρές ίσες. 

γ) Οι ΛΝ και ΒΚ είναι διαγώνιοι του ρόμβου ΒΝΚΛ, άρα είναι κάθετες, δηλαδή  

ΛΝ Ʇ ΒΚ, οπότε θα είναι ΛΝ Ʇ ΒΓ. 

Αφού το ΛΜ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΒΓ, τότε είναι ΛΜ // ΒΓ. 

Οπότε, αφού ΛΜ, ΒΓ παράλληλες μεταξύ τους και η ΛΝ είναι κάθετη στην μία από 

αυτές, την ΒΓ, τότε η ΛΝ θα είναι κάθετη και στην άλλη, δηλαδή ΛΝ Ʇ ΛΜ. 

 1858-Λύση



 

ΘΕΜΑ 4 

Θεωροφμε τρίγωνο ΑΒΓ  και τισ μεςοκαθζτουσ μ1, μ2 των πλευρών του ΑΒ και ΑΓ, οι 

οποίεσ τζμνονται ςτο μζςο Μ τησ ΒΓ.   

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με 90


.    (Μονάδεσ  5) 

ii. Το τετράπλευρο ΑΛΜΚ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.           

(Μονάδεσ 7)  

iii. 
4


   , όπου Θ το ςημείο τομήσ των ΑΜ και ΚΛ.  

(Μονάδεσ 6) 

β) Αν Ι ςημείο τησ ΒΓ τζτοιο ώςτε 
4


 , να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΚΘΙΒ 

είναι παραλληλόγραμμο.          (Μονάδεσ 7) 

 

 
 

 1859



α) i. Το σημείο Μ ανήκει στις μεσοκαθέτους μ1, μ2 των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα, οπότε 

ισαπέχει από τα σημεία Α, Β, Γ, δηλαδή είναι ΜΑ = ΜΒ (1) και ΜΑ = ΜΓ (2) 

Από τις (1), (2) προκύπτει ότι ΜΒ = ΜΓ, άρα το Μ είναι μέσο της ΒΓ και ισχύει  

ΑΜ = 
ΒΓ

2
. 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ η διάμεσος του ΑΜ ισούται με το μισό της πλευράς στην οποία 

αντιστοιχεί, άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με Α̂ = 90ο. 

ii. Το τετράπλευρο ΑΛΜΚ έχει τρείς γωνίες ορθές, την γωνία ΚΑ̂Λ από το i.) ερώτημα 

και τις γωνίες ΑΛ̂Μ και ΑΚ̂Μ λόγω των μεσοκαθέτων μ2 και μ1 των πλευρών ΑΓ και 

ΑΒ αντίστοιχα. Οπότε το τετράπλευρο ΑΛΜΚ είναι ορθογώνιο. 

iii. Επειδή το ΑΛΜΚ είναι ορθογώνιο, οι διαγώνιοί του ΑΜ και ΚΛ είναι ίσες και 

διχοτομούνται και Θ είναι το κέντρο του. 

Οπότε είναι ΛΘ = 
ΚΛ

2
=

ΑΜ

2
 = 

ΒΓ

2

2
=

ΒΓ

4
 αφού είναι ΚΛ = ΑΜ και ΑΜ = 

ΒΓ

2
. 

β) Στο τρίγωνο ΑΒΜ, τα Κ, Θ είναι μέσα των πλευρών του ΑΒ, ΑΜ αντίστοιχα.  

Οπότε είναι ΚΘ // ΒΜ άρα είναι ΚΘ // ΒΙ (3) 

Επίσης είναι ΚΘ = 
ΒΜ

2
=

ΒΓ

2

2
=

ΒΓ

4
 αφού Μ μέσο του ΒΓ και επειδή το σημείο Ι είναι 

το μέσο του ΒΜ θα είναι ΒΙ = 
ΒΜ

2
=

ΒΓ

2

2
=

ΒΓ

4
. Άρα θα είναι ΚΘ = ΒΙ (4). 

Οπότε, το τετράπλευρο ΚΘΙΒ είναι παραλληλόγραμμο γιατί έχει δύο απέναντι 

πλευρές του, τις ΚΘ και ΒΙ, ίσες και παράλληλες (σχέσεις (3) και (4)). 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με // , = 4  και = 2 . Θεωρούμε σημείο Ζ 

εσωτερικό της ΓΔ, ώστε = . Αν η γωνία Γ είναι 600 και ΒΕ το ύψος του 

τραπεζίου, να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι παραλληλόγραμμο.    (Μονάδες 8) 

β) Το τρίγωνο ΖΑΕ είναι ισόπλευρο.               (Μονάδες 8)  

γ) Τα τρίγωνα ΔΑΖ και ΓΑΕ είναι ίσα.     (Μονάδες 9) 

 

 1860



α) Για τις οξείες γωνίες του ορθογωνίου τριγώνου ΒΕΓ έχουμε: 

ΕΒ̂Γ + Γ̂ = 90ο  ΕΒ̂Γ + 60ο = 90ο  EΒ̂Γ = 30ο 

Οπότε, στο τρίγωνο ΒΕΓ η απέναντι πλευρά από τη γωνία των 300 είναι ίση με το μισό 

της υποτείνουσας, δηλαδή ΕΓ = 
ΒΓ

2
 = ΑΒ (1). 

Επειδή είναι ΑΒ // ΔΓ και το σημείο Ε της ΔΓ είναι τέτοιο ώστε ΕΓ = ΑΒ τότε θα είναι  

ΑΒ // =  ΕΓ, οπότε το τετράπλευρο ΑΕΓΒ είναι παραλληλόγραμμο. 

β) Είναι ΔΓ = ΔΖ + ΖΕ + ΕΓ (2). Επίσης ισχύουν: 

• ΔΓ = 4 ΑΒ από υπόθεση 

• ΔΖ = ΑΒ από υπόθεση  

• ΕΓ =ΑΒ από σχέση (1) 

Άρα η σχέση (2) γίνεται 4ΑΒ = ΑΒ + ΖΕ + ΑΒ  ΖΕ = 2ΑΒ και επειδή 2ΑΒ = ΒΓ από 

υπόθεση, είναι ΖΕ = ΒΓ. 

Επειδή είναι ΒΓ = ΑΕ, ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΕΓΒ, άρα  

ΖΕ = ΑΕ. Οπότε το τρίγωνο ΖΑΕ είναι ισοσκελές. 

Επίσης AΕ̂Z = Γ̂ = 60ο, ως γωνίες εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων 

ΑΕ, ΒΓ που τέμνονται από την ΓΔ, οπότε το ισοσκελές τρίγωνο ΖΑΕ έχει μια γωνία 600, 

άρα είναι ισόπλευρο. 

γ) Τα τρίγωνα ΔΑΖ και ΓΑΕ έχουν: 

• ΔΖ = ΓΕ, αφού είναι ΔΖ = ΑΒ (υπόθεση) και ΕΓ = ΑΒ (σχέση (1)) 

• ΑΖ = ΑΕ, διότι το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ισόπλευρο (από β) ερώτημα) 

• ΑΖ̂Δ = ΑΕ̂Γ = 120ο, ως παραπληρωματικές των γωνιών ΑΖ̂Ε = ΑΕ̂Ζ = 600 του 

ισοπλεύρου τριγώνου ΖΑΕ. 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα ΔΑΖ και ΓΑΕ είναι ίσα. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ με //  και ΑΔ= ΒΓ =ΑΒ. Φέρουμε τμήματα ΑΕ 

και ΒΖ κάθετα στις διαγώνιες ΒΔ και ΑΓ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα σημεία Ζ και Ε είναι μέσα των διαγωνίων ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα.   (Μονάδες 5) 

β) ΑΕ =ΒΖ .                 (Μονάδες 8) 

γ) Το τετράπλευρο ΑΕΖΒ  είναι ισοσκελές τραπέζιο.                     (Μονάδες 7) 

δ)  Η ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ.                (Μονάδες 5) 

 

 

 1861



α) Επειδή ΑΔ = ΑΒ, το τρίγωνο ΑΔΒ είναι ισοσκελές οπότε το ύψος ΑΕ είναι και 

διάμεσος, δηλαδή το Ε είναι μέσο της ΒΔ. Όμοια, επειδή ΑΒ = ΒΓ, το τρίγωνο ΑΒΓ 

είναι ισοσκελές οπότε το ύψος ΒΖ είναι και διάμεσος, δηλαδή το Ζ είναι μέσο της 

ΑΓ. 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΒΖ είναι ορθογώνια, αφού από υπόθεση είναι ΑΕ Ʇ ΒΔ και 

ΒΖ Ʇ ΑΓ, και έχουν: 

• ΑΒ κοινή πλευρά 

• ΑΖ = ΑΕ, ως μισά των ίσων διαγωνίων ΑΓ, ΒΔ του ισοσκελούς τραπεζίου. 

Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΒΖ είναι ίσα γιατί έχουν την υποτείνουσα και 

μια οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες μία προς μία. Οπότε έχουν και τις άλλες κάθετες 

πλευρές τους ίσες, δηλαδή ΑΕ = ΒΖ (1). 

γ) Τα σημεία Ε και Ζ είναι μέσα των διαγωνίων του τραπεζίου ΑΒΓΔ, άρα θα ισχύει 

ότι ΕΖ // ΑΒ // ΓΔ. 

Επειδή είναι AΕ̂Ζ = 900 + ΒΕ̂Ζ και ΒΖ̂Ε= 900 + ΑΖ̂Ε θα είναι AΕ̂Ζ + ΒΖ̂Ε > 1800. 

Επομένως, οι ΑΕ και ΒΖ δεν είναι παράλληλες. Άρα, το τετράπλευρο ΑΕΖΒ είναι 

τραπέζιο γιατί έχει μόνο δυο πλευρές του παράλληλες. 

Επειδή είναι ΑΕ = ΒΖ (λόγω της (1)) προκύπτει ότι το τραπέζιο ΑΕΖΒ είναι ισοσκελές. 

δ) Επειδή το τρίγωνο ΑΔΒ είναι ισοσκελές με βάση την ΒΔ, ισχύει ότι:  

AΔ̂Β = AΒ̂Δ (2) 

Ισχύει επίσης ότι AΒ̂Δ = ΒΔ̂Γ (3) ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που 

τέμνονται από την ΒΔ. 

Άρα από τις (2), (3) προκύπτει ότι AΔ̂Β = ΒΔ̂Γ, δηλαδή η ΒΔ είναι διχοτόμος της 

γωνίας Δ̂. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ τζτοιο ώςτε αν φζρουμε την κάθετη ςτην ΑΓ ςτο 

κζντρο του Ο, αυτή τζμνει την προζκταςη τησ ΑΔ ςε ςημείο Ε τζτοιο ώςτε ΔΕ=ΑΔ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ιςοςκελζσ.      (Μονάδεσ 7) 

β) Το τετράπλευρο ΒΓΕΔ  είναι παραλληλόγραμμο.             (Μονάδεσ 9) 

γ) Το τρίγωνο ΒΟΓ είναι ιςοςκελζσ.      (Μονάδεσ 9) 

 
 

 1862



 

α) Επειδή το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο οι διαγϊνιεσ του διχοτομοφνται, άρα το 

Ο είναι μζςο των ΑΓ, ΒΔ. Επίςησ ΟΕ  ΑΓ από υπόθεςη. Άρα ςτο τρίγωνο ΑΕΓ το ΟΕ 

είναι φψοσ και διάμεςοσ, οπότε το τρίγωνο είναι ιςοςκελζσ. 

β) Είναι: ΒΓ = ΑΔ = ΔΕ και ΒΓ // ΑΔ  ΒΓ // ΔΕ 

Άρα ςτο τετράπλευρο ΒΓΕΔ δφο απζναντι πλευρζσ του είναι ίςεσ και παράλληλεσ, 

οπότε είναι παραλληλόγραμμο. 

γ) Ιςχφουν τα εξήσ: 

 ΟΔ = ΟΒ , διότι οι διαγϊνιεσ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ διχοτομοφνται. 

 ΑΔ = ΒΓ , διότι οι απζναντι πλευρζσ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ είναι ίςεσ. 

Στο ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΟΕ η ΟΔ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα, άρα: 

ΟΔ = 
ΑΕ

2
=

2ΑΔ

2
 = ΑΔ  ΟΒ = ΒΓ 

Οπότε το τρίγωνο ΒΟΓ είναι ιςοςκελζσ. 

 1862-Λύση



 

ΘΕΜΑ 4  
 
Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ και ο περιγεγραμμζνοσ του κφκλοσ (Ο, ρ) ϊςτε η  
διαγϊνιοσ του ΔΒ να είναι διάμετροσ του κφκλου. Η γωνία Β είναι διπλάςια τησ 
γωνίασ Δ και οι πλευρζσ ΑΒ και ΒΓ είναι ίςεσ. Φζρουμε κάθετη ςτη ΒΔ ςτο Ο, η 
οποία τζμνει τισ πλευρζσ ΑΔ και ΓΔ ςτα Ε και Ζ αντίςτοιχα. 

α) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ του τετραπλεφρου ΑΒΓΔ.                        (Μονάδεσ 6)  
β) Να ςυγκρίνετε τα τρίγωνα ΔΑΒ και ΔΓΒ.                                               (Μονάδεσ 6)  
γ) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΟ είναι ρόμβοσ.                    (Μονάδεσ 7)  
δ) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΟΕ είναι εγγράψιμο ςε κφκλο.  

                            (Μονάδεσ 6)  
 

 

 

 

 1864



 

α) Είναι Α  = Γ = 90ο ωσ εγγεγραμμζνεσ γωνίεσ που βαίνουν ςε ημικφκλιο. Το 

τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγεγραμμζνο άρα Β  + Δ  = 180ο. Όμωσ Β  = 2Δ  , άρα 

2Δ  +  Δ = 180ο 
 3Δ  = 180ο 

 Δ  = 60ο και Β  = 120ο. 

β) Τα ορθογϊνια τρίγωνα ΔΑΒ και ΔΓΒ ζχουν: 

 ΒΔ κοινή πλευρά και  

 AB = BΓ, από υπόθεςη 

Άρα τα τρίγωνα ΔΑΒ και ΔΓΒ είναι ίςα. 

 

γ) Επειδή τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΓΔ είναι ίςα, ιςχφει ΑΔ Β = ΓΔ Β διότι είναι απζναντι 

από τισ ίςεσ πλευρζσ ΑΒ, ΒΓ αντίςτοιχα, οπότε η ΔΒ είναι διχοτόμοσ τησ ΑΔ Γ οπότε: 

ΑΔ Β = ΒΔ Γ = 
ΑΔ Γ

2
=

60ο

2
 = 30ο 

Επειδή ςτο ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΔΒ είναι ΑΔ Β = 30ο, η απζναντι κάθετη ιςοφται με 

το μιςό τησ υποτείνουςασ, δηλαδή ΑΒ = 
ΔΒ

2
=

2ρ

2
 = ρ  

 1864-Λύση



Όμοια, ςτο ορθογϊνιο τρίγωνο ΔΓΒ είναι ΓΔ Β = 30ο, οπότε ΒΓ = 
ΔΒ

2
=

2ρ

2
 = ρ  

Επίςησ ΟΑ = ΟΓ = ρ . 

Οπότε  προκφπτει ότι το ΑΒΓΟ ζχει όλεσ τισ πλευρζσ του ίςεσ άρα είναι ρόμβοσ.  

δ) Ιςχφει ότι: ΕΑ Β + EΟ B = 90ο + 90ο = 180ο. 

Δηλαδή δφο απζναντι γωνίεσ του τετραπλεφρου ΑΒΟΕ είναι παραπληρωματικζσ, 

άρα είναι εγγράψιμο ςε κφκλο. 

 1864-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ 











90Α  με ΒΔ διχοτόμο και ΑΚ φψοσ, που 

τζμνονται ςτο Ε. Η κάθετη από το Ε ςτην ΑΒ τζμνει τισ ΑΒ και ΒΓ ςτα Η και Ζ 

αντίςτοιχα. 

 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Tα τρίγωνα ΕΗΑ και ΕΚΖ είναι ίςα.       (Μονάδεσ 6) 

ii. Tο τρίγωνο ΒΚΗ είναι ιςοςκελζσ.        (Μονάδεσ 6)  

iii. Η ΒΔ είναι κάθετη ςτην ΑΖ        (Μονάδεσ 7)  
 

β) Αν επιπλζον το ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι και ιςοςκελζσ, να αποδείξετε ότι η 

ΓΕ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ Γ.        (Μονάδεσ 6) 

 

 1865



 

α) i) Τα ορθογϊνια τρίγωνα ΕΘΑ και ΕΚΗ ζχουν: 

 ΘΕ Α = ΚΕ Η, ωσ κατακορυφήν 

 ΘΕ = ΕΚ, διότι το Ε είναι ςημείο τησ διχοτόμου ΑΔ και ιςαπζχει από τισ πλευρζσ τησ 

γωνίασ Β . 

Άρα τα τρίγωνα ΕΘΑ και ΕΚΗ είναι ίςα. 

ii) Τα τρίγωνα BΕΘ και BΕΚ . Ζχουν: 

 ΘΒ Ε = ΕΒ Κ, διότι ΒΔ διχοτόμοσ τησ γωνίασ Β  

 ΒΕ κοινή πλευρά 

Άρα τα τρίγωνα BΕΘ και BΕΚ είναι ίςα, οπότε είναι και ΒΘ = ΒΚ διότι είναι απζναντι 

από τισ ίςεσ γωνίεσ ΘΕ Β, ΒΕ Κ αντίςτοιχα. Επομζνωσ το τρίγωνο ΒΚΘ είναι ιςοςκελζσ 

iii) Στο τρίγωνο ΑΒΗ το ςημείο Ε είναι το ςημείο τομήσ των υψϊν ΑΚ, 

ΗΘ άρα είναι ορθόκεντρο του τριγϊνου. Οπότε και το ΑΘ είναι φψοσ 

αφοφ διζρχεται από το Ε. Άρα η ΒΔ  ΑΗ. 

β) Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογϊνιο και ιςοςκελζσ, το ΑΚ είναι φψοσ και 

διχοτόμοσ. Στο τρίγωνο ΑΒΓ το Ε είναι ςημείο τομήσ των διχοτόμων ΑΚ και ΒΔ άρα 

είναι ζγκεντρο. Θ ΓΕ διζρχεται από το Ε άρα είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ Γ . 

 

 1865-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ιςόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Με βάςθ τθν ΑΒ καταςκευάηουμε ιςοςκελζσ 

τρίγωνο ΑΔΒ, εκτόσ του τριγώνου ΑΒΓ, με γωνία 120


. Θεωροφμε τα μζςα Ζ και 

Η των πλευρών ΑΔ και ΑΓ αντίςτοιχα. 

α)  Να αποδείξετε ότι θ ΔΓ είναι μεςοκάκετοσ του ΑΒ.    (Μονάδεσ  8) 

β) Αν θ ΔΓ τζμνει τθν ΑΒ ςτο Θ, να αποδείξετε ότι θ γωνία 


   είναι ορκι.    

         (Μονάδεσ  9) 

γ) Αν θ ΖΚ είναι θ κάκετθ ςτθν ΑΒ από το ςθμείο Ζ, να αποδείξετε ότι 
4


 .      

          (Μονάδεσ   8) 

 

 1866



 

α) Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςόπλευρο, οπότε ΓΑ = ΓΒ, δηλαδή το Γ ιςαπζχει από τα Α 

και Β, οπότε ανήκει ςτη μεςοκάθετο του ΑΒ. 

Επίςησ το τρίγωνο ΑΔΒ είναι ιςοςκελζσ, οπότε ΔΑ = ΔΒ, δηλαδή το Δ ιςαπζχει από 

τα Α και Β, οπότε ανήκει ςτη μεςοκάθετο του ΑΒ. 

Επειδή τα ςημεία Γ, Δ ανήκουν ςτη μεςοκάθετο του ΑΒ, η ΓΔ είναι η μεςοκάθετοσ 

του τμήματοσ αυτοφ. 

β) Επειδή η ΓΔ είναι μεςοκάθετοσ του ΑΒ, θα είναι και διχοτόμοσ των γωνιών Δ  και 

Γ , δηλαδή ΑΔ Θ= ΘΔ Β = 60ο  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΘΔ η ΘΖ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην  

υποτείνουςα, άρα ΘΖ = 
ΑΔ

2
 = ΖΑ 

Επομζνωσ το τρίγωνο ΖΘΔ είναι ιςοςκελζσ και αφοφ ΑΔ Θ= 60ο, το τρίγωνο ΖΘΔ είναι 

ιςόπλευρο. Τότε: ΖΘ Δ = 60ο 

Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΘΓ, ζχουμε: 

ΑΓ Θ+ΘΑ Γ= 90ο
 ΑΓ Θ+ 60ο = 90ο

ΑΓ Θ = 30ο  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΘΓ η ΘΗ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην 

υποτείνουςα, άρα ΘΗ = 
ΑΓ

2
 = ΗΓ 

Επομζνωσ το τρίγωνο ΘΗΓ είναι ιςοςκελζσ και ιςχφει ότι: 

ΗΘ Γ= ΑΓ Θ  ΗΘ Γ = 30ο  

Τότε: 

ΖΘ Δ+ΖΘ Η+ΗΘ Γ= 180ο 
 60ο +ΖΘ Η+ 30ο = 180ο 

 ΖΘ Η = 90ο 

γ) Από το άθροιςμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΘΔ βρίςκουμε: 

ΑΔ Θ+ ΔΑ Θ= 90ο  60ο + ΔΑ Θ= 90ο 
 ΔΑ Θ= 30ο 

Τότε για την απζναντι πλευρά ςτο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΖΚ ιςχφει ότι: 
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ΖΚ = 
ΑΖ

2
=

ΑΔ

2

2
=

ΑΔ

4
 

 1866-Λύση



 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ιςοςκελζσ τραπζηιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΔΓ) και Ο το ςθμείο τομισ των διαγωνίων 

του. Η ΑΓ είναι κάκετθ ςτθν ΑΔ και θ ΒΔ είναι κάκετθ ςτθν ΒΓ. Θεωροφμε τα μζςα 

Μ, Ε και Ζ των ΓΔ, ΒΔ και ΑΓ αντίςτοιχα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΜΕ=ΜΖ.          (Μονάδεσ  6) 

β) Η ΜΖ είναι κάκετθ ςτθν ΑΓ.           (Μονάδεσ  6)  

γ) Τα τρίγωνα 


  και  


  είναι ίςα.     (Μονάδεσ  7)  

δ) Η ΟΜ  είναι μεςοκάκετοσ του ΕΖ.        (Μονάδεσ  6) 

 

 1867



 

α) Το ΜΕ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΔΒΓ, οπότε EM = 
ΒΓ

2
 

Το ΖΜ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΓΑΔ, άρα ΜΖ // ΑΔ και ΜΖ = 
ΑΔ

2
 

Επίςθσ, το ΑΒΓΔ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο οπότε ιςχφει ότι ΒΓ = ΑΔ . 

Οπότε προκφπτει ότι ΜΕ = ΜΖ . 

β) Είναι ΜΖ // ΑΔ και ΑΔ  ΑΓ άρα είναι και ΜΖ  ΑΓ. 

γ) Τα τρίγωνα ΜΔΕ και ΜΖΓ ζχουν: 

 ΜΕ =ΜΖ, από το ερώτθμα (α) 

 ΜΔ = ΜΓ, διότι Μ μζςο του ΓΔ 

 ΔΕ = 
ΔΒ

2
=

ΑΓ

2
 = ΖΓ, διότι οι ΑΓ, ΒΔ είναι διαγώνιεσ του ιςοςκελοφσ τραπεηίου. 

Σφμφωνα με το κριτιριο ιςότθτασ Π – Π – Π, τα τρίγωνα είναι ίςα. 

δ) Επειδι τα τρίγωνα ΜΔΕ και ΜΖΓ είναι ίςα ζχουν και  

OΔ Γ = OΓ Δ διότι είναι απζναντι από τισ ίςεσ πλευρζσ ΜΕ, ΜΖ αντίςτοιχα. 

Άρα το τρίγωνο ΟΔΓ είναι ιςοςκελζσ και ιςχφει ΟΔ = ΟΓ. Τότε: 

ΟΔ = ΟΓ  ΟΕ + ΕΔ = ΟΖ + ΖΓ  ΟΕ = ΟΖ 

Επίςθσ ιςχφει ΜΕ=ΜΖ, λόγω του ερωτιματοσ (α) . Άρα ΟΕ = ΟΖ και ΜΕ = ΜΖ οπότε θ 

ΟΜ είναι μεςοκάκετοσ του ΕΖ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ιςόπλευρο τρίγωνο 


  και τα μζςα Δ, Ε και Μ των ΑΒ, ΑΓ και ΒΓ 

αντίςτοιχα. Στην προζκταςη του ΜΔ (προσ το Δ) θεωροφμε τμήμα ΔΖ=ΔΜ.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) Τα τρίγωνα 


  και 


  είναι ίςα.       (Μονάδεσ  6) 

β) Το τετράπλευρο ΖΑΓΜ είναι παραλληλόγραμμο.        (Μονάδεσ  6)  

γ) Τα τμήματα ΖΕ και ΑΔ τζμνονται κάθετα και διχοτομοφνται.  (Μονάδεσ  7)  

δ) Η ΒΖ είναι κάθετη ςτη ΖΑ.          (Μονάδεσ  6) 

 

 

 

 1868



α)	  Τα	  τρίγωνα	  ΑΖΔ	  και	  ΒΜΔ	  έχουν:	  

ΔZ	  =	  ΔM,	  από	  υπόθεση	  

ΑΔ	  =	  ΔΒ,	  διότι	  Δ	  είναι	  μέσο	  του	  ΑΒ	  

AΔZ	  =	  BΔΜ,	  ως	  κατακορυφήν	  

Σύμφωνα	  με	  το	  κριτήριο	  Π	  –	  Γ	  –	  Π	  τα	  τρίγωνα	  ΑΖΔ	  και	  ΒΜΔ	  είναι	  ίσα.	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

β)	  Το	  ΔΜ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  ΑΒ	  και	  ΒΓ	  στο	  τρίγωνο	  ΑΒΓ,	  άρα	  η	  

ΔΜ	  //	  ΑΓ	  	  οπότε	  και	  ΖΜ	  //	  ΑΓ	  και	  ΔΜ	  =	  !"
!
.	  Όμως	  το	  Δ	  είναι	  μέσο	  του	  ΖΜ	  

άρα	  ΔΜ	  =	  
!"
!
	  .	  Συνεπώς	  	  ΖΜ	  =	  ΑΓ.	  	  

Τελικά	   οι	   απέναντι	   πλευρές	   ΖΜ	   και	   ΑΓ	   του	   τετραπλεύρου	   ΖΑΓΜ	   είναι	  

παράλληλες	   και	   ίσες	   οπότε	   το	   τετράπλευρο	   ΖΑΓΜ	   είναι	  

παραλληλόγραμμο.	  

γ)	  Επειδή	  το	  ΖΑΓΜ	  είναι	  παραλληλόγραμμο	  ισχύει	  ότι	  ΖΑ	  //	  ΜΓ	  	  δηλαδή	  	  

ΖΑ	  //	  ΒΓ	  και	  ΖΑ	  =	  ΜΓ.	  

Στο	  τρίγωνο	  ΑΒΓ	  το	  ΔΕ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  δύο	  πλευρών	  του	  τριγώνου	  οπότε:	  

ΔΕ	  //ΒΓ	  και	  ΔΕ	  =	  
!"
!
	  .	  Όμως	  το	  Μ	  είναι	  μέσο	  του	  ΒΓ	  άρα	  ΔΕ	  =	  ΜΓ	  .	  

Οπότε	   	   ΖΑ	   //	   ΔΕ	   και	   ΖΑ	   =	   ΔΕ,	   δηλαδή	   το	   τετράπλευρο	   ΖΑΕΔ	   έχει	   τις	  

απέναντι	   πλευρές	   του	   ΖΑ	   και	   ΔΕ	   ίσες	   παράλληλες	   οπότε	   είναι	  

παραλληλόγραμμο.	  

Επιπλέον	  ισχύει	  ότι:	  ΔΕ	  =	  
!"
!
	  	  και	  το	  τρίγωνο	  ΑΒΓ	  είναι	  ισόπλευρο	  οπότε	  	  

ΒΓ	  =	  ΑΓ.	  Συνεπώς	  ΔΕ	  =	  
!"
!
.	  Όμως	  Ε	  μέσο	  του	  ΑΓ	  άρα	  ΑΕ	  =	  

!"
!
.	  Οπότε	  	  ΔΕ	  =	  ΑΕ	  

Επομένως	  το	  παραλληλόγραμμο	  ΑΕΔΖ	  έχει	  τις	  διαδοχικές	  του	  πλευρές	  ΔΕ	  

και	  ΑΕ	  ίσες	  οπότε	  είναι	  ρόμβος.	  	  

 1868-Λύση



Τα	  τμήματα	  ΖΕ,	  ΑΔ	  είναι	  διαγώνιοι	  του	  ρόμβου,	  οπότε	  τέμνονται	  κάθετα	  

και	  διχοτομούνται.	  

δ)	  Είναι	  ΖΔ	  =	  ΔΜ	  =	  !"
!
	  =	  !"

!
	  .	  	  

Στο	  τρίγωνο	  ΖΑΒ	  η	  ΖΔ	  είναι	  διάμεσος	  και	  ισούται	  με	  το	  μισό	  της	  πλευράς	  

ΑΒ	  στην	  οποία	  αντιστοιχεί.	  Άρα	  το	  τρίγωνο	  ΖΑΒ	  είναι	  ορθογώνιο	  με	  

υποτείνουσα	  την	  ΑΒ,	  οπότε	  η	  ZB	  είναι	  κάθετη	  στη	  ΖΑ.	  

	  

 1868-Λύση



 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται αμβλυγώνιο τρίγωνο 


  με ΑΒ<ΑΓ και 090


. Φζρνουμε τμήμα ΒΔ 

κάθετο ςτην  ΑΒ και με   και τμήμα ΓΕ κάθετο ςτην ΑΓ με  . 

Θεωροφμε τα μζςα Ζ και Θ των ΑΔ και ΑΕ καθώσ και τη διχοτόμο Αδ τησ γωνία 



 . 

α)  Να αποδείξετε ότι  .           (Μονάδεσ  9) 

β) Αν Κ τυχαίο ςημείο τησ διχοτόμου Αδ, να αποδείξετε ότι το Κ ιςαπζχει από τα 

μζςα Ζ και Θ.                (Μονάδεσ  9) 

γ) Αν το Κ είναι ςημείο τησ διχοτόμου Αδ τζτοιο ώςτε ΚΖ=ΑΖ,  να αποδείξετε ότι το 

τετράπλευρο ΑΖΚΘ  είναι ρόμβοσ.         (Μονάδεσ 7)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1869



α)	  Τα	  ορθογώνια	  τρίγωνα	  ΑΒΔ	  και	  ΑΓΕ	  έχουν:	  

ΓΕ	  =	  ΑΒ,	  από	  υπόθεση	  

ΒΔ	  =	  ΑΓ,	  από	  υπόθεση	  

Άρα	  τα	  τρίγωνα	  ΑΒΔ	  και	  ΑΓΕ	  	  έχουν	  δύο	  κάθετες	  πλευρές	  τους	  ίσες	  μία	  προς	  

μία	   οπότε	   είναι	   ίσα	   και	   ισχύει	   ότι	   ΑΔ	   =	   ΑΕ	   ως	   υποτείνουσες	   των	   ίσων	  

ορθογωνίων	  τριγώνων	  ΑΒΔ	  και	  ΑΓΕ.	  

β)	  Τα	  τρίγωνα	  ΑΖΚ	  και	  ΑΘΚ	  έχουν:	  

ΑΖ	  =	  ΑΘ,	  ως	  μισά	  των	  ίσων	  πλευρών	  ΑΔ	  και	  ΑΕ	  

ΑΚ	  κοινή	  πλευρά	  

ZΑK	  =	  KΑΘ,	  διότι	  Αδ	  διχοτόμος	  της	  ΔΑΕ	  

Σύμφωνα	  με	  το	  κριτήριο	  ισότητας	  Π	  –	  Γ	  –	  Π	  τα	  τρίγωνα	  ΑΖΚ	  και	  ΑΘΚ	  είναι	  

ίσα,	  οπότε	  έχουν	  και	  ΚΖ	  =	  ΚΘ.	  Δηλαδή	  το	  Κ	  ισαπέχει	  από	  τα	  μέσα	  Ζ	  και	  Θ.	  	  

γ)	  Το	  Κ	  ανήκει	  στην	  Αδ	  οπότε	  από	  το	  β	  ερώτημα	  προκύπτει	  ΚΖ	  =	  ΚΘ	  (1).	  

Από	   υπόθεση	   είναι	   ΚΖ	   =	   ΑΖ	   (2).	   Επίσης	   ΑΖ	   =	   ΑΘ	   (3)	   ως	   μισά	   των	   ίσων	  

πλευρών	   ΑΔ	   και	   ΑΕ.	   Από	   τις	   (1),	   (2),	   (3)	   βρίσκουμε	   ΚΖ	   =	   ΚΘ	   =	   ΑΖ	   =	   ΑΘ.	  

Δηλαδή	  το	   τετράπλευρο	  ΑΖΚΘ	  έχει	  όλες	   τις	  πλευρές	   του	   ίσες,	  οπότε	  είναι	  

ρόμβος.	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται οξυγϊνιο ιςοςκελζσ  τρίγωνο 


  με ΑΒ=ΑΓ. Φζρνουμε τμήμα ΑΔ κάθετο 

ςτην ΑΒ και τμήμα ΑΕ κάθετο ςτην ΑΓ με ΑΔ=ΑΕ. Θεωροφμε τα μζςα  Η, Θ και Μ τα 

μζςα των ΔΒ, ΕΓ και ΒΓ αντίςτοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Τα τρίγωνα 


  και 


  είναι ίςα.      (Μονάδεσ 7) 

ii. Το τρίγωνο 


  είναι ιςοςκελζσ.          (Μονάδεσ 6) 

iii. Θ ΑΜ είναι μεςοκάθετοσ του ΗΘ.    (Μονάδεσ 7)  

β) Ζνασ μαθητήσ ςυγκρίνοντασ τα τρίγωνα 


  και 


  ζγραψε τα εξήσ: 

« 1. ΑΔ=ΑΕ από υπόθεςη 

   2. ΑΒ=ΑΓ πλευρζσ ιςοςκελοφσ τριγώνου 

   3.


 =


  ωσ κατακορυφήν 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίςα ζχοντασ δφο πλευρζσ ίςεσ μια προσ μια και την 

περιεχόμενη γωνία ίςη». 

Ο καθηγητήσ είπε ότι αυτή η λφςη περιζχει λάθοσ μπορείσ να το εντοπίςεισ;    

         (Μονάδεσ 5) 

 

 

 1870



 
α)	  i.	  Τα	  ορθογώνια	  τρίγωνα	  ΑΔΒ	  και	  ΑΕΓ	  έχουν:	  

ΑΔ	  =	  ΑΕ,	  από	  υπόθεση	  

ΑΒ	  =	  ΑΓ,	  από	  υπόθεση	  

Άρα	  τα	  ορθογώνια	  τρίγωνα	  ΑΔΒ	  και	  ΑΕΓ	  έχουν	  τις	  κάθετες	  πλευρές	  τους	  

ίσες	  οπότε	  είναι	  ίσα.	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

ii.	  Η	  ΑΖ	  είναι	  διάμεσος	  που	  αντιστοιχεί	  στην	  υποτείνουσα	  του	  ορθογωνίου	  

τριγώνου	  ΔΑΒ,	  άρα	  ΑΖ	  =	  
!"
!
	  (1).	  

Η	  ΑΗ	  είναι	  διάμεσος	  που	  αντιστοιχεί	  στην	  υποτείνουσα	  του	  ορθογωνίου	  

τριγώνου	  ΕΑΓ,	  άρα	  ΑΗ	  =	  
!"
!
	  (2).	  

Επειδή	  τα	  τρίγωνα	  ΑΔΒ	  και	  ΑΕΓ	  είναι	  ίσα	  έχουν	  και	  τις	  υποτείνουσες	  ΔΒ	  και	  

ΕΓ	  ίσες.	  Τότε,	  από	  τις	  (1),	  (2)	  προκύπτει	  ότι	  ΑΖ	  =	  ΑΗ,	  οπότε	  το	  τρίγωνο	  ΑΖΗ	  

είναι	  ισοσκελές.	  

iii.	  Τα	  τρίγωνα	  ΜΒΖ	  και	  ΓΗΜ	  έχουν:	  

ΜΒ	  =	  ΜΓ,	  διότι	  το	  Μ	  είναι	  μέσο	  του	  ΒΓ	  

ΒΖ	  =	  ΗΓ,	  ως	  μισά	  των	  ίσων	  πλευρών	  ΔΒ	  και	  ΕΓ	  

ΖΒΜ	  =	  ΜΓΗ,	  διότι	  οι	  γωνίες	  Β	  και	  Γ	  της	  βάσης	  ΒΓ	  του	  ισοσκελούς	  τριγώνου	  

ΑΒΓ	  είναι	   ίσες	  και	  ΑΒΔ	  =	  ΑΓΕ	  επειδή	  είναι	  απέναντι	  από	  τις	   ίσες	  πλευρές	  

ΑΔ	   και	   ΑΕ	   στα	   ίσα	   τρίγωνα	   ΑΒΔ	   και	   ΑΓΕ,	   οπότε	  Β+ΑΒΔ	   =	  Γ  +	   ΜΓΗ	   και	  

συνεπώς	  ΖΒΜ	  =	  ΜΓΗ.	  	  

Σύμφωνα	   με	   το	   κριτήριο	  Π	   –	   Γ	   –	   Π,	   τα	   τρίγωνα	  ΜΖΒ	   και	   ΓΗΜ	   είναι	   ίσα,	  

οπότε	  έχουν	  και	  ΜΖ	  =	  ΜΗ.	  

Επειδή	  AZ	  =	  AH	  το	  Α	  ανήκει	  στη	  μεσοκάθετη	  του	  ΖΗ	  και	  MZ	  =	  MH	  οπότε	  το	  

Μ	  ανήκει	  στη	  μεσοκάθετη	  του	  ΖΗ.	  Άρα	  η	  ΑΜ	  είναι	  μεσοκάθετη	  του	  ΖΗ.	  	  

 1870-Λύση



β)	   Οι	   γωνίες	   ΔAΒ	   και	   ΕAΓ	   δεν	   είναι	   κατακορυφήν	   σε	   κάθε	   περίπτωση	  

επειδή	  οι	  πλευρές	  τους	  δεν	  είναι	  αντικείμενες	  ημιευθείες.	  Οι	  γωνίες	  ΔAΒ	  

και	  ΕAΓ	  είναι	  κατακορυφήν	  μόνο	  όταν	  η	  γωνία	  ΓAΒ	  είναι	  ορθή.	  	   

	  

 1870-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω ιςοςκελζσ τρίγωνο 


  με 120


. Φζρουμε ημιευθεία Αx κάθετη ςτην ΑΓ 

ςτο Α, η οποία τζμνει τη ΒΓ ςτο Δ.  Ζςτω Λ το μζςο του ΑΒ και  Κ το μζςο του ΔΓ. 

Να αποδείξετε ότι:   

α) Το τρίγωνο 


  είναι ιςοςκελζσ        (Μονάδεσ 8) 

β)  2          (Μονάδεσ 8) 

γ) //          (Μονάδεσ 5) 

δ) ΑΚ=2ΛΔ         (Μονάδεσ 4) 

 

 
 

 

 

 1871



α)	  Επειδή	  το	  τρίγωνο	  ΑΒΓ	  είναι	  ισοσκελές	  ισχύει	  ότι	  Β	  =	  Γ.	  	  

Είναι:	  A	  +	  Β	  +	  Γ	  =	  180ο	  ⇔	  120ο	  +	  2Β	  =	  180ο	  ⇔	  Β	  =	  30ο	  =	  Γ.	  

Είναι:	  A	  =	  120ο	  ⇔	  BAΔ	  +	  90ο	  =	  120ο	  ⇔	  BAΔ	  =	  30ο.	  

Άρα	  BAΔ	  =	  Β	  οπότε	  το	  τρίγωνο	  ΑΔΒ	  είναι	  ισοσκελές	  με	  ΑΔ	  =	  ΒΔ	  (1).	  

β)	  Στο	  ορθογώνιο	  τρίγωνο	  ΑΔΓ	  είναι	  Γ	  =	  30ο,	  άρα	  η	  απέναντι	  κάθετη	  πλευρά	  ισούται	  

με	  το	  μισό	  της	  υποτείνουσας,	  δηλαδή:	  

ΑΔ	  =	  
!"
!
  
(!)

	  ΒΔ	  =	  !"
!
	  ⇔	  ΔΓ	  =	  2ΒΔ.	  

γ)	  Είναι:	  ΔΓ	  =	  2ΒΔ	  	  και	  Κ	  μέσο	  ΔΓ	  άρα	  ΔΓ	  =	  	  2ΔΚ	  	  οπότε	  	  ΔΚ	  =	  ΒΔ.	  

Άρα	  το	  Δ	  είναι	  μέσο	  της	  ΒΚ.	  Στο	  ΑΒΚ,	  το	  ΛΔ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  ΑΒ	  και	  ΒΚ	  οπότε	  	  

ΛΔ	  //	  ΑΚ.	  

δ)	  Το	  ΛΔ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  ΑΒ	  και	  ΒΚ	  στο	  τρίγωνο	  ΑΒΓ	  άρα	  	  

ΛΔ	  =	  
!"
!
	  ⇔	  ΑΚ	  =	  2ΛΔ	  

 1871-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Έςτω ορθογώνιο τρίγωνο 


  με 90


και 60


. Η διχοτόμοσ  τησ γωνίασ 


  

τζμνει την ΑΓ ςτο Ζ. Τα ςημεία Μ και Κ είναι τα μζςα των ΒΖ και ΒΓ αντίςτοιχα. Αν το 

τμήμα ΓΛ είναι κάθετο ςτη διχοτόμο Βδ να αποδείξετε: 

α) Το τρίγωνο 


  είναι ιςοςκελζσ.          (Μονάδεσ 6) 

β) Το τετράπλευρο ΑΜΚΖ είναι ρόμβοσ.          (Μονάδεσ 6) 

γ)   2             (Μονάδεσ 7) 

δ)             (Μονάδεσ 6) 

 
 

 

 
 
 
 

 1872



α) Επειδή η Βδ είναι διχοτόμος της γωνίας Β̂, ισχύει ότι: ΓΒ̂Z = AΒ̂Z = 30ο. 

Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, βρίσκουμε: 

Β̂ + Γ̂ = 90ο  60ο + Γ̂ = 90ο  Γ̂ = 30ο. 

Επειδή ΓΒ̂Z = Γ̂ = 30ο, το τρίγωνο ΒΖΓ είναι ισοσκελές με ΓZ = ΒΖ (1). 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΖ η ΑΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα, άρα AM = 
ΒΖ

2
 = MZ .  

Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΒΑΖ, βρίσκουμε: 

AΒ̂Z + BΖ̂Α = 90ο  30ο + BΖ̂A = 90ο  BΖ̂A = 60ο. 

Οπότε το τρίγωνο ΑΜΖ είναι ισόπλευρο και ΑΜ = ΜΖ = ΑΖ (2). 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι Γ̂ = 30ο, άρα AB = 
ΒΓ

2
 = ΒΚ. 

Από το α), το ΒΖΓ είναι ισοσκελές, άρα η ΚΖ ως διάμεσος της βάσης του, ΒΓ, 

είναι και ύψος του, επομένως ΚΖ ⊥ ΒΓ. 

Επειδή το Ζ είναι σημείο της διχοτόμου της γωνίας Β οι αποστάσεις του ΚΖ 

και ΑΖ από τις πλευρές της γωνίας θα είναι ίσες, δηλαδή ΚΖ = ΑΖ (3).  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΚΖ το ΚΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα του, άρα ΚΜ = 
ΒΖ

2
 = ΜΖ (4). 

Από τις (2), (3), (4) το τετράπλευρο ΑΜΚΖ έχει τις πλευρές του ίσες και 

συνεπώς είναι ρόμβος. 

γ) Είναι: ΑΖ = ΜΖ = 
ΒΖ

2
 και ΒΖ = ΖΓ. 

Άρα ΑΖ = 
ΖΓ

2
  ΓZ = 2ZA.    

δ) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΖΑ και ΓΖΛ έχουν: 

ΓΖ = ΖΒ  

ΓΖ̂Λ = ΒΖ̂Α, ως κατακορυφήν 

Δηλαδή τα τρίγωνα έχουν ίσες υποτείνουσες και μία οξεία γωνία ίση οπότε 

είναι ίσα, οπότε έχουν και ΖΑ = ΖΛ (5) διότι είναι απέναντι από τις ίσες 

γωνίες ΑΒ̂Ζ και ΖΓ̂Λ. 

Από τις σχέσεις (1), (5) προκύπτει: 

ΓZ + ZΑ = ΖΒ + ΖΛ  ΑΓ = ΒΛ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω τρίγωνο


  με διάμεςο ΑΜ τζτοια ϊςτε ΑΜ=ΑΒ. Φζρουμε το φψοσ του ΑΚ 

και το προεκτείνουμε (προσ το Κ) κατά τμήμα  . Προεκτείνουμε τη διάμεςο 

ΑΜ (προσ το Μ) κατά τμήμα ΜΕ=ΑΜ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α)   και  2          (Μονάδεσ 7) 

β) Το τετράπλευρο ΑΒΕΓ είναι παραλληλόγραμμο.     (Μονάδεσ 6) 

γ) Το τετράπλευρο ΑΒΔΜ είναι ρόμβοσ.     (Μονάδεσ 6) 

δ) Θ προζκταςη τησ ΔΜ τζμνει το ΑΓ ςτο μζςον του Η.   (Μονάδεσ 6) 
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α)	  Είναι	  ΑΜ	  =	  ΑΒ	  άρα	  το	  τρίγωνο	  ΑΒΜ	  είναι	   ισοσκελές	  και	  ΑΚ	  ύψος	  του	  τριγώνου	  

ΑΒΜ	  οπότε	  το	  ΑΚ	  είναι	  και	  διάμεσος	  του	  τριγώνου.	  Συνεπώς	  το	  ΚΜ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  

δύο	  πλευρών	  AΔ	  και	  AE	  στο	  τρίγωνο	  ΑΔΕ,	  άρα	  ΚΜ	  //	  ΔΕ	  και	  ΚΜ	  =	  
!"
!
	  ⇔	  ΔΕ	  =	  2ΚΜ.	  

Επειδή	  ΑΔ	  ⊥	  ΚΜ	  και	  ΚΜ	  //	  ΔΕ,	  είναι	  και	  ΑΔ	  ⊥	  ΔΕ.	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

β)	  Είναι	  ΜΒ	  =	  ΜΓ,	  διότι	  Μ	  μέσο	  της	  ΒΓ	  και	  	  

ΜΑ	  =	  ΜΕ	  από	  υπόθεση.	  Άρα	  οι	   διαγώνιοι	   του	   τετραπλεύρου	  ΑΒΕΓ	  διχοτομούνται	  

στο	  Μ,	  οπότε	  είναι	  παραλληλόγραμμο.	  

γ)	   Το	   Κ	   είναι	   μέσο	   του	   ΒΜ	   όπως	   αποδείχθηκε	   στο	   ερώτημα	   (α)	   και	   του	   ΑΔ	   από	  

υπόθεση.	   Επιπλέον	   ΑΔ	   ⊥	   ΒΜ	   από	   υπόθεση	   άρα	   οι	   διαγώνιοι	   ΑΔ	   και	   ΒΜ	   του	  

τετραπλεύρου	  ΑΒΔΜ	  διχοτομούνται	  κάθετα	  στο	  Κ,	  οπότε	  είναι	  ρόμβος.	  

δ)	  Επειδή	  το	  ΑΒΔΜ	  είναι	  ρόμβος,	  είναι	  ΑΒ	  //	  ΔΜ.	  

Από	  το	  παραλληλόγραμμο	  ΑΒΕΓ	  έχουμε	  ΓΕ	  //	  ΑΒ.	  

Άρα	  ΓΕ	  //	  ΔΜ	  ή	  ΓΕ	  //	  ΜΖ.	  

Στο	  τρίγωνο	  ΑΓΕ	  ο	  Μ	  είναι	  μέσο	  της	  ΑΕ	  και	  ΜΖ	  //	  ΓΕ,	  άρα	  Ζ	  μέσο	  του	  ΑΓ.	  
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ΘΕΜΑ 4 

Έστω κύκλος με κέντρο Ο και διάμετρο ΚΛ. Έστω Α σημείο του κύκλου ώστε η ακτίνα 

ΟΑ να είναι κάθετη στην ΚΛ.  Φέρουμε τις  χορδές == . Έστω Δ και Ε τα 

σημεία τομής των προεκτάσεων των ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα με την ευθεία της 

διαμέτρου ΚΛ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Η γωνία ΒΑΓ είναι 120ο .                                (Μονάδες 7) 

β) Τα σημεία Β και Γ είναι μέσα των ΑΔ και ΑΓ αντίστοιχα.       (Μονάδες 9) 

γ)  =   .                                                                           (Μονάδες 9) 

 
 
 
 
  
 
 

 1874



	  
α)	  Επειδή	  ΟΑ	  =	  ΑΒ	  =	  ΟΒ	  =	  ρ,	  το	  τρίγωνο	  ΟΑΒ	  είναι	  ισόπλευρο	  οπότε	  ΒΑΟ	  =	  60ο.	  

Επίσης	  ΟΑ	  =	  ΟΓ	  =	  ΑΓ	  =	  ρ	  οπότε	  το	  τρίγωνο	  ΟΑΓ	  είναι	  ισόπλευρο	  οπότε	  ΟΑΓ	  =	  60ο.	  

Άρα	  ΒΑΓ	  =	  ΒΑΟ	  +	  ΟΑΓ	  =	  120ο.	  

	  
β)	  Το	  τρίγωνο	  ΔΟΑ	  είναι	  ορθογώνιο	  και	  ισχύει	  ότι:	  

ΑΔΟ	  +	  ΟΑΔ	  =	  90ο	  ⇔	  ΑΔΟ	  +	  60ο	  =	  90ο	  ⇔	  ΑΔΟ	  =	  30ο.	  

Άρα	  η	  ΑΟ	  που	  είναι	  απέναντι	  κάθετη	  πλευρά	  από	  την	  ΑΔΟ	  ισούται	  με	  το	  μισό	  της	  

υποτείνουσας	  ΑΔ,	  δηλαδή	  ΑΟ	  =	  
!"
!
	  .	  Όμως	  ΑΒ	  =ΑΟ	  άρα	  ΑΒ	  =	  

!"
!
	  .	  

Οπότε	  το	  σημείο	  Β	  είναι	  μέσο	  του	  ΑΔ.	  Όμοια	  δείχνουμε	  ότι	  το	  Γ	  είναι	  μέσο	  του	  ΑΕ.	  

γ)	  Είναι	  ΑΟΓ	  =	  60ο	  	  επειδή	  το	  τρίγωνο	  ΑΟΓ	  είναι	  ισόπλευρο	  και	  ΒΟΑ	  =	  60ο	  επειδή	  το	  

τρίγωνο	  ΑΟΒ	  είναι	  ισόπλευρο.	  Οπότε:	  

ΚΟΓ	  =	  ΚΟΑ	  +	  ΑΟΓ	  =	  90ο	  +	  60ο	  =	  150ο	  	  

ΒΟΛ	  =	  ΒΟΑ	  +	  ΑΟΛ	  =	  60ο	  +	  90ο	  =	  150ο	  	  

Άρα	  οι	  επίκεντρες	  γωνίες	  ΚΟΓ	  και	  ΒΟΛ	  είναι	  ίσες.	  Συνεπώς	  τα	  τόξα	  ΚΓ	  και	  ΒΛ	  είναι	  

ίσα	  .	  Οπότε	  και	  οι	  αντίστιχες	  χορδές	  ΚΓ	  και	  ΛΒ	  είναι	  ίσες,	  δηλαδή	  ΚΓ	  =	  ΛΒ.	  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται δυο ίςα ιςοςκελή τρίγωνα ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και ΑΒΔ (ΒΑ=BΔ), τζτοια ώςτε οι 

πλευρζσ τουσ ΑΓ και ΒΔ να τζμνονται κάθετα ςτο ςημείο Ε, όπωσ φαίνεται ςτο 

παρακάτω ςχήμα. Τα ςημεία Κ και Λ είναι τα μζςα των τμημάτων ΑΔ και ΒΓ 

αντίςτοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α)  ΕΔ=ΕΓ . (Μονάδεσ 7) 

β)  ΔΓ//ΑΒ . (Μονάδεσ 8) 

γ)  Το τρίγωνο ΕΚΛ είναι ιςοςκελζσ  και ΚΛ//ΑΒ.   (Μονάδεσ 10) 

 

 1876



α) Από την ισότητα των τριγώνων ΑΒΓ και ΑΒΔ ισχύει ότι ΕΑ̂Β = ΕΒ̂Α  (1) 

επειδή περιέχονται στις ίσες πλευρές (ΑΒ = ΑΓ, ΒΑ = ΒΔ) των δύο τριγώνων 

και ΑΔ = ΒΓ  (2). 

Οπότε το τρίγωνο ΑΕΒ είναι ισοσκελές λόγω της (1). Συνεπώς ΑΕ = ΕΒ. 

Έχουμε ΒΔ = ΑΒ = ΑΓ. Επομένως ΕΔ = ΒΔ – ΕΒ = ΑΓ – ΑΕ = ΕΓ 

 

β) Το τρίγωνο ΔΕΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές αφού ΓΕ = ΔΕ, οπότε:  

ΓΔ̂Ε = 45ο 

Το τρίγωνο ΑΕΒ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές αφού ΕΑ = ΕΒ, οπότε:  

ΑΒ̂Δ = 45ο 

Άρα οι ευθείες ΑΒ και ΓΔ οι οποίες τέμνονται από την ΒΔ σχηματίζουν τις 

εντός εναλλάξ γωνίες τους ΓΔ̂Ε και ΑΒ̂Δ ίσες, οπότε ΔΓ // ΑΒ. 

γ) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΕΑ η ΕΚ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα ΑΔ, οπότε: ΕΚ = 
ΑΔ

2
 

Όμοια, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΓΕΒ η ΕΛ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί 

στην υποτείνουσα, οπότε: ΕΛ = 
ΒΓ

2
 

Όμως ΑΔ = ΒΓ, άρα ΕΚ = ΕΛ, οπότε το τρίγωνο ΕΚΛ είναι ισοσκελές. 

Στο τρίγωνο ΑΔΒ φέρουμε από το μέσο Κ του ΑΔ ευθεία παράλληλη στην 

ΑΒ η οποία τέμνει την ΔΒ στο μέσο της Μ. Το τμήμα ΜΛ ενώνει τα μέσα των 

πλευρών ΔΒ και ΒΓ του τριγώνου ΔΓΒ οπότε ΜΛ // ΔΓ, άρα και ΜΛ // ΑΒ και 

επειδή από το Μ διέρχεται μοναδική παράλληλη στην ΑΒ προκύπτει ότι τα 

σημεία Κ, Μ, Λ είναι συνευθειακά. Επομένως ΚΛ // ΑΒ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με Ο το ςημείο τομήσ των διαγωνίων του και Κ το  

μζςο του ΓΔ. Προεκτείνουμε το τμήμα ΟΚ κατά τμήμα  . Θ ΒΗ τζμνει τη 

διαγώνιο ΑΓ ςτο Θ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α)  Τα τμήματα ΟΓ και ΒΗ διχοτομοφνται.     (Μονάδεσ 8) 

β)    .                                                    (Μονάδεσ 9) 

γ)  Τα τρίγωνα 


  και 


  είναι ίςα.     (Μονάδεσ 8) 

 
 

 
 
 
 

 1877



 
 

α) Επειδή το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο οι διαγώνιοί του, ΑΓ και ΒΔ 

διχοτομούνται οπότε ισχύει ΟΒ = ΟΔ και ΟΑ = ΟΓ.  

Επίσης, το Κ είναι μέσο του ΔΓ οπότε ΔΚ = ΚΓ. Ακόμα ΚΖ = ΚΟ από υπόθεση. Δηλαδή 

οι διαγώνιοι ΟΖ και ΔΓ του τετραπλεύρου ΟΔΖΓ διχοτομούνται, άρα το ΟΔΖΓ είναι 

παραλληλόγραμμο.  

Τότε ΖΓ = ΟΔ και ΖΓ // ΟΔ, ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου. Επειδή ΟΒ = 

ΟΔ, θα είναι ΖΓ = ΟΒ. Επίσης ΖΓ // ΟΒ. 

Επομένως το τετράπλευρο ΟΒΓΖ είναι παραλληλόγραμμο, γιατί έχει δύο πλευρές 

παράλληλες και ίσες. Επειδή τα τμήματα ΟΓ και ΒΖ είναι διαγώνιοι του 

παραλληλογράμμου ΟΓΖ, διχοτομούνται. 

β) Από το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι ΟΑ = ΟΓ. Από το παραλληλόγραμμο ΟΔΖΓ 

έχουμε ΔΖ = ΟΓ (απέναντι πλευρές). Άρα ΑΟ = ΔΖ. 

γ) Τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΔΖΓ έχουν: 

• ΑΟ = ΔΖ, από το ερώτημα β), 

• ΑΒ = ΔΓ ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ, 

• ΟΒ = ΖΓ, ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΟΒΓΖ. 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Π – Π τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΔΖΓ είναι ίσα. 
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ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω ιςοςκελζσ τρίγωνο 


  με .  Προεκτείνουμε το ΒΓ (προσ το Γ) κατά 

τμήμα  . Φζρουμε τισ διαμζςουσ ΑΕ και ΓΗ του τριγώνου 


  που 

τζμνονται ςτο Θ. Το  ΒΘ προεκτεινόμενο, τζμνει το ΑΓ ςτο Κ και το ΑΔ ςτο Θ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το ΗΚΓΕ είναι παραλληλόγραμμο.      (Μονάδεσ 9) 

β)  .         (Μονάδεσ 9) 

γ) ΑΘ=2ΗΘ.        (Μονάδεσ 7) 

 

 
 
 
 

 1878



α)	  Τo	  ΖΕ	  ενώνει	  μέσα	  δύο	  πλευρών	  του	  τριγώνου	  ΑΒΓ,	  άρα	  	  

ZE	  //	  AΓ	  άρα	  	  ZE	  //	  KΓ	  και	  ZΕ	  =	  
!"
!
	  .	  

Επειδή	  ΑΕ,	  ΓΖ	  διάμεσοι	  του	  τριγώνου	  ΑΒΓ,	  το	  Θ	  είναι	  το	  βαρύκεντρό	  του,	  

οπότε	  και	  η	  ΒΚ	  είναι	  διάμεσος.	  Άρα	  	  ΚΓ	  =	  
!"
!
	  	  

Οπότε	  το	  τετράπλευρο	  ΖΚΓΕ	  έχει	  τις	  απέναντι	  πλευρές	  του	  ΖΕ	  και	  ΚΓ	  ίσες	  και	  

παράλληλες,	  οπότε	  είναι	  παραλληλόγραμμο.	  

	  
β)	  Στο	  τρίγωνο	  ΑΒΔ	  το	  ΖΓ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  του	  ΑΒ	  και	  ΒΔ,	  άρα	  

ΖΓ	  //	  ΑΔ	  	  άρα	  και	  ΘΓ	  //	  AH	  (1)	  

Στο	  τρίγωνο	  ΒΗΔ	  το	  Γ	  είναι	  μέσο	  του	  ΒΔ	  και	  ΘΓ	  //	  HΔ,	  άρα	  το	  Θ	  είναι	  μέσο	  

του	  ΒΗ.	  

Οπότε	  στο	  τρίγωνο	  ΒΗΓ	  το	  ΘΕ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  του	  ΒΗ	  και	  ΒΓ,	  

άρα	  ΘΕ	  //	  ΗΓ	  	  άρα	  και	  ΑΘ	  //	  ΗΓ	  (2)	  

Από	   τις	   (1),	   (2)	   συμπεραίνουμε	   	   ότι	   το	   τετράπλευρο	   ΑΘΓΗ	   είναι	  

παραλληλόγραμμο	  αφού	  οι	  απέναντι	  πλευρές	  του	  είναι	  παράλληλες.	  	  

Άρα	  ΑΗ	  =	  ΘΓ	  ως	  απέναντι	  πλευρές	  παραλληλογράμμου.	  

γ)	  Στο	  τρίγωνο	  ΒΑΗ	  το	  ΖΘ	  ενώνει	  τα	  μέσα	  των	  πλευρών	  του	  ΑΒ	  και	  ΒΗ,	  άρα	  

ΖΘ	  =	  
!"
!
	  ⇔	  ΑΗ	  =	  2	  ΖΘ.	  	  

	  

 1878-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Έστω κύκλος με κέντρο Ο και διάμετρο ΑΒ. Φέρνουμε χορδή  //  με Κ το μέσο 

της. Από το Δ φέρνουμε το τμήμα ΔΕ κάθετο στη ΔΓ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α)  Το τετράπλευρο ΚΓΟΕ είναι παραλληλόγραμμο.    (Μονάδες 8) 

β)  
2


 

= .        (Μονάδες 12) 

γ)    .             (Μονάδες 5) 

 
 
 
 

 1879



 

α) Επειδή ΔE ⊥ ΓΔ και ΓΔ // AB είναι και ΔE ⊥ AB.  

Το ΟΓΔ είναι ισοσκελές, καθώς οι ΟΔ και ΟΓ είναι ακτίνες του κύκλου. Το Κ είναι 

μέσο της χορδής ΔΓ. Συνεπώς η ΟΚ είναι διάμεσος της βάσης ΓΔ επομένως είναι και 

ύψος του τριγώνου, δηλαδή είναι OK ⊥ ΓΔ.  

Τελικά, το τετράπλευρο ΔΕΟΚ έχει τρείς γωνίες ορθές, άρα είναι ορθογώνιο. 

Επομένως ΔK = ΟΕ. 

Όμως, από υπόθεση, ΔK = KΓ, άρα ΟΕ = ΚΓ.  

Επιπλέον ΟΕ // ΚΓ, οπότε το ΚΓΟΕ είναι παραλληλόγραμμο. 

β) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΔΕΚ και ΔΟΚ: 

• Είναι ορθογώνια, με ΕΔ̂Κ, ΔΚ̂Ο ορθές. 

• Έχουν ΔΚ κοινή πλευρά και  

• ΔE = OK, ως απέναντι πλευρές του ορθογωνίου ΔΕΟΚ. 

Άρα τα τρίγωνα ΔΕΚ και ΔΟΚ είναι ίσα, ως ορθογώνια με δύο κάθετες πλευρές ίσες, 

μία προς μία και άρα έχουν ΔΕ̂Κ = ΔΟ̂Κ (1), ως απέναντι γωνίες της κοινής πλευράς 

τους, ΔΚ. 

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΟΓΔ η ΟΚ είναι διχοτόμος της ΔΟ̂Γ (εφόσον είναι και 

διάμεσος της ΓΔ).  

Άρα ΔΟ̂Γ = 2ΔΟ̂K. Από (1) έχουμε ΔΕ̂Κ = ΔΟ̂Κ, επομένως: 

ΔΟ̂Γ = 2ΔΕ̂Κ  ΔΕ̂Κ = 
ΔΟ̂Γ

2
 . 

γ) Είναι KE = OΔ, ως διαγώνιοι του ορθογωνίου ΔΕΟΚ και OΔ = OB, ως ακτίνες του 

κύκλου. Άρα ΚΕ = ΟΒ. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΒΚ, η ΚΒ είναι υποτείνουσά του, άρα ισχύει OB < ΚΒ , άρα 

KE < KB. 
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ΘΕΜΑ 4 

Έστω ορθογώνιο τρίγωνο 


  με οΑ̂ 90  και Δ, Ε και Ν  τα μέσα των ΑΒ, ΑΓ και ΔΕ 

αντίστοιχα. Στο τμήμα ΒΓ θεωρούμε σημεία Κ και Λ ώστε    και  .  

Να αποδείξετε ότι: 

α)   ˆ ˆΔΚΛ 2Β  και ˆ ˆΕΛΚ 2Γ .      (Μονάδες 10) 

β)    Το τετράπλευρο ΔΕΛΚ είναι παραλληλόγραμμο.       (Μονάδες 9) 

γ )     2         (Μονάδες 6) 

 
 
 

 

 1880



α) Στο ισοσκελές τρίγωνο ΔΚΒ είναι ΔΚ = ΚΒ οπότε ΒΔ̂K = Β̂. 

Η γωνία ΔΚ̂Λ είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΔΒΚ, άρα: ΔΚ̂Λ = ΒΔ̂K + Β̂ = 2Β̂. 

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΕΛΓ είναι ΕΛ = ΛΓ οπότε ΛΕ̂Γ = Γ̂.  

Η γωνία EΛ̂K είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΕΛΓ, άρα:  EΛ̂K = ΛΕ̂Γ + Γ̂ = 2Γ̂ 

 

β) Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ ισχύει ότι: Β̂ + Γ̂ = 90ο  

Από το ερώτημα (α) ισχύει ότι:  ΔΚ̂Λ + EΛ̂K = 2Β̂ + 2Γ̂ = 2(Β̂ + Γ̂) = 2  90ο = 180ο  

Επειδή οι γωνίες ΔΚ̂Λ, EΛ̂Κ είναι εντός και επί τα αυτά μέρη των ΔΚ, ΕΛ που τέμνονται 

από την ΒΓ και είναι παραπληρωματικές, προκύπτει ότι ΔΚ // ΕΛ. 

Επειδή το ΔΕ ενώνει μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΒΓ, ισχύει ότι 

ΔΕ // ΒΓ  ΔΕ // ΚΛ και ΔΕ = 
ΒΓ

2
 

Στο τετράπλευρο ΔΕΛΚ οι απέναντι πλευρές του είναι παράλληλες, άρα είναι 

παραλληλόγραμμο.  

γ) Επειδή το ΔΕΛΚ είναι παραλληλόγραμμο και ΔΕ = 
ΒΓ

2
  θα είναι και ΚΛ = 

ΒΓ

2
. Οπότε, 

και για το υπόλοιπο μέρος της ΒΓ θα είναι: ΒΚ +ΛΓ = 
ΒΓ

2
.  

Αφού ΒΚ = ΚΔ = ΛΕ = ΛΓ (δηλαδή ΒΚ=ΛΓ) θα έχουμε ΒΚ = ΛΓ =  
ΒΓ

4
.  

Άρα, τελικά είναι  ΔΚ = 
ΒΓ

4
 και αφού ΔΕ = 

ΒΓ

2
, θα είναι ΔΕ=2ΔΚ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω τρίγωνο 


  (  ), ΑΔ το φψοσ του και Μ το μζςο του ΑΒ. Η 

προζκταςη τησ ΜΔ τζμνει την προζκταςη τησ ΑΓ ςτο ςημείο Ε ϊςτε   . 

Να αποδείξετε ότι: 

α)   


 .                 (Μονάδεσ 8) 

β)   


 2 .            (Μονάδεσ 10) 

γ)    ΓΕ<ΑΓ.          (Μονάδεσ 7) 

 

 
 
 
 
 

 1881



α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΒ η ΔΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα του άρα  ΔΜ = 
ΑΒ

2
 = ΜΒ 

Συνεπώς το τρίγωνο ΔΜΒ είναι ισοσκελές και ισχύει MΔ̂B = Β̂ (1) 

Είναι ΓΔ = ΓΕ, οπότε το τρίγωνο ΓΔΕ είναι ισοσκελές. Άρα  Ε̂ = ΓΔ̂Ε (2) 

Επειδή MΔ̂B = ΓΔ̂E ως κατακορυφήν, από τις σχέσεις (1), (2) προκύπτει ότι Β̂ = Ε̂. 

 

β) Η γωνία Γ̂ είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΓΕΔ, οπότε Γ̂ = Ε̂ + ΓΔ̂E = Ε̂ + Ε̂ = 2Ε̂ = 2Β̂ (3) 

Η γωνία ΑΜ̂Δ είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΜΔΒ, άρα  ΑΜ̂Δ = ΜΔ̂Β + Β̂ = Β̂ + Β̂ = 2Β̂ (4) 

Από τις (3), (4) προκύπτει: Γ̂ = 2Β̂ = AΜ̂Δ . 

γ) Η ΑΓ είναι υποτείνουσα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ, άρα είναι η μεγαλύτερη 

πλευρά του. Άρα ΑΓ > ΓΔ και επειδή ΓΔ = ΓΕ θα είναι  ΑΓ > ΓΕ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω τρίγωνο 


 , ΑΔ η διχοτόμοσ τησ γωνίασ Α και Μ το μζςον τησ ΑΒ. Η κάθετη 

από το Μ ςτην ΑΔ τζμνει το ΑΓ ςτο Ε. Η παράλληλη από το Β ςτο ΑΓ τζμνει την 

προζκταςη τησ ΑΔ ςτο Κ και την προζκταςη τησ ΕΜ ςτο Λ 

Να αποδείξετε ότι: 

α)    Τα τρίγωνα ΑΕΜ, ΜΒΛ και ΑΒΚ είναι ιςοςκελή.    (Μονάδεσ 15) 

β)   Το τετράπλευρο ΑΛΒΕ είναι παραλληλόγραμμο.    (Μονάδεσ 10) 

 
 

 1882



α) Η ΑΔ είναι ο φορέας του ύψους και της διχοτόμου του τριγώνου ΑΕΜ, οπότε το 

τρίγωνο είναι ισοσκελές με ΑΕ=ΑΜ και AΕ̂M = AΜ̂E (1). 

 

Επίσης AΕ̂M = MΛ̂B (2) ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΓ, ΛΚ που τέμνονται από 

την ΕΛ και AΜ̂E = BΜ̂Λ (3) ως κατακορυφήν. Από (1), (2), (3) βρίσκουμε BΜ̂Λ = ΜΛ̂Β, 

οπότε το τρίγωνο ΒΜΛ είναι ισοσκελές. 

Είναι Κ̂ = ΓΑ̂Δ (4) ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΓ, ΚΛ που τέμνονται από την 

ΑΚ και ΓΑ̂Δ = ΔΑ̂Β (5) γιατί η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Α̂. Από (4), (5) βρίσκουμε 

ΔΑ̂B = Κ̂, οπότε το τρίγωνο ΑΒΚ είναι ισοσκελές. 

β) Από τα ισοσκελή τρίγωνα ΑΕΜ και ΜΒΛ και επειδή το Μ είναι μέσο του Β, έχουμε 

ΑΕ=ΑΜ=ΜΒ=ΒΛ. Οπότε ΑΕ=//ΒΛ, άρα το ΑΛΒΕ είναι παραλληλόγραμμο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Έστω ισοσκελές τρίγωνο 


  (  ) και ΑΔ διάμεσος. Στο τμήμα ΑΔ 

θεωρούμε τυχαίο σημείο Κ από το οποίο φέρνουμε τα τμήματα ΚΖ και ΚΕ κάθετα 

στις ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.  

α)  Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΚΒΓ και ΚΖΕ είναι ισοσκελή.           (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΖΕΓΒ είναι ισοσκελές τραπέζιο.    (Μονάδες 10) 

γ)   Ένας μαθητής στην πορεία της λύσης του έδωσε το εξής επιχείρημα: 

«Το τμήμα ΑΔ είναι διάμεσος στη βάση ισοσκελούς άρα ύψος και διχοτόμος 

του τριγώνου 


 και μεσοκάθετος του ΒΓ.  Οπότε και το τρίγωνο 


  

είναι ισοσκελές.  

Τα τρίγωνα    


   ,  έχουν 

1.     

2.   


  επειδή ΑΚ διχοτόμος της 


  

3.    


  ως διαφορές ίσων γωνιών ισοσκελών τριγώνων. 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα βάση του κριτηρίου Γωνία Πλευρά Γωνία.» 

 

Ο καθηγητής είπε ότι η απάντησή του είναι ελλιπής. Να συμπληρώσετε την 

απάντηση του μαθητή ώστε να ικανοποιεί το κριτήριο Γωνία –Πλευρά- Γωνία 

διατηρώντας τις πλευρές ΒΚ και ΚΓ.                                                             (Μονάδες 7)  

 

 

 

 1884



 

 1884



α) Η ΑΔ είναι διάμεσος ισοσκελούς τριγώνου, άρα είναι και διχοτόμος και ύψος. 

Επειδή το Κ ανήκει στη μεσοκάθετο του ΒΓ θα ισαπέχει από τα άκρα του, δηλαδή 

ΚΒ=ΚΓ, οπότε το τρίγωνο ΚΒΓ είναι ισοσκελές. 

Επειδή το Κ ανήκει στη διχοτόμο της γωνίας Α̂, ισαπέχει από τις πλευρές της γωνίας. 

Άρα ΖΚ = ΚΕ, οπότε το τρίγωνο ΖΚΕ είναι ισοσκελές. 

 

β) Τα τρίγωνα ΒΖΚ και ΚΕΓ είναι ορθογώνια και έχουν: 

 ZK = KE, από το ερώτημα (α) 

 ΚΒ = ΚΓ, από το ερώτημα (α)  

Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΖΚ και ΚΕΓ έχουν τις υποτείνουσες και από μία κάθετη 

πλευρά ίσες μία προς μία, άρα είναι ίσα. Οπότε ισχύει ΒΖ = ΓΕ. 

Αφού ΑΒ = ΑΓ και ΒΖ = ΓΕ θα είναι και ΑΖ = ΑΕ. Επομένως το τρίγωνο ΑΖΕ είναι 

ισοσκελές και έχει ΑΖ̂Ε = ΑΕ̂Ζ (1). Από το άθροισμα των γωνιών του τριγώνου ΑΖΕ, 

έχουμε: ΑΖ̂Ε = ΑΕ̂Ζ  = 
1

 2 
(180ο – Α̂)  

Ομοίως, από το άθροισμα των γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ, έχουμε: Β̂ = 
1

 2 
(180ο – Α̂). 

Οπότε ΑΖ̂Ε = Β̂ και επειδή οι γωνίες αυτές είναι εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των 

ΖΕ, ΒΓ που τέμνονται από την ΑΒ, συμπεραίνουμε ότι  ΖΕ // ΒΓ. Και αφού οι ΒΖ και ΓΕ 

δεν είναι παράλληλες, το ΒΖΕΓ είναι τραπέζιο. 

Επιπλέον ισχύει ΒΖ = ΓΕ  άρα το ΒΖΕΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

γ) Η απάντηση είναι ελλιπής διότι ο μαθητής έλαβε υπόψη του γωνίες που δεν είναι 

προσκείμενες σε κάθε πλευρά. Έπρεπε να αναφέρει ότι αφού τα δύο τρίγωνα έχουν 

δύο γωνίες ίσες, θα έχουν και τις τρίτες τους γωνίες ίσες, δηλαδή ΑΚ̂Β = ΑΚ̂Γ. Οπότε 

τα τρίγωνα είναι ίσα με το κριτήριο ΓΠΓ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ και το φψοσ του ΑΗ. Αν Δ, Ε και Ζ είναι τα μζςα των 

ΑΒ,ΑΓ και ΒΓ αντίςτοιχα, να αποδείξετε ότι :  

α)  το  τετράπλευρο ΔΕΖΗ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο.          (Μονάδεσ 8)         

β)  οι γωνίεσ ΗΔΖ και ΗΕΖ είναι ίςεσ .      (Μονάδεσ 8) 

γ)  οι γωνίεσ ΕΔΖ και ΕΗΖ είναι ίςεσ.       (Μονάδεσ 9) 

 

 1885



α) Το ΔΕ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών του τριγώνου 

ΑΒΓ, οπότε ισχύει ότι: ΔΕ // ΒΓ άρα και ΔΕ // ΗΖ. 

Το ΕΖ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΒΓ, άρα ισχύει ότι:  

ΕΖ // ΑΒ και ΕΖ = 
ΑΒ

2
 (1).  

Αφού ΕΖ // ΑΒ και η ΔΗ τέμνει την ΑΒ, θα τέμνει και την παράλληλή της ΕΖ. Οπότε οι 

το τετράπλευρο ΔΕΗΖ έχει μόνο δύο πλευρές παράλληλες, άρα είναι τραπέζιο. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΗΒ η ΗΔ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα, 

άρα  ΗΔ = 
ΑΒ

2
 (2) 

Από τις σχέσεις (1), (2) προκύπτει ότι ΕΖ = ΗΔ (3). Επομένως το τραπέζιο ΔΕΖΗ είναι 

ισοσκελές. 

 

β) Τα τρίγωνα ΗΔΖ και ΗΕΖ έχουν: 

 ΕΖ = ΗΔ, λόγω της (3) 

 ΗΖ κοινή πλευρά 

 ΔΗ̂Ζ = ΕΖ̂Η, ως γωνίες βάσης του ισοσκελούς τραπεζίου 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ– Π, τα τρίγωνα ΗΔΖ και ΗΕΖ είναι ίσα, άρα και ΗΔ̂Ζ = 

ΗΕ̂Ζ. 

γ) Είναι ΕΔ̂Ζ = ΔΖ̂Η (4) ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΔΕ, ΒΓ που τέμνονται από 

την ΔΖ. 

Επίσης, ΔΖ̂Η = ΕΗ̂𝛧 (5) από την ισότητα των τριγώνων ΔΗΖ και ΕΗΖ. 

Από (4), (5) προκύπτει ότι ΕΔ̂Ζ = ΕΗ̂Ζ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ (


 = 90o) και ΔΒΓ ( 90


) (όπου Α και Δ 

εκατζρωθεν τησ ΒΓ) και το μζςο Μ τησ ΒΓ.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) το τρίγωνο ΑΜΔ είναι ιςοςκελζσ.     (Μονάδεσ 9) 

β) 


2             (Μονάδεσ 9) 

γ) 


              (Μονάδεσ 7) 

 

 

 

 

 1886



α) Το τμήμα ΑΜ είναι διάμεσος του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ που φέρουμε από την 

κορυφή της ορθής γωνίας οπότε είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας, δηλαδή AM 

= 
ΒΓ

2
 . 

Όμοια, το τμήμα ΔΜ είναι διάμεσος του ορθογωνίου τριγώνου ΒΔΓ, που φέρουμε 

από την κορυφή της ορθής γωνίας οπότε είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας, 

δηλαδή ΔΜ = 
ΒΓ

2
.   

Άρα AM = ΔM, οπότε το τρίγωνο ΑΜΔ είναι ισοσκελές. 

β) Επειδή AM = 
ΒΓ

2
 = ΜΓ το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισοσκελές οπότε ισχύει ότι: 

MΑ̂Γ = MΓ̂A (1) 

Επειδή ΔM = 
ΒΓ

2
 = ΜΓ το τρίγωνο ΔΜΓ είναι ισοσκελές οπότε ισχύει ότι: 

MΔ̂Γ = MΓ̂Δ (2)  

Η γωνία ΑΜ̂Β είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΑΜΓ άρα ισούται με το άθροισμα των 

δύο απέναντι εσωτερικών, οπότε σε συνδυασμό με τη σχέση (1) βρίσκουμε:  

AΜ̂B = MΑ̂Γ + MΓ̂A  ΑΜ̂Β = 2MΓ̂A (3) 

Η γωνία ΒΜ̂Δ είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΜΔΓ, άρα χρησιμοποιώντας τη σχέση (2) 

παίρνουμε 

BΜ̂Δ = MΔ̂Γ + MΓ̂Δ   ΒΜ̂Δ = 2MΓ̂Δ (4) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις (3), (4) και βρίσκουμε: 

AΜ̂B + BΜ̂Δ = 2MΓ̂A + 2MΓ̂Δ  AΜ̂Δ = 2AΓ̂Δ 

γ) Είναι BΑ̂Γ + BΔ̂Γ = 90ο + 90ο = 180ο, δηλαδή δύο απέναντι γωνίες του τετραπλεύρου 

ΑΒΓΔ είναι παραπληρωματικές άρα το τετράπλευρο είναι εγγράψιμο. Επομένως η 

πλευρά του ΓΔ φαίνεται από τις κορυφές Α και Β υπό ίσες γωνίες, δηλαδή ΓΒ̂Δ = ΓΑ̂Δ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ και η διχοτόμοσ του ΑΔ. Στην πλευρά ΑΓ θεωροφμε 

ςημείο Ε τζτοιο ϊςτε ΑΕ = ΑΒ.  

Να αποδείξετε ότι :  

α) τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΕ είναι ίςα.     (Μονάδεσ 7) 

β) η ευθεία ΑΔ είναι μεςοκάθετοσ του τμήματοσ ΒΕ.   (Μονάδεσ 9) 

γ) αν το φψοσ από την κορυφή Β του τριγϊνου ΑΒΓ τζμνει την ΑΔ ςτο Η τότε η 

ευθεία ΕΗ είναι κάθετη ςτην ΑΒ.      (Μονάδεσ 9) 

 

 

 

 1887



α) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΕ έχουν: 

 ΑΔ κοινή πλευρά 

 AE = AB, από υπόθεση 

 BΑ̂Δ = ΔΑ̂Ε, διότι ΑΔ διχοτόμος της γωνίας Α̂ 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π, τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΕ  είναι ίσα. 

 

β) Επειδή ΑΒ = ΑΕ (από υπόθεση) και ΔΒ = ΔΕ (από τα ίσα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΕ) τα Α, 

Δ βρίσκονται στη μεσοκάθετο του ΒΕ. Άρα η ΑΔ είναι μεσοκάθετος του ΒΕ. 

 

γ) Στο τρίγωνο ΑΒΕ τα ΑΘ, ΒΗ είναι ύψη που τέμνονται στο Η, άρα το σημείο Η είναι 

το ορθόκεντρο του τριγώνου. Συνεπώς το ΕΗ είναι το τρίτο ύψος και ισχύει ΕΗ  ΑΒ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ. Από το  Β φέρουμε κάθετη  στην διχοτόμο 

ΑΜ της γωνίας Α, η οποία τέμνει την ΑΜ στο Η και την ΑΓ στο Δ. Στην προέκταση της 

ΑΗ θεωρούμε σημείο Ζ τέτοιο ώστε ΑΗ = ΗΖ και έστω Θ το μέσο της πλευράς  ΒΓ. 

Να αποδείξετε ότι 

α) το τετράπλευρο ΑΒΖΔ είναι ρόμβος.     (Μονάδες 9) 

β) ΗΘ//ΒΖ.         (Μονάδες 9) 

γ) ΗΘ = 
ΑΓ−ΑΒ

2
       (Μονάδες 7) 

 

 

 

 1889



α) Στο τρίγωνο ΑΒΔ το ΑΗ είναι ύψος και διχοτόμος, οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές 

και το ΑΗ είναι και διάμεσος. Άρα ΒΗ = ΗΔ. Επίσης από υπόθεση ισχύει ότι ΑΗ = ΗΖ. 

Συνεπώς, στο τετράπλευρο ΑΒΖΔ οι διαγώνιες του ΑΖ, ΒΔ διχοτομούνται κάθετα, άρα 

το τετράπλευρο είναι ρόμβος. 

β) Το ΗΘ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών του τριγώνου ΒΔΓ, άρα  

ΗΘ // ΔΓ  ΗΘ // ΑΔ (1) 

Επειδή το ΑΒΖΔ είναι ρόμβος ισχύει ότι BZ // ΑΔ (3). 

Από τις (1), (3) προκύπτει ότι ΗΘ // ΒΖ 

γ) Το ΗΘ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΒΔ και ΒΓ του τριγώνου ΒΔΓ οπότε 

ΗΘ = 
ΔΓ

2
=

ΑΓ−ΑΔ

2
=

ΑΓ−ΑΒ

2
 

διότι ΑΒ = ΑΔ αφού ΑΒΖΔ είναι ρόμβος. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω ςχήμα φαίνονται οι θζςεισ ςτο χάρτη πζντε χωριών Α, Β, Γ, Δ και Ε 

και οι δρόμοι που τα ςυνδζουν. Το χωριό Ε ιςαπζχει από τα χωριά Β, Γ και επίςησ 

από τα χωριά Α και Δ. 

α)  Να  αποδείξετε ότι:  

i. η απόςταςη των χωριών Α και Β είναι ίςη με την απόςταςη των χωριών Γ και 

Δ.         (Μονάδεσ 5) 

ii. αν οι δρόμοι  ΑΒ και  ΓΔ  ζχουν  δυνατότητα να  προεκταθοφν, να αποδείξετε 

ότι αποκλείεται να ςυναντηθοφν.     (Μονάδεσ 5)   

iii. τα χωριά Β και Γ ιςαπζχουν από τον δρόμο ΑΔ.   (Μονάδεσ 8) 

β) Να προςδιορίςετε γεωμετρικά το ςημείο του δρόμου ΑΓ που ιςαπζχει από τα 

χωριά Α και Δ.        (Μονάδεσ 7) 

    

     

 

 

 

 

 

 

 

 1890



α) i. Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΔΓΕ έχουν:  

 ΕΒ = ΕΓ, από υπόθεση 

 ΕΑ = ΕΔ, από υπόθεση, 

 ΑΕ̂Β = ΔΕ̂Γ ως κατακορυφήν. 

Σύμφωνα με το κριτήριο Π – Γ – Π τα τρίγωνα είναι ίσα οπότε και οι πλευρές που 

βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες ΑΕ̂Β και ΔΕ̂Γ είναι ίσες, δηλαδή ΑΒ = ΓΔ. 

 

ii. Επειδή ΕΒ = ΕΓ και ΕΑ = ΕΔ, δηλαδή οι διαγώνιοι του ΑΒΔΓ διχοτομούνται, 

συμπεραίνουμε ότι το ΑΒΔΓ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε ΑΒ//ΓΔ. Άρα αν οι δρόμοι 

ΑΒ και ΓΔ προεκταθούν, αποκλείεται να συναντηθούν. 

 

iii. Φέρουμε ΒΖ  ΑΔ και ΓΗ  ΑΔ. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΓΕΗ και ΒΕΖ έχουν: 

 ΕΓ = ΕΒ, από υπόθεση 

 ΒΕ̂Ζ = ΓΕ̂Η, ως κατακορυφήν 

Άρα είναι ίσα οπότε ισχύει ΒΖ = ΓΗ, δηλαδή τα Β, Γ ισαπέχουν από την ΑΔ. 

 1890-Λύση



 

β) Για να ισαπέχει κάποιο σημείο από τα Α και Δ, θα πρέπει να ανήκει στη μεσοκάθετο 

του ΑΔ. Εφόσον θέλουμε το σημείο αυτό να ανήκει στο δρόμο ΑΓ, θα είναι το σημείο 

τομής της της ΑΓ με τη μεσοκάθετο του ΑΔ. Οπότε φέρουμε τη μεσοκάθετη ε του ΑΔ 

και ονομάζουμε Θ το σημείο τομής της με την ΑΓ. Το σημείο Θ ισαπέχει από τα Α, Δ.  

 

 

 1890-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ > ΑΔ και οι διχοτόμοι των γωνιών του ΑΡ, ΒΕ, 

ΓΣ και ΔΤ (όπου Ρ, Ε ςτην ΔΓ και Σ, Τ ςτην ΑΒ) τζμνονται ςτα ςημεία Κ, Λ, M και N 

όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχήμα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) το τετράπλευρο ΔΕΒΤ είναι παραλληλόγραμμο.    (Μονάδεσ 7) 

β) το τετράπλευρο ΚΛΜΝ είναι ορθογώνιο.     (Μονάδεσ 8) 

γ) ΛΝ // ΑΒ         (Μονάδεσ 5)  

δ) ΛΝ = ΑΒ – ΑΔ        (Μονάδεσ 5) 

 

 

 

 

 

 1891



α) Τα τρίγωνα ΑΔΤ και ΒΓΕ έχουν: 

 ΕΒ̂Γ = ΑΔ̂Τ, ως μισά των απέναντι γωνιών Β̂ και Δ̂ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ 

 AΔ = BΓ, ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ  

 Α̂ = Γ̂, ως απέναντι γωνίες του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ 

Σύμφωνα με το κριτήριο Γ – Π – Γ τα τρίγωνα ΑΔΤ και ΒΓΕ είναι ίσα, οπότε έχουν ΔT = 

BE (1) αφού οι πλευρές αυτές βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες Α̂ και Γ̂. 

Επιπλέον, από την προηγούμενη ισότητα τριγώνων προκύπτει ότι  AT = EΓ (2). 

Επειδή AB = ΓΔ (ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο) ισχύει: 

ΑΒ = ΓΔ  ΑΤ + ΤΒ = ΔΕ + ΕΓ 

η οποία λόγω της (2) γράφεται 

ΤΒ = ΔΕ (3). 

Από τις (1), (3) προκύπτει ότι το τετράπλευρο ΔΕΒΤ είναι παραλληλόγραμμο γιατί οι 

απέναντι πλευρές του είναι ίσες. 

 

β) Όμοια δείχνουμε ότι το ΑΣΓΡ είναι παραλληλόγραμμο οπότε ΑΡ// ΣΓ και NK // ΜΛ. 

Επειδή το ΔΕΒΤ είναι παραλληλόγραμμο, είναι MN // KΛ, οπότε και το ΚΛΜΝ είναι 

παραλληλόγραμμο. 

Είναι ΝΔ̂Ε =  ΣΤ̂Μ, ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΔΓ που τέμνονται από την 

ΔΤ και  

ΝΔ̂Ε = ΑΔ̂Ν, διότι η ΔΤ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ̂.  

Άρα είναι ΣΤ̂Μ = ΑΔ̂Ν, οπότε το τρίγωνο ΑΔΤ είναι ισοσκελές με βάση την ΔΤ.  

Η ΑΝ είναι διχοτόμος του τριγώνου ΑΔΤ, οπότε είναι ύψος και διάμεσός του, δηλαδή 

Ν̂ = 90ο. Τελικά, επειδή το παραλληλόγραμμο ΚΛΜΝ έχει μία γωνία ορθή, είναι 

ορθογώνιο. 

γ) Το τρίγωνο ΑΔΤ είναι ισοσκελές (το αποδείξαμε στο β ερώτημα) οπότε ΑΔ = ΑΤ (4). 

Άρα η ΑΝ είναι και διάμεσος, οπότε το Ν είναι στο μέσο του ΔΤ. Όμοια προκύπτει ότι 

 1891-Λύση



στο τρίγωνο ΓΒΕ το Λ είναι στο μέσο του ΒΕ. Από το παραλληλόγραμμο ΔΕΒΤ 

βρίσκουμε: 

ΔΤ // = ΒΕ  
ΔΤ

2
 // = 

ΒΕ

2
  ΔΝ // = ΕΛ 

Άρα το ΔΝΛΕ έχει δύο απέναντι πλευρές του ίσες και παράλληλες οπότε είναι 

παραλληλόγραμμο. Συνεπώς είναι ΛΝ // ΔΕ οπότε και ΝΛ // ΑΒ. 

δ) Είναι  ΛΝ = ΒΤ = ΑΒ – ΑΤ και λόγω της (4) γίνεται 

ΛN = AB – ΑΔ 

 1891-Λύση



ΘΕΜΑ 4 
 
Ζςτω ΑΒΓΔ ορθογώνιο με ΑΒ>ΒΓ τζτοιο ώςτε οι διαγώνιοί του να ςχθματίηουν γωνία 

60°. Από το Δ φζρουμε ΔΜ κάθετθ ςτθν ΑΓ.  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. το ςθμείο Μ είναι μζςο του ΑΟ όπου Ο το κζντρο του ορθογωνίου.             

(Μονάδεσ 8) 

ii. ΑΜ=
1

4
ΑΓ        (Μονάδεσ 7) 

β) Αν από το Γ φζρουμε ΓΝ κάθετθ ςτθ ΒΔ, να αποδείξετε ότι το ΜΝΓΔ είναι 

ιςοςκελζσ τραπζηιο.      (Μονάδεσ 10) 

 

 
 
 
 
 
 
 

 1893



   

α) i. Οι διαγώνιοι ΑΓ, ΒΔ του ορθογωνίου ΑΒΓΔ είναι ίσες και διχοτομούνται, άρα και 

τα μισά τους είναι ίσα, δηλαδή ΑΓ = ΒΔ  
ΑΓ

2
=

ΒΔ

2
  ΟΑ = OΔ. 

Άρα το τρίγωνο ΟΑΔ είναι ισοσκελές με ΔΑ̂Ο = ΑΔ̂Ο. Όμως ΑΟ̂Δ = 60ο, από υπόθεση 

και συνεπώς, από το άθροισμα των γωνιών του, το ισοσκελές τρίγωνο έχει ΔΑ̂Ο + ΑΔ̂Ο 

+ 60ο =  180ο με ΔΑ̂Ο = ΑΔ̂Ο. Άρα ΔΑ̂Ο = ΑΔ̂Ο = ΑΟ̂Δ = 60ο. Οπότε το τρίγωνο ΟΑΔ είναι 

ισόπλευρο, εφόσον έχει τρεις γωνίες ίσες. Το ΔΜ είναι ύψος στο ισόπλευρο τρίγωνο, 

οπότε είναι και διάμεσος, δηλαδή το Μ είναι μέσο του ΟΑ. 

ii. Είναι ΑΜ = 
ΟΑ

2
=

ΑΓ

2

2
=

ΑΓ

4
. 

β) Ομοίως με το ΟΑΔ, το τρίγωνο ΟΒΓ είναι ισόπλευρο οπότε το ΓΝ είναι ύψος και 

διάμεσός του. 

Στο τρίγωνο ΟΑΒ το ΜΝ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών, άρα ΜΝ // ΑΒ. Όμως ΑΒ // ΓΔ 

ως πλευρές ορθογωνίου, άρα ΜΝ // ΓΔ. 

Επίσης, ΜΝ = 
ΑΒ

2
 = 
ΓΔ

2
 < ΓΔ. Δηλαδή το ΜΝ είναι μικρότερο του ΓΔ, επομένως το ΜΝΓΔ 

δεν είναι παραλληλόγραμμο, καθώς αν ήταν οι απέναντι πλευρές του, ΜΝ και ΓΔ θα 

ήταν ίσες. Επομένως οι ΜΔ και ΓΝ δεν είναι παράλληλες. 

Άρα το ΜΝΓΔ είναι τραπέζιο. 

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΟΜΔ και ΟΝΓ: 

• Είναι ορθογώνια. 

• MΟ̂Δ = ΝΟ̂Γ = 60ο, ως κατακορυφήν γωνίες και  

• ΟΔ = ΟΓ, ως μισά των ίσων διαγωνίων του ορθογωνίου.  

Άρα τα τρίγωνα ΟΜΔ και ΟΝΓ είναι ίσα οπότε ισχύει και ΔΜ = ΓΝ, ως απέναντι 

από τις ίσες γωνίες MΟ̂Δ και ΝΟ̂Γ. Επομένως το τραπέζιο ΜΝΓΔ είναι ισοσκελές. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΓΒ (ΑΓ=ΓΒ).  Φζρουμε τα φψη του ΑΚ και ΓΛ.  Αν Ε είναι το μζςο τησ 

πλευράσ ΑΓ, να αποδείξετε ότι: 

α) Tο τρίγωνο ΚΕΛ είναι ιςοςκελζσ.                                                                               (Μονάδεσ 10) 

β) H ΚΛ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ ΒΚΕ.                                                                            (Μονάδεσ 15) 

 

 

 

 1895



   

α) Τα τρίγωνα ΑΚΓ και ΓΛΑ είναι ορθογώνια με υποτείνουσα την ΑΓ, γιατί τα ΑΚ και 

ΓΛ είναι ύψη του τριγώνου ΑΒΓ.  Επίσης, το Ε είναι μέσο της ΑΓ. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΓ η ΚΕ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα 

άρα ΚΕ =  
ΑΓ

2
. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΓΛΑ η ΛΕ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα 

άρα ΛΕ =  
ΑΓ

2
. 

Επομένως ΚΕ = ΛΕ οπότε το τρίγωνο ΚΕΛ είναι ισοσκελές με βάση την ΚΛ. 

 

β) Επειδή το τρίγωνο ΚΕΛ είναι ισοσκελές, ισχύει ότι ΕΛ̂Κ = ΕΚ̂Λ (1). 

 

Επίσης, το Λ είναι μέσο της ΑΒ, εφόσον το ΓΛ είναι ύψος της βάσης του ισοσκελούς 

ΑΒΓ, άρα και διάμεσος. Άρα, στο τρίγωνο ΑΒΓ το ΕΛ ενώνει τα μέσα των πλευρών του 

ΑΓ και ΑΒ, οπότε ΛΕ // ΓΒ. Τότε ΕΛ̂Κ = ΛΚ̂Β (2) ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΕΛ 

και ΒΓ που τέμνονται από την ΚΛ. 

 

Από (1), (2) συμπεραίνουμε ότι ΕΚ̂Λ = ΛΚ̂Β. 

Επομένως η ΚΛ είναι διχοτόμος της γωνίας ΒΚ̂Ε. 

 1895-Λύση



 

ΘΕΜΑ 4 

Σε ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( 090Α 


) ζχουμε ότι 030Β 


. Φζρουμε το φψοσ ΑΗ 

και τη διάμεςο ΑΜ του τριγϊνου ΑΒΓ. Από την κορυφή Β φζρνουμε κάθετη ςτη 

διάμεςο ΑΜ, η οποία την τζμνει ςτο ςημείο Ε όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχήμα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) 
2

ΑΒ
ΒΕ  ,        (Μονάδεσ 7) 

β) ΑΗ=ΒΕ,      (Μονάδεσ 7) 

γ) το τετράπλευρο ΑΗΕΒ είναι εγγράψιμο,     (Μονάδεσ 6) 

δ) ΕΗ//ΑΒ.         (Μονάδεσ 5) 

 
 

 

 1896



   

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η ΑΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα, άρα AM = ΜΒ = ΜΓ = 
ΒΓ

2
. 

Οπότε το τρίγωνο ΜΒΑ είναι ισοσκελές με βάση την ΑΒ και ΜΑ̂Β = ΜΒ̂Α = 30ο. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΕΑΒ είναι ΕΑ̂Β = 30ο, άρα BE = 
ΑΒ

2
 (1). 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΗΑ είναι ΗΒ̂A = 30ο, άρα AH = 
ΑΒ

2
 (2). Τότε από (1), (2) 

προκύπτει AH = BE. 

γ) Επειδή BΕ̂A = BΗ̂A = 90ο, στο τετράπλευρο ΑΗΕΒ η πλευρά του ΑΒ φαίνεται από τις 

κορυφές Ε και Η υπό ίσες γωνίες, άρα το τετράπλευρο είναι εγγράψιμο. 

δ) Στο τετράπλευρο ΑΗΕΒ, εφόσον είναι εγγράψιμο, η πλευρά του ΑΗ φαίνεται από 

τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες, δηλαδή ισχύει ΑΕ̂Η = ΗΒ̂Α. 

Όμως ΗΒ̂Α = 30ο, άρα ΑΕ̂Η = 30ο = ΕΑ̂Β.  

Άρα οι ευθείες ΕΗ και ΑΒ που τέμνονται από την ΑΕ σχηματίζουν τις εντός εναλλάξ 

γωνίες ΑΕ̂Η και ΕΑ̂Β ίσες. Επομένως ΕΗ // ΑΒ. 
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ΘΕΜΑ 4  

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμζνο ςε κφκλο (Ο,R). Ζςτω ςημείο Δ του 

τόξου ΑΒ  τζτοιο ώςτε ΔΒ⊥ΒΓ. 

α) Να αποδείξετε ότι ΑΔ⊥ΑΓ.      (Μονάδεσ 8) 

β) Ζςτω Η το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο 

ΑΔΒΗ είναι παραλληλόγραμμο.      (Μονάδεσ 9) 

γ) Αν Μ το μζςον τησ ΒΓ, να αποδείξετε ότι ΟΜ=
2


.   (Μονάδεσ 8) 

 1897



 

α) Στο τετράπλευρο ΑΓΒΔ, λόγω του ότι είναι εγγεγραμμένο ισχύει ότι οι απέναντι 

γωνίες του είναι παραπληρωματικές, δηλαδή: 

ΔΑ̂Γ + ΔΒ̂Γ = 180ο  ΔΑ̂Γ + 90ο = 180ο  ΔΑ̂Γ = 90ο. 

Άρα ΑΔ ⊥ ΑΓ. 

β) Αν ΑΕ και ΒΖ τα ύψη του τριγώνου ΑΒΓ, τότε το σημείο τομής τους Η είναι το 

ορθόκεντρο του τριγώνου. Έχουμε: 

• ΑΔ ⊥ ΑΓ, από το α) και  ΒΖ ⊥ ΑΓ. Άρα ΑΔ // ΒΖ, γιατί είναι και οι δύο κάθετες 

στην ΑΓ. Οπότε και ΑΔ // ΒΗ (1). 

• ΔΒ ⊥ ΒΓ, από υπόθεση και  ΑΕ ⊥ ΒΓ  άρα ΔΒ // ΑΕ, γιατί είναι και οι δύο κάθετες 

στην ΒΓ οπότε και ΔΒ // ΑΗ (2). 

Από (1), (2) το ΑΔΒΗ είναι παραλληλόγραμμο, γιατί έχει τις απέναντι πλευρές του 

παράλληλες. 
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γ) Για την εγγεγραμμένη γωνία ΔΑΓ ισχύει ΔΑ̂Γ = 90o, άρα βαίνει σε ημικύκλιο. Άρα η 

χορδή ΓΔ είναι διάμετρος του κύκλου. Στο τρίγωνο ΒΓΔ, το ΟΜ ενώνει τα μέσα των 

πλευρών ΓΔ (το Ο είναι κέντρο του κύκλου και η ΓΔ διάμετρός του) και ΓΒ οπότε ισχύει 

ΟΜ = 
ΒΔ

2
 (3). 

Επειδή το ΑΔΒΗ είναι παραλληλόγραμμο, έχουμε ΒΔ = ΑΗ (4). Από (3), (4) βρίσκουμε 

OM = 
ΑΗ

2
. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διάμεςόσ του ΑΔ. Ζςτω Ε, Η και Θ είναι τα μζςα των  ΒΔ, 

ΑΔ και ΑΓ αντίςτοιχα. 

α)  Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΔΕΗΘ είναι παραλληλόγραμμο. (Μονάδεσ  10)  

β) Να βρείτε τη ςχζςη των πλευρών ΑΒ και ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ, ώςτε το 

παραλληλόγραμμο ΔΕΗΘ να είναι  ρόμβοσ.          (Μονάδεσ   10) 

γ)  Στην περίπτωςη που το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο (η γωνία Β ορθή), να βρείτε 

το είδοσ του παραλληλογράμμου ΔΕΗΘ.            (Μονάδεσ   5) 

 

 1898



 

α) Το ΕΖ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΒΔ, άρα  EZ // ΑΒ και ΕΖ = 
ΑΒ

2
 (1). 

Το ΔΗ ενώνει τα μέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΒΓ, άρα  ΔΗ // ΑΒ και ΔΗ = 
ΑΒ

2
 (2). 

Από τις (1), (2) προκύπτει ότι ΕΖ // ΔΗ και ΕΖ = ΔΗ οπότε το ΔΕΖΗ είναι 

παραλληλόγραμμο αφού δύο απέναντι πλευρές του είναι ίσες και παράλληλες. 

β) Είναι ΖΗ, ΕΔ απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΔΕΖΗ,  οπότε ΖΗ = ΕΔ = 
ΒΔ

2
. 

Όμως ΒΔ = 
ΒΓ

2
, άρα ΖΗ = ΕΔ = 

ΒΓ

2

2
=

ΒΓ

4
 (3). 

Το ΖΕ ενώνει τα μέσα στο τρίγωνο ΑΒΓ, άρα (ΖΕ // ΑΒ και) ΖΕ = 
ΑΒ

2
 (4). 

Εφόσον το ΔΕΖΗ είναι παραλληλόγραμμο, για να είναι ρόμβος αρκεί να έχει δύο 

διαδοχικές πλευρές ίσες. Από τη σχέση ΖΕ = ΖΗ και από τις (3) και (4) προκύπτει ότι 

ΑΒ

2
 = 
ΒΓ

4
  ΒΓ = 2ΑΒ. 

γ) Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με τη γωνία Β̂ = 90ο, τότε:  

Εφόσον ΔΗ // ΑΒ και ΒΓ ⊥ ΑΒ, άρα και ΒΓ ⊥ ΔΗ 

Επομένως ΗΔ̂Ε = 90ο, οπότε το παραλληλόγραμμο ΔΕΖΗ θα έχει μια ορθή γωνία και 

θα είναι ορθογώνιο. 
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ΘΕΜΑ 1 

α) Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις προτάσεις που ακολουθούν ως Σωστή (Σ) ή 

Λανθασμένη (Λ), γράφοντας στην κόλλα σας, δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε 

καθεμία από αυτές το γράμμα Σ, αν η πρόταση είναι σωστή, ή το γράμμα Λ, αν η 

πρόταση είναι λανθασμένη. 

 i. Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και κάποια γωνία ίση, τότε 

είναι ίσα. 

 ii. Δύο ευθείες κάθετες στην ίδια ευθεία, σε διαφορετικά σημεία της, είναι μεταξύ 

τους παράλληλες. 

 iii. Κάθε τετράγωνο είναι και ρόμβος. 

 iv. Κάθε επίκεντρη γωνία είναι διπλάσια της εγγεγραμμένης που βαίνει στο ίδιο        

τόξο. 

 v. Οι διάμεσοι ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο, του οποίου η      

απόσταση από το μέσο κάθε πλευράς είναι τα 
2

3
 της αντίστοιχης διαμέσου. 

                                                                                                                                (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι 2 ορθές. 

                                                                                                                                (Μονάδες 15) 
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α)  

i. Λάθος.  

 

Τα τρίγωνα OΒΓ και ΟΑΓ έχουν ΟΑ = ΟΒ, γιατί είναι ακτίνες του κύκλου, ΟΓ κοινή,  

και Γ� κοινή. Όμως δεν μπορούμε να συμπεράνουμε ότι είναι ίσα, γιατί η Γ�  δεν είναι 

περιεχόμενη γωνία στις ίσες πλευρές. Μάλιστα τα τρίγωνα ΟΒΓ και ΟΑΓ δεν είναι 

ίσα αφού ΑΓ>ΒΓ. 

 ii. Σωστό. 

 iii. Σωστό. 

 iv. Σωστό. 

 v. Λάθος. Η απόσταση του βαρύκεντρου από το μέσο της πλευράς είναι το 
�

�
 της  

     αντίστοιχης διαμέσου. 

 

β) Σελίδα 88 σχολικού βιβλίου, παρ. 4.6. 

 11892-Λύση



 

 

ΘΕΜΑ 1  

α) Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις προτάσεις που ακολουθούν ως Σωστή (Σ) ή 

Λανθασμένη (Λ), γράφοντας στην κόλλα σας, δίπλα στο αριθμό που αντιστοιχεί σε 

καθεμιά από αυτές το γράμμα Σ αν η πρόταση είναι Σωστή, ή το γράμμα Λ αν αυτή 

είναι Λάθος. 

i. Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου ισούται με το άθροισμα των δύο απέναντι 

εσωτερικών γωνιών. 

ii. Κάθε εγγεγραμμένη γωνία ισούται με το μισό της επίκεντρης γωνίας που βαίνει 

στο ίδιο τόξο. 

iii. Οι διαγώνιοι ενός παραλληλογράμμου διχοτομούνται. 

iv. Η διάμεσος ενός τραπεζίου ισούται με το άθροισμα των δύο βάσεων του 

τραπεζίου. 

v. Αν γνωρίζουμε ότι δύο κύκλοι που έχουν ακτίνες R και ρ με R > ρ, εφάπτονται, 

τότε συμπεραίνουμε ότι η απόσταση των κέντρων τους είναι R + ρ. 

 (Μονάδες 10) 

β) Να δείξετε ότι κάθε σημείο της διχοτόμου μιας γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές 

της και αντίστροφα, ότι κάθε εσωτερικό σημείο της γωνίας που ισαπέχει από τις 

πλευρές είναι σημείο της διχοτόμου. 

 (Μονάδες 15) 

 11895



 

 

α)  

i. Σ, Παράγραφος 4.6. 

ii.  Σ, Παράγραφος 6.2.   

iii. Σ, Παράγραφος 5.2.  

iv. Λ, Παράγραφος 5.10. Η διάμεσος ενός τραπεζίου ισούται με το 

 ημιάθροισμα των δύο βάσεων του τραπεζίου. 

iv. Λ, Παράγραφος 3.16. Αν εφάπτονται εσωτερικά η απόσταση των κέντρων είναι 

R − ρ 

β) Παράγραφος 3.6. ΘΕΩΡΗΜΑ IV (σελ 51). 
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ΘΕΜΑ 3 

Στο τετράπλευρο ΑΒΓΔ του σχήματος ισχύει ότι 𝛢𝛥 = 𝛣𝛤 και τα σημεία Ε, Ζ, Η και Θ 

είναι τα μέσα των ευθύγραμμων τμημάτων ΑΒ, ΑΓ, ΓΔ και ΒΔ αντίστοιχα.  

Να δείξετε ότι: 

α. 𝛦𝛧/ / = 𝛨𝛩 

Μονάδες 15 

β. Το τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι ρόμβος. 

Μονάδες 10 

 

 

 

 

 11896



   

α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ, τα σημεία Ε και Ζ είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

αντίστοιχα, άρα 𝛦𝛧 =//
𝛣𝛤

2
 (1). Στο τρίγωνο ΒΓΔ, τα σημεία Θ και Η είναι τα μέσα των 

πλευρών ΒΔ και ΓΔ αντίστοιχα, άρα 𝛩𝛨 =//
𝛣𝛤

2
 (2). Από (1) και (2) 𝛦𝛧// = 𝛨𝛩. 

   

β) Από το ερώτημα (α) το τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραμμο αφού έχει δύο 

απέναντι πλευρές του (ΕΖ και ΘΗ) παράλληλες και ίσες. 

Στο τρίγωνο ΑΓΔ, τα σημεία Ζ και Η είναι τα μέσα των πλευρών ΑΓ και ΓΔ αντίστοιχα, 

άρα 𝛧𝛨 =//
𝛢𝛥

2
  (3), αλλά από υπόθεση έχουμε 𝛣𝛤 = 𝛢𝛥 (4). Από (1) και (3), (4) είναι 

𝛦𝛧 = 𝛧𝛨, άρα το παραλληλόγραμμο ΕΖΗΘ είναι ρόμβος αφού έχει 2 διαδοχικές 

πλευρές του ίσες.  
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ΘΕΜΑ 3 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διάμεσος του ΑΜ. Στην προέκταση της ΑΓ προς το Γ 

παίρνουμε τμήμα ΓΔ = ΑΓ. Από το Δ φέρνουμε παράλληλη προς την ΑΜ που τέμνει 

την προέκταση της ΒΓ στο Ε. Να αποδείξετε ότι: 

α) ΜΓ = ΓΕ.                                                                                                            (Μονάδες  9) 

β) Το τετράπλευρο ΑΜΔΕ είναι παραλληλόγραμμο.                   (Μονάδες  7) 

γ) Β�+ΒΑ�Μ=ΓΕ	Δ.                                                         (Μονάδες  9)      
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Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και η διάμεσος ΑΜ. Προεκτείνουμε την ΑΓ κατά ΓΔ = ΑΓ. 

Φέρουμε από το Δ παράλληλη στην ΑΜ που τέμνει την προέκταση της ΒΓ στο Ε. 

 

α) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΜΓ και ΔΕΓ. Αυτά έχουν: 

ΑΓ = ΓΔ, από υπόθεση, 

Γ�1�Γ
�
2, ως κατακορυφήν, 

 Α�2�Δ�, ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΜ και ΔΕ που τέμνονται από την ΑΔ. 

Είναι ίσα, επειδή έχουν μία πλευρά ίση και τις προσκείμενες σε αυτήν γωνίες 

αντίστοιχα ίσες. Έτσι ΜΓ = ΓΕ γιατί είναι απέναντι από τις ίσες γωνίες Α�2	και	Δ�. 

 

β) Αφού ΑΓ = ΓΔ και ΜΓ = ΓΕ, το τετράπλευρο ΑΜΔΕ είναι παραλληλόγραμμο επειδή  

οι διαγώνιοι του διχοτομούνται στο Γ.  

  

γ) Στο τρίγωνο ΑΜΒ, η εξωτερική γωνία Μ� 1�Β��ΒΑ�Μ. (2) 

Μ�� � ΓΕ�Δ (3) επειδή είναι εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΜ και ΔΕ που 

τέμνονται από την ΜΕ.  

Από τις σχέσεις (2), (3) προκύπτει ότι ΓΕ�Δ�Β��ΒΑ�Μ. 
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ΘΕΜΑ 1  

α) Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις προτάσεις που ακολουθούν ως Σωστή (Σ) ή 

Λανθασμένη (Λ), γράφοντας στην κόλλα σας, δίπλα στο αριθμό που αντιστοιχεί σε 

καθεμιά από αυτές το γράμμα Σ αν η πρόταση είναι Σωστή, ή το γράμμα Λ αν αυτή 

είναι Λάθος. 

i. Οι μεσοκάθετες των πλευρών ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο, 

που είναι το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου. 

ii. Κάθε εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο είναι ορθή. 

iii. Σε κάθε τρίγωνο βαρύκεντρο ονομάζεται το σημείο τομής των διχοτόμων του. 

iv.  Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο το ύψος που άγεται από οποιαδήποτε κορυφή είναι 

διχοτόμος της αντίστοιχης γωνίας και διάμεσος της απέναντι πλευράς. 

v. Αν στο παρακάτω σχήμα η ΡΚ είναι η διακεντρική ευθεία του σημείου Ρ, τότε η 

ίδια ευθεία είναι μεσοκάθετος της χορδής ΑΒ. 

 

 (Μονάδες 10) 

β) Να δείξετε ότι αν σε ορθογώνιο τρίγωνο μια γωνία ισούται με 30ο, τότε η 

απέναντι πλευρά της είναι το μισό της υποτείνουσας. 

 (Μονάδες 15) 

 11898



 

 

α)  

i. Σ, Παράγραφος 4.5. 

ii.  Σ, Παράγραφος 6.2.   

iii. Λ, Παράγραφος 5.7. Βαρύκεντρο (ή κέντρο βάρους) λέγεται το σημείο τομής 

των διαμέσων κάθε τριγώνου. 

iv. Λ, Παράγραφος 3.6. Το ύψος ισοσκελούς τριγώνου που αντιστοιχεί στη βάση 

είναι διάμεσος και διχοτόμος της γωνίας της κορυφής. 

iv. Σ, Παράγραφος 3.15. 

β) Παράγραφος 5.9. Πόρισμα (μόνο το ευθύ). 

 

 11898-Λύση



ΘΕΜΑ  1 

α) Να χαρακτθρίςετε τισ προτάςεισ που ακολουκοφν, γράφοντασ ςτο τετράδιό 
     ςασ, δίπλα ςτο γράμμα που αντιςτοιχεί ςε κάκε πρόταςθ, τθ λζξθ Σωστό, αν 
     θ πρόταςθ είναι ςωςτι, ι Λάθος, αν θ πρόταςθ είναι λανκαςμζνθ. 

i. Οι οξείεσ γωνίεσ ενόσ ορκογωνίου τριγώνου είναι παραπλθρωματικζσ. 

ii. Υπάρχουν ςθμεία τθσ μεςοκακζτου ενόσ ευκφγραμμου τμιματοσ που δεν 

ιςαπζχουν από τα άκρα του. 

iii. Κάκε εγγεγραμμζνθ γωνία που βαίνει ςε θμικφκλιο είναι ορκι. 

iv. Κάκε εξωτερικι γωνία ενόσ τριγώνου είναι μεγαλφτερθ από κακεμία από τισ 

απζναντι γωνίεσ του τριγώνου. 

v. Κάκε τετράγωνο είναι ορκογώνιο. 

(Μονάδεσ  10) 

β) Να αποδείξετε ότι αν ζνα τραπζηιο είναι ιςοςκελζσ, τότε οι γωνίεσ που  

πρόςκεινται ςε μία βάςθ είναι ίςεσ.     (Μονάδεσ  15) 
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α) i→ Λάθοσ , παράγραφοσ 4.6 

 ii→ Λάθοσ , παράγραφοσ 3.2 

 iii→ Σωςτό , παράγραφοσ 6.2 

 iv→ Σωςτό , παράγραφοσ 3.10 

 v→ Σωςτό , παράγραφοσ 5.5 

β) Σχολικό ςελίδα 118, παράγραφοσ 5.11 

 

 11964-Λύση



ΘΕΜΑ 1  

α) Να χαρακτηρίςετε καθεμιά από τισ προτάςεισ που ακολουθοφν ωσ Σωστή (Σ) ή 

Λανθασμένη (Λ), γράφοντασ ςτην κόλλα ςασ, δίπλα ςτο αριθμό που αντιςτοιχεί ςε 

καθεμιά από αυτζσ το γράμμα Σ αν η πρόταςη είναι Σωςτή, ή το γράμμα Λ αν αυτή 

είναι Λάθοσ. 

i. Αν οι χορδζσ δφο τόξων ενόσ κφκλου είναι ίςεσ, τότε και τα τόξα είναι ίςα. 

ii. Κάθε εξωτερική γωνία τριγϊνου είναι μεγαλφτερη από καθεμία από τισ γωνίεσ 

του τριγϊνου. 

iii. Αν δφο διαφορετικζσ ευθείεσ ε1 και ε2 είναι παράλληλεσ προσ μια τρίτη ευθεία 

ε, τότε είναι και μεταξφ τουσ παράλληλεσ. 

iv. Αν ζνα τετράπλευρο ζχει όλεσ τισ γωνίεσ του ίςεσ, τότε είναι τετράγωνο. 

v. Αν ςε ζνα τετράπλευρο δφο απζναντι γωνίεσ του είναι παραπληρωματικζσ, τότε 

το τετράπλευρο είναι εγγράψιμο ςε κφκλο. 

 (Μονάδεσ 10) 

β) Από ζνα ςημείο Α εκτόσ ευθείασ ε φζρουμε το κάθετο τμήμα ΑΚ προσ την ε και τα 

πλάγια τμήματα ΑΒ και ΑΓ. Να αποδείξετε ότι, αν τα πλάγια τμήματα ΑΒ και ΑΓ είναι 

ίςα, τότε τα ίχνη τουσ Β και Γ ιςαπζχουν από το ίχνοσ Κ τησ καθζτου. 

 (Μονάδεσ 15) 
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α)  

i. Λ  

§ 3.4 

Γιατί δεν αναφζρεται αν τα τόξα είναι και τα δφο μικρότερα ι μεγαλφτερα 

του θμικυκλίου. 

Μποροφμε να δώςουμε ωσ αντιπαράδειγμα το εξισ. 

Ιςόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμζνο ςε κφκλο κζντρου Ο. Οι ίςεσ 

πλευρζσ του ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ είναι και ίςεσ χορδζσ του κφκλου. Στθν χορδι ΑΓ το 

τόξο το μικρότερο του θμικυκλίου ζχει μζτρο 120, ενώ ςτθν χορδι ΒΓ το 

τόξο το μεγαλφτερο του θμικυκλίου ζχει μζτρο 240. Είναι προφανζσ ότι, ενώ 

οι χορδζσ ΑΓ και ΒΓ είναι ίςεσ τα τόξα ΑΓ και ΒΑΓ δεν είναι ίςα. 

 

ii. Λ 

§ 3.10 

Γιατί κάκε εξωτερικι γωνία τριγώνου είναι μεγαλφτερθ από κακεμία από τισ 

απζναντι εςωτερικζσ γωνίεσ. Για παράδειγμα, θ εξωτερικι γωνία τθσ ορκισ 

γωνίασ ενόσ ορκογωνίου τριγώνου, είναι ίςθ με τθν εςωτερικι τθσ, δθλαδι 

τθν ορκι και όχι μεγαλφτερθ. 

iii. Σ 

§ 4.2 

iv. Λ 

§ 5.5  

Γιατί τότε είναι ορκογώνιο. Χρειάηεται επιπλζον να είναι και ρόμβοσ ώςτε 

τελικά να είναι τετράγωνο. 

v. Σ  

§ 6.6   

β) § 3.13  

Θεώρθμα Ι ςχ. βιβλίο ςελ. 65 (μόνο το ευκφ) 
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ΘΕΜΑ 3 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( ̂=90) και Μ το μζςο τησ υποτείνουςασ του ΒΓ. 

Από το Μ φζρουμε ΜΔΑΒ και προεκτείνουμε κατά ίςο τμήμα ΔΖ.  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Το τρίγωνο ΜΒΖ είναι ιςοςκελζσ.  (Μονάδεσ 8) 

ii. Το τετράπλευρο ΑΜΒΖ είναι ρόμβοσ. (Μονάδεσ 9) 

β) Αν το αρχικό τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ιςοςκελζσ, τι είδουσ τετράπλευρο 

είναι το ΑΜΒΖ; Δικαιολογήςτε την απάντηςή ςασ.  (Μονάδεσ 8) 

 

 

 12068



 

 

 Ζςτω το ορκογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( ̂=90) και Μ το μζςο τθσ υποτείνουςάσ του ΒΓ. 

Φζρουμε ΜΔΑΒ και ζςτω ΔΗ=ΜΔ. 

 

α)  

i. Στο τρίγωνο ΜΒΗ επειδι ΜΔ=ΔΗ το τμιμα ΒΔ είναι διάμεςοσ τθσ πλευράσ ΜΗ 

και επιπλζον ΜΗΑΒ από υπόκεςθ, άρα το τμιμα ΒΔ είναι και φψοσ του. Επομζνωσ 

το τρίγωνο ΜΒΗ είναι ιςοςκελζσ. 

ii. ΜΔΑΒ (1) από υπόκεςθ και ΑΓΑΒ αφοφ  ̂=90, άρα ΜΔ//ΑΓ ωσ κάκετεσ ςτο 

ίδιο τμιμα ΑΒ. Στο τρίγωνο ΑΒΓ από το μζςο Μ τθσ ΒΓ ζχουμε ΜΔ//ΑΓ, άρα το 

ςθμείο Δ είναι το μζςο τθσ πλευράσ ΑΒ. Στο τετράπλευρο ΑΜΒΗ οι διαγϊνιζσ του 

διχοτομοφνται αφοφ ιςχφει επιπλζον ότι το Δ είναι μζςο και του τμιματοσ ΜΗ από 

καταςκευι. Άρα το τετράπλευρο είναι παραλλθλόγραμμο και επειδι οι διαγϊνιζσ 

του ΜΗ και ΑΒ είναι και κάκετεσ, τελικά το ΑΜΒΗ είναι ρόμβοσ. 

β)  
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Αν το ορκογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι και ιςοςκελζσ, τότε  ̂= ̂=45 (άκροιςμα ίςων 

οξειϊν γωνιϊν ορκογωνίου τριγϊνου). Στο ρόμβο ΑΜΒΗ γνωρίηουμε ότι οι 

διαγϊνιοί του διχοτομοφν τισ γωνίεσ του, άρα οι γωνίεσ   ̂ =Α ̂Η=45 . Οπότε 

Μ ̂Η=90 και ο ρόμβοσ ΑΜΒΗ ζχει μία ορκι γωνία οπότε είναι και ορκογϊνιο, άρα 

τελικά το ΑΜΒΗ είναι τετράγωνο.  
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ΘΕΜΑ 1  

α) Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις προτάσεις που ακολουθούν ως Σωστή (Σ) ή 

Λανθασμένη (Λ), γράφοντας στην κόλλα σας, δίπλα στο αριθμό που αντιστοιχεί σε 

καθεμιά από αυτές το γράμμα Σ αν η πρόταση είναι Σωστή, ή το γράμμα Λ αν αυτή 

είναι Λάθος. 

i. Από κάθε σημείο Ρ που είναι εξωτερικό ενός κύκλου διέρχεται μόνο μία 

εφαπτόμενη ευθεία προς τον κύκλο. 

ii. Σε όλα τα κυρτά πολύγωνα το άθροισμα των εξωτερικών γωνιών τους είναι 4 

ορθές.  

iii. Κάθε  τετράγωνο είναι ρόμβος.  

iv. Σε κάθε τραπέζιο οι διαγώνιές του είναι ίσες. 

v. Δύο εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν σε ίσα τόξα του ίδιου κύκλου, είναι 

ίσες. 

 (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι οι απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου ανά δύο είναι ίσες. 

 (Μονάδες 15) 
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α)  

i. Λ 

(Από το σημείο Ρ που είναι εξωτερικό ενός κύκλου υπάρχουν δυο 

εφαπτόμενες προς τον κύκλο). 

ii. Σ   (θεωρία § 4.8) 

iii. Σ   (θεωρία § 5.5)  

iv. Λ   ( η ιδιότητα αυτή ισχύει μόνο στα ισοσκελή τραπέζια και όχι σε κάθε 

τραπέζιο). 

v. Σ   (θεωρία § 6.2) 

 

 

β)   Απόδειξη κριτηρίου i) σχολικό βιβλίο σελίδα 103, § 5.2 
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ΘΕΜΑ 1  

α) Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στην κόλλα σας τη 

λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

i. Σε κάθε τρίγωνο απέναντι από άνισες πλευρές βρίσκονται όμοια άνισες 

γωνίες.  

ii. Από σημείο εκτός ευθείας διέρχονται άπειρες κάθετες στην ευθεία. 

iii. Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες ίσες μία προς μία, έχουν και τις τρίτες 

γωνίες τους ίσες.   

iv. Κάθε τετράπλευρο με ίσες διαγωνίους είναι ορθογώνιο.          

v. Η γωνία που σχηματίζεται από μία χορδή κύκλου και την εφαπτομένη 

του κύκλου στο άκρο της χορδής ισούται με την επίκεντρη που βαίνει στο 

τόξο της χορδής.                    

                                              (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι ένα τετράπλευρο είναι ρόμβος, αν είναι παραλληλόγραμμο και 

οι διαγώνιοί του τέμνονται κάθετα.             

      (Μονάδες 15) 
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α)  i.  Σωστό (σελ. 60) 

ii. Λάθος γιατί από σημείο εκτός ευθείας διέρχεται μοναδική κάθετος.  

iii. Σωστό (σελ. 89) 

iv. Λάθος γιατί μπορούμε να σχεδιάσουμε τετράπλευρο με ίσες διαγωνίους 

οι οποίες δεν διχοτομούνται. 

v. Λάθος γιατί η γωνία που σχηματίζεται από μία χορδή κύκλου και την 

εφαπτομένη στο άκρο της χορδής ισούται με κάθε εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει 

στο τόξο της χορδής και η εγγραμμένη γωνία ισούται με το μισό της αντίστοιχης 

επίκεντρης.  

β)  σελ. 107 
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ΘΕΜΑ  3 

 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με Α = 120° και η διχοτόμοσ τησ γωνίασ Δ που 

τζμνει την ΑΒ ςτο μζςο τησ Ε. 

α) Να αποδείξετε ότι ΑΒ = 2ΑΔ.     (Μονάδεσ  6) 

β) Αν το κάθετο ευθφγραμμο τμήμα που φζρνουμε από το ςημείο Ε ςτην ΓΔ την 

τζμνει ςτο Η, τότε να αποδείξετε ότι 
ΔΕ

ΗΕ
= 2.   (Μονάδεσ  7) 

γ) Αν Μ το μζςο τησ ΓΔ, τότε να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΜΑΔ είναι ιςόπλευρο. 

         (Μονάδεσ  6) 

δ) Να αποδείξετε ότι ΔΑ Γ = 90°.     (Μονάδεσ  6) 
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α) Επειδή η ΔΕ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ Δ ζχουμε ότι Δ 1 = Δ 2. 

Όμωσ Δ 2 = Ε 1 ωσ εντόσ εναλλάξ γωνίεσ των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τζμνονται από 

την ΔΕ, οπότε Δ 1 = Ε 1. Άρα το τρίγωνο ΔΑΕ είναι ιςοςκελζσ οπότε ΑΔ = ΑΕ. 

Επειδή το Ε είναι μζςο του ΑΒ ζχουμε ΑΒ = 2ΑΕ = 2ΑΔ. 

β)  

 

Οι γωνίεσ Α και Δ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ είναι εντόσ και επί τα αυτά μζρη 

των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τζμνονται από την ΑΔ, οπότε είναι παραπληρωματικζσ 

δηλαδή Α + Δ = 180° και επειδή Α = 120° ζχουμε Δ = 60°. 

Επειδή η ΔΕ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ Δ προκφπτει Δ 1 = Δ 2= 30°. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΕΗ ζχουμε Δ 2= 30°, οπότε η απζναντι κάθετη πλευρά ΕΗ 

είναι το μιςό τησ υποτείνουςασ ΔΕ, δηλαδή γωνία ΕΗ = 
ΔΕ

2
  =  

ΔΕ

ΕΗ
= 2 

γ) 

 

Από το ερώτημα (α) ζχουμε ΑΒ = 2 ΑΔ και ΑΒ = ΔΓ ωσ απζναντι πλευρζσ του  

παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ, οπότε ΔΓ = 2 ΑΔ (1). Επειδή το Μ είναι μζςο του ΔΓ,  

ζχουμε ΔΓ = 2 ΔΜ (2). Από τισ ςχζςεισ (1) και (2) ζχουμε ΑΔ = ΔΜ. 

Άρα το τρίγωνο ΑΔΜ είναι ιςοςκελζσ και επειδή η γωνία Δ είναι 60° το τρίγωνο 

είναι ιςόπλευρο. 
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δ)  

 

 

Επειδή το τρίγωνο ΜΑΔ είναι ιςόπλευρο ζχουμε ΑΜ = ΜΔ = 
ΔΓ

2
. 

Στο τρίγωνο ΔΑΓ η ΑΜ είναι διάμεςοσ και ιςοφται με το μιςό τησ πλευράσ ςτην 

οποία αντιςτοιχεί, άρα το τρίγωνο ΔΑΓ είναι ορθογώνιο με υποτείνουςα την ΔΓ, 

οπότε η ΔΑ Γ = 90°. 
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ΘΕΜΑ 1 

α) Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις προτάσεις που ακολουθούν ως Σωστή (Σ) ή 

Λανθασμένη (Λ), γράφοντας στην κόλλα σας, δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε 

καθεμιά από αυτές το γράμμα Σ αν η πρόταση είναι Σωστή, ή το γράμμα Λ αν αυτή 

είναι Λάθος. 

i. Κάθε χορδή κύκλου είναι μικρότερη της διαμέτρου. 

ii. Παράλληλα τμήματα που έχουν τα άκρα τους σε δύο παράλληλες ευθείες είναι 

ίσα. 

iii. Αν  οι διαγώνιοι ενός τετραπλεύρου είναι ίσες και κάθετες, τότε το τετράπλευρο 

είναι τετράγωνο. 

iv. Δύο ορθογώνια τρίγωνα που έχουν τις κάθετες πλευρές τους ίσες μία προς μία 

είναι ίσα. 

v. Το μέτρο μιας εγγεγραμμένης γωνίας ισούται με το μισό του μέτρου του 

αντίστοιχου τόξου της.  

(Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι τα εφαπτόμενα τμήματα κύκλου που μπορούμε να φέρουμε 

από σημείο εκτός αυτού είναι ίσα μεταξύ τους.   

         (Μονάδες 15) 
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α)  

i. Λάθος  

Η πρόταση δεν ισχύει όταν η χορδή είναι διάμετρος του κύκλου. 

ii. Σωστό 

Πόρισμα ΙΙ, σελίδα 103 σχολικό βιβλίο. 

iii. Λάθος 

Θα πρέπει το τετράπλευρο να είναι παραλληλόγραμμο. 

iv. Σωστό 

§3.6, 1η συνέπεια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων, σελίδα 49 σχολικό βιβλίο 

(Σχήμα 24). 

v. Σωστό 

Πόρισμα i, σελίδα 129 σχολικό βιβλίο. 

β)    §3.15, Θεώρημα ΙΙ (απόδειξη), σελίδα 68 σχολικό βιβλίο (Σχήμα 60). 
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ΘΕΜΑ 3 

Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒΓΔ) με ΑΒ>ΓΔ. Κατασκευάζουμε εξωτερικά 

του τραπεζίου ΑΒΓΔ ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΕ με βάση ΑΒ. Αν Μ είναι το μέσο της 

βάσης ΓΔ, να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΒΕΓ είναι ίσα. 

(Μονάδες 11) 

β) Η διάμεσος ΕΜ του τριγώνου ΕΔΓ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΕ̂Β. 

(Μονάδες 14) 
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Έστω ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒΓΔ) με ΑΒ>ΓΔ και Μ το μέσο της βάσης ΓΔ. 

Επομένως, ΑΔ=ΒΓ (1) και Α̂2 = Β̂2 (2) (ως προσκείμενες στη βάση ΑΒ). 

Κατασκευάζουμε εξωτερικά του τραπεζίου ΑΒΓΔ ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΕ με βάση 

ΑΒ. Οπότε ΑΕ=ΒΕ (3) και Α̂1 = Β̂1 (4) (ως προσκείμενες στη βάση ΑΒ). 

 

α) Τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΒΕΓ έχουν: 

ΑΔ=ΒΓ από (1) 

ΑΕ=ΒΕ από (3) 

ΕΑ̂Δ=ΕΒ̂Γ ως αθροίσματα ίσων γωνιών (ΕΑ̂Δ= Α̂1+Α̂2, ΕΒ̂Γ= Β̂1+Β̂2 με Α̂1 = Β̂1, 

Α̂2 = Β̂2).  

Επομένως, είναι ίσα αφού έχουν δύο πλευρές ίσες μια προς μια και τις 

περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες (Π-Γ-Π).  

β) Από την ισότητα των τριγώνων ΑΕΔ και ΒΕΓ προκύπτει ότι ΕΔ=ΕΓ (5) (ως πλευρές 

απέναντι από τις ίσες γωνίες ΕΑ̂Δ και ΕΒ̂Γ αντίστοιχα) και ΑΕ̂Δ=ΒΕ̂Γ (6) (ως γωνίες 

απέναντι από τις ίσες πλευρές ΑΔ και ΒΓ αντίστοιχα).  

Από την ισότητα (5) συμπεραίνουμε ότι το τρίγωνο ΕΔΓ είναι ισοσκελές με βάση ΓΔ, 

οπότε η διάμεσος ΕΜ (το Μ είναι μέσο της πλευράς ΓΔ) είναι διχοτόμος της γωνίας 

ΔΕ̂Γ. Επομένως, ΔΕ̂Μ=ΓΕ̂Μ (7). Προσθέτοντας τις σχέσεις (6) και (7) κατά μέλη 

προκύπτει ότι ΑΕ̂Δ+ΔΕ̂Μ=ΒΕ̂Γ+ΓΕ̂Μ και άρα ΑΕ̂Μ=ΒΕ̂Μ. Επομένως, η διάμεσος ΕΜ 

του τριγώνου ΕΔΓ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΕ̂Β. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δύο κύκλοι (Κ, R) και (Λ, r), με R>r, τέμνονται στα σημεία Α και Β. Από το σημείο Α 

φέρουμε ευθεία παράλληλη προς τη διάκεντρο των κύκλων, η οποία τέμνει τους 

κύκλους (Κ, R) και (Λ, r) στα σημεία Γ και Δ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 

α) ΓΔ=2ΚΛ 

(Μονάδες 15) 

β) Τα σημεία Β και Γ είναι αντιδιαμετρικά. 

(Μονάδες 10) 
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α) Έστω οι κύκλοι (Κ, R) και (Λ, r), με R>r, οι οποίοι τέμνονται στα σημεία Α, Β και η 

τέμνουσα ΓΑΔ παράλληλη στη διάκεντρο ΚΛ. 

 

Φέρουμε τα αποστήματα ΚΗ και ΛΘ των χορδών ΑΓ και ΑΔ αντίστοιχα. Το 

τετράπλευρο ΚΛΘΗ είναι παραλληλόγραμμο, διότι οι απέναντι πλευρές του είναι 

παράλληλες (ΚΛΗΘ από υπόθεση και ΚΗΛΘ αφού ΚΗ, ΛΘ είναι κάθετα στη ΓΔ). 

Οπότε ΚΛ=ΗΘ. 

Επίσης, τα σημεία Η, Θ είναι μέσα των χορδών ΑΓ και ΑΔ αντίστοιχα. Οπότε έχουμε:  

ΓΔ=ΓΑ+ΑΔ=2ΗΑ+2ΑΘ=2(ΗΑ+ΑΘ)=2ΗΘ=2ΚΛ 

β) Η διάκεντρος ΚΛ των δύο τεμνόμενων κύκλων είναι μεσοκάθετος της κοινής 

χορδής τους ΑΒ, οπότε ΑΒ⊥ΚΛ. Επίσης, ΚΛΓΔ. Άρα, ΑΒ⊥ΓΔ. Επομένως, η γωνία ΒΑ̂Γ 

είναι ορθή και εγγεγραμμένη στον κύκλο (Κ, R), οπότε η ΒΓ είναι διάμετρος. 

Συνεπώς, τα σημεία Β και Γ είναι αντιδιαμετρικά.  
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Θέμα 3 

Στον κύκλο (Ο, ρ) δίνονται τα σημεία Α, Β, Γ, Δ έτσι ώστε ΑΒ//ΓΔ. Στο σημείο Α 

φέρνουμε εφαπτομένη στον κύκλο, η οποία τέμνει την προέκταση της ΓΔ προς το Δ, 

στο σημείο Ρ. Αν η γωνία ΔΡΑ̂=250  και το τόξο ΓΔ (στο οποίο δεν ανήκουν τα Α,Β) 

είναι τριπλάσιο του τόξου ΑΒ (στο οποίο δεν ανήκουν τα Γ, Δ) να αποδείξετε ότι: 

α) τα τόξα ΔAΒ
∩

  και ΑBΓ
∩

 είναι ίσα.                                                              (Μονάδες 7)                                                                                                                                                           

β) το τόξο ΑΒ που είναι μικρότερο του ημικυκλίου ισούται με 500.  (Μονάδες 6)                       

γ) το τόξο ΔΑ στο οποίο δεν ανήκουν τα Β, Γ ισούται με 800.          (Μονάδες 6) 

δ) το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο.                               (Μονάδες 6) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Εφόσον ΑΒ//ΓΔ θα είναι ΔΑ
∩

= ΒΓ
∩

 (1),  

γιατί τα τόξα που περιέχονται μεταξύ παραλλήλων χορδών είναι ίσα, επομένως  

ΔΑ
∩

+ ΑΒ
∩

= ΒΓ
∩

+ΑΒ
∩

, άρα ΔAΒ
∩

= ΑBΓ
∩

. 

β) Είναι Α̂1 =ΔΡ̂Α=250, ως εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων ΑΒ και ΡΓ 

που τέμνονται από την ΡΑ. Η Α̂1 είναι γωνία χορδής και εφαπτομένης, επομένως 

είναι ίση με οποιαδήποτε εγγεγραμμένη που βαίνει στο τόξο της χορδής. Όμως η 

εγγεγραμμένη, ισούται με το μισό του τόξου στο οποίο βαίνει. Άρα το τόξο έχει 

μέτρο διπλάσιο της εγγεγραμμένης, οπότε το τόξο της χορδής θα έχει μέτρο 

διπλάσιο της γωνίας χορδής και εφαπτομένης.  

Επομένως ΑΒ
∩

=2Α̂1  =2∙ 250=500 (2). 

γ) Από την υπόθεση, ΓΔ
∩

=3∙ ΑΒ
∩

=3∙ 500=1500 (3).  

Όμως ΔΑ
∩

+ ΑΒ
∩

+ ΒΓ
∩

+ ΓΔ
∩

=3600 και λόγω της (1), (2), (3) έχουμε: 

 ΔΑ
∩

+ 500 + ΔΑ
∩

+ 1500 = 3600, επομένως 2 ⋅ ΔΑ
∩

= 1600, άρα ΔΑ
∩

= 800. 

δ) Έχουμε ότι ΑΒ//ΓΔ, από την υπόθεση, ενώ ΑΒ ≠ ΓΔ, ως χορδές που αντιστοιχούν 

στα άνισα τόξα ΑΒ και ΓΔ. Επομένως, οι πλευρές ΑΔ και ΒΓ δεν είναι παράλληλες και 

το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο. 

 Λόγω του (α) έχουμε ΑΔ
∩

= ΒΓ
∩

, οπότε και οι αντίστοιχες χορδές ΑΔ και ΒΓ είναι ίσες. 

Άρα το τραπέζιο ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές.  
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Θέμα 2 

Από το μέσο Μ της διαμέσου ΑΔ τριγώνου ΑΒΓ, φέρουμε παράλληλη στην ΑΒ που 

τέμνει την ΑΓ στο σημείο Ε. Αν η παράλληλη από το Δ στην ΑΒ τέμνει την ΑΓ στο Ζ, 

να αποδείξετε ότι: 

α) το Ζ είναι μέσο της ΑΓ.                   (Μονάδες 10) 

β) το ΑΕ ισούται με το 
1

4
 του ΑΓ.       (Μονάδες 15) 
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ΛΥΣΗ 

 

 

α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ, εφόσον από το μέσο Δ της πλευράς ΒΓ φέρουμε παράλληλη 

στην πλευρά ΑΒ, αυτή θα περάσει από το μέσο της τρίτης πλευράς. Επομένως το Ζ 

είναι το μέσον της πλευράς ΑΓ. 

β) Λόγω του (α) ερωτήματος το ΑΖ = 
ΑΓ

2
 (1).  

Στο τρίγωνο ΑΔΖ, το Μ είναι μέσο της πλευράς του ΑΔ και η ΜΕ // ΔΖ  

εφόσον και οι δύο είναι παράλληλες στην ΑΒ. Επομένως το Ε είναι μέσο της ΑΖ,  

άρα ΑΕ =  
ΑΖ

2
 και λόγω της (1) είναι τελικά ΑΕ = 

ΑΓ

4
 . 
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Θέμα 2 

Δίνεται κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα 4 cm. Από σημείο Ρ εκτός του κύκλου 

φέρνουμε τα εφαπτόμενα τμήματα ΡΑ και ΡΒ προς τον κύκλο. Επίσης η γωνία ΑΡΒ 

ισούται με 600. 

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΡΑΟΒ είναι εγγράψιμο.    (Μονάδες 7) 

β) Να υπολογίσετε το μέτρο της γωνίας ΑΡΟ.                                  (Μονάδες 9) 

γ) Να υπολογίσετε το μήκος του τμήματος ΟΡ.                               (Μονάδες 9) 
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ΛΥΣΗ 

α) Γνωρίζουμε ότι τα εφαπτόμενα τμήματα από σημείο εκτός κύκλου είναι κάθετα 

στις ακτίνες που αντιστοιχούν στα σημεία επαφής οπότε  

ΡΑ̂Ο + ΡΒ̂Ο = 900 + 900 = 1800 επομένως το τετράπλευρο ΡΑΟΒ είναι εγγράψιμο. 

β)  

 

Γνωρίζουμε ότι η διακεντρική ευθεία διχοτομεί τη γωνία των εφαπτόμενων 

τμημάτων άρα ΑΡ̂Ο = 
ΑΡ̂Β 

2
 = 

600

2
 = 300. 

γ) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΡ η γωνία Ρ1 ισούται λόγω του (β) ερωτήματος με 300, 

οπότε η απέναντι κάθετη πλευρά ισούται με το μισό της υποτείνουσας,  

άρα ΟΑ = 
ΟΡ

2
  ή ΟΡ = 2·ΟΑ = 2·4 = 8 cm.  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΔ//ΒΓ) με ΒΓ > ΔΓ. 

Στην πλευρά ΒΓ θεωρούμε σημείο Ε, τέτοιο ώστε ΓΕ = ΓΔ. 

α) Να αποδείξετε ότι η ΔΕ είναι διχοτόμος της AΔ�Γ.                                (Μονάδες 12) 

β) Αν Α�=120ο, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΔΕΓ είναι ισόπλευρο.     (Μονάδες 13) 
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α)  Δ�� = Ε�� (1), γιατί είναι γωνίες εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ και ΒΓ με    

      τέμνουσα  την ΔΕ.      

     	Δ�2=Ε�1 (2),  γιατί είναι γωνίες προσκείμενες στη βάση ΔΕ του ισοσκελούς  

      τριγώνου ΔΓΕ. 

      Από (1) και (2) συμπεραίνουμε ότι Δ�1=Δ�2, άρα η ΔΕ είναι διχοτόμος της ΑΔ�Γ . 

                                

β) Αν Α�=120ο, τότε, επειδή το τραπέζιο ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές, θα είναι ΑΔ�Γ =

120
�. 

     Επειδή αποδείξαμε στο α) ότι η ΔΕ είναι διχοτόμος της ΑΔ�Γ, 

     θα είναι Δ�2=60
ο και λόγω της σχέσης (2),  Ε�1=60

ο. 

     Άρα, το τρίγωνο ΔΕΓ είναι ισόπλευρο, γιατί έχει δύο γωνίες 60ο, οπότε και η τρίτη 

γωνία Γ� θα είναι 60ο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ>ΑΔ. Στην ΑΒ θεωρούμε σημείο Ε 

τέτοιο, ώστε ΑΕ = ΑΔ. Από το μέσο Μ της ΔΕ φέρουμε παράλληλη προς την ΔΓ που 

τέμνει την ΒΓ στο Κ. 

α) Να αποδείξετε ΑΜ ⊥ ΔΕ.                                                                  (Μονάδες 7) 

β) Να αποδείξετε ότι 2ΜΚ = 2ΑΒ - ΑΔ.                                                (Μονάδες 9) 

γ) Φέρνουμε την ΕΚ που τέμνει την προέκταση της ΔΓ στο Ζ. 

     Να αποδείξετε ότι ΓΖ = ΑΒ – ΑΔ.                                                      (Μονάδες 9) 
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Κατασκευάζουμε το ορθογώνιο ΑΒΓΔ με ΑΒ > ΑΔ. Στην ΑΒ θεωρούμε σημείο Ε, 

τέτοιο ώστε ΑΔ = ΑΕ. Από το μέσο Μ της ΔΕ φέρουμε παράλληλη προς την ΔΓ που 

τέμνει την ΒΓ στο Κ. 

 

 

α)  Το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές, γιατί ΑΔ = ΑΕ. 

     Επομένως, η διάμεσος ΑΜ που αντιστοιχεί στην βάση θα είναι και ύψος. 

      Άρα, ΑΜ ⊥ ΔΕ. 

β) Αν η ΔΕ ήταν παράλληλη στην ΒΓ, θα είχαμε από το Δ δύο παράλληλες, τις ΔΑ και   

ΔΕ προς την ΒΓ, που είναι άτοπο λόγω του 1ου αιτήματος παραλληλίας. Επομένως, η 

ΔΕ δεν είναι παράλληλη προς την ΒΓ. Άρα, το ΕΒΓΔ είναι τραπέζιο γιατί ΕΒ//ΔΓ  και η 

ΔΕ δεν είναι παράλληλη με την ΒΓ. 

Από το μέσο Μ της ΔΕ φέραμε ΜΚ//ΔΓ, άρα το Κ είναι το μέσο πλευράς ΒΓ. 

Η διάμεσος ΜΚ του τραπεζίου ΕΒΓΔ θα ισούται με το ημιάθροισμα των βάσεων, 

δηλαδή ΜΚ = 
�����

�
  ή  2ΜΚ = ΔΓ + ΕΒ  (1). 

Όμως ΔΓ=ΑΒ  (2), ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ  και ΑΔ = ΑΕ   

(3), από υπόθεση. Επίσης, ΕΒ = ΑΒ-ΑΕ  (4). 

Από (1), (2), (3) και (4) συμπεραίνουμε ότι 2ΜΚ = ΑΒ + ΑΒ – ΑΕ = 2ΑΒ – ΑΔ  (5).   

γ) Προεκτείνουμε την ΕΚ που τέμνει την προέκταση της ΔΓ στο Ζ. 

 13519-Λύση



 

 

Στο τρίγωνο ΔΕΖ το Μ είναι μέσο της ΔΕ και ΜΚ//ΔΖ, άρα η ΜΚ διέρχεται από το 

μέσο Κ της ΕΖ. Επομένως: 

ΜΚ = 
ΔΖ

2
	 ⇔ 2ΜΚ = ΔΖ ⇔(από (5)) 2ΑΒ - ΑΔ = ΔΓ + ΓΖ ⇔ 

2ΑΒ-ΑΔ=ΑΒ+ΓΖ⇔ ΓΖ = ΑΒ – ΑΔ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται κύκλος (Ο,ρ) και σημείο Ρ εκτός του κύκλου. Από το Ρ φέρνουμε τα 

εφαπτόμενα τμήματα ΡΑ και ΡΒ. Η ΡΟ τέμνει το μικρότερο του ημικυκλίου τόξο ΑΒ 

στο Γ και ΑΡ�Β=60ο. Να αποδείξετε ότι: 

α) ΟΡ = 2ρ.                                                                                                (Μονάδες 10) 

β) ΑΓ�Β=120ο.                                                                                            (Μονάδες 10) 

γ) Ένας μαθητής ισχυρίζεται ότι το τετράπλευρο ΟΑΓΒ είναι ρόμβος. 

    Συμφωνείτε μαζί του; Να δικαιολογήσετε την απάντηση σας.   (Μονάδες 05)    
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α) Φέρουμε τις ακτίνες ΟΑ και ΟΒ που είναι κάθετες στα εφαπτόμενα τμήματα ΡΑ 

και ΡΒ. Επομένως τα τρίγωνα ΟΑΡ και ΟΒΡ είναι ορθογώνια. 

Η ΡΟ είναι διχοτόμος της ΑΡ�Β = 60ο, οπότε Ρ�1=Ρ�2=30
ο. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΡ είναι Ρ�1=30
ο, οπότε η απέναντι της γωνίας κάθετη 

πλευρά  ΟΑ = 
ΡΟ

2
, δηλαδή ΡΟ = 2ρ, αφού ΟΑ = ΟΒ = ρ. 

 

β) Στο τρίγωνο ΟΡΑ: Ο�+ΟΑ�Ρ+ΟΡ�Α = 180ο. Άρα, Ο�1= 180ο – 90ο – 30ο = 60ο. 

 ΟΑ = ΟΓ = ρ, οπότε το τρίγωνο ΟΓΑ είναι ισοσκελές με μία γωνία 60ο, άρα είναι 

ισόπλευρο. Επομένως Γ�1=60
ο  (1). 

Στο τρίγωνο ΟΡΒ: Ο��+ΟΒ�Ρ+ΟΡ�Β = 180ο. Άρα Ο�2= 180ο – 90ο – 30ο = 60ο. 
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ΟΒ = ΟΓ = ρ, οπότε το τρίγωνο ΟΓΒ είναι ισοσκελές με μία γωνία 60ο, άρα 

ισόπλευρο. Επομένως, Γ�2=60
ο  (2). 

Από (1) και (2) έχουμε ότι ΑΓ�Β	= 60ο+60ο = 120ο. 

γ) Στο β) ερώτημα αποδείξαμε ότι τα τρίγωνα ΟΓΑ και ΟΓΒ είναι ισόπλευρα. 

Επομένως, ΑΓ = ΟΑ = ΟΓ = ΓΒ = ΟΒ. Το τετράπλευρο ΟΑΓΒ είναι ρόμβος γιατί έχει 

όλες τις πλευρές του ίσες. Επομένως, ο ισχυρισμός του μαθητή είναι σωστός.   
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ΘΕΜΑ 4 

Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ < ΑΓ) φέρουμε το ύψος ΑΔ. Έστω Κ,Λ,Μ τα μέσα των 

ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:  

α) ΚΛ // ΒΓ.                                                                                                            (Μονάδες 5) 

β)  i. ΜΛ = ΚΔ                                                                                                         (Μονάδες 6) 

     ii. ΚΜ = ΔΛ.                                                                                                        (Μονάδες 6) 

γ) Το ΚΛΜΔ είναι ένα εγγράψιμο τετράπλευρο.                                             (Μονάδες 8) 
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Σχεδιάζουμε το τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ. Θεωρούμε τα μέσα Κ,Λ,Μ των ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ 

αντίστοιχα και φέρουμε το ύψος ΑΔ.  

α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ, το Κ είναι μέσο του ΑΒ και το Λ είναι μέσο του ΑΓ. Άρα, ΚΛ//ΒΓ 

(1), επειδή το ΚΛ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ του τριγώνου ΑΒΓ.  

β) i. Στο τρίγωνο ΑΒΓ το Λ είναι μέσο του ΑΓ και το Μ είναι μέσο του ΒΓ.  

Άρα, ΛΜ = 
ΑΒ

2
  (2), επειδή το ΛΜ ενώνει τα  μέσα των πλευρών ΑΓ και ΒΓ του         

τριγώνου ΑΒΓ. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΒ, είναι ΔΚ = 
��

�
  (3), επειδή η ΔΚ είναι διάμεσος που 

αντιστοιχεί στην υποτείνουσά του ΑΒ.  

Από (2) και (3) συμπεραίνουμε ότι ΛΜ = ΔΚ. (4)  

ii. Από (1), (4) και επειδή οι ΚΔ και ΜΛ δεν είναι παράλληλες, το ΚΛΜΔ είναι     

ισοσκελές τραπέζιο, επομένως οι διαγώνιοι του είναι ίσες, δηλαδή ΚΜ = ΔΛ. (5)                                      

 

γ) Τα σημεία Δ και Μ δεν ταυτίζονται γιατί αν το μέσο της ΒΓ Μ ταυτιζόταν με το 

ίχνος του ύψους ΑΔ, τότε το ύψος ΑΔ θα ήταν και διάμεσος, δηλαδή το τρίγωνο ΑΒΓ 

θα ήταν ισοσκελές με ΑΒ = ΑΓ, πράγμα άτοπο από την υπόθεση ΑΒ < ΑΓ. Επομένως 

το ΚΛΜΔ είναι τετράπλευρο. 

Από το ερώτημα β)i. Το τραπέζιο ΚΛΜΔ είναι ισοσκελές. Επομένως ΚΔ = ΜΛ (6) και 

ΚΜ = ΔΛ.  

Τα τρίγωνα ΚΔΛ και ΛΜΔ έχουν: 
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ΚΔ = ΜΛ, από (6) 

ΚΜ = ΔΛ από (5) 

ΚΛ κοινή πλευρά. 

Επομένως τα τρίγωνα είναι ίσα γιατί έχουν τις τρεις πλευρές τους ίσες. 

Άρα και οι γωνίες που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες πλευρές θα είναι αντίστοιχα 

ίσες, ΚΔ�Λ=ΚΜ�Λ	. Επομένως το τετράπλευρο ΚΛΜΔ είναι εγγράψιμο γιατί η πλευρά 

ΚΛ φαίνεται από τις απέναντι κορυφές Δ και Μ υπό ίσες γωνίες. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ. Η διχοτόμος της γωνίας Α τέμνει την μεσοκάθετο (ε) 

της ΒΓ στο Δ.  Από το Δ φέρνουμε τα κάθετα τμήματα ΔΖ και ΔΗ προς τις ΑΒ και ΑΓ 

αντίστοιχα.  

α) Να συγκρίνετε τα τρίγωνα ΑΖΔ και ΑΗΔ.                                                   (Μονάδες 08) 

β) Να αποδείξετε ότι ΒΖ = ΗΓ.                                                                          (Μονάδες 09) 

γ) Αν η γωνία Α = 60ο και Μ το μέσο ης ΑΔ, να αποδείξετε ότι ΗΜ = ΖΔ.  

                                                                                                                                (Μονάδες 08) 
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α) Τα τρίγωνα ΑΖΔ και ΑΗΔ έχουν:  

ΑΔ κοινή πλευρά, 

Α�� = Α��, επειδή ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Α. 

ΑΖ�Δ = ΑΗ�Δ = 90ο, επειδή οι ΔΖ, ΔΗ είναι κάθετες στις ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΖΔ και ΑΗΔ είναι ίσα, επειδή έχουν την υποτείνουσα και μία οξεία 

γωνία αντίστοιχα ίσες μία προς μία.             

β) Φέρνουμε τις ΔΒ, ΔΓ. Επειδή το Δ ανήκει στην μεσοκάθετο της ΒΓ θα ισαπέχει 

 από τα Β και Γ, άρα ΒΔ = ΓΔ  (1). 

 

Τα τρίγωνα ΒΖΔ και ΓΗΔ έχουν: 

 ΑΖ�Δ = ΑΗ�Δ = 90ο, επειδή οι ΔΖ, ΔΗ είναι κάθετες στις ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 

ΒΔ = ΓΔ, από (1). 

ΔΖ = ΗΔ (2), επειδή είναι πλευρές των ίσων τριγώνων ΑΖΔ και ΑΗΔ, που βρίσκονται 

απέναντι από τις ίσες γωνίες Α��, Α�� αντίστοιχα. 
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Τα τρίγωνα είναι ίσα γιατί είναι ορθογώνια με μία κάθετη πλευρά και υποτείνουσα 

αντίστοιχα ίσες μία προς μία. Άρα, ΖΒ = ΗΓ. 

 

γ) Έστω ότι η γωνία Α = 60ο και το Μ είναι μέσο της ΑΔ. Τότε θα έχουμε ότι η γωνία Α2 = 30ο. 

 

Στο ορθογώνιο ΑΔΗ, η γωνία Α2 = 30ο, οπότε η απέναντι κάθετος ΗΔ = 
��

�
  (3). 

Στο ορθογώνιο ΑΗΔ, η ΗΜ είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα, οπότε θα είναι 

ΗΜ = 
��

�
  (4). 

Από (3) και (4) συμπεραίνουμε ότι ΗΜ = ΗΔ  (5). 

Από (5) και (2) έχουμε ότι ΗΜ = ΔΖ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Ο χαρταετός του σχήματος είναι ένα εξάγωνο με ίσες πλευρές και ίσες γωνίες.        

α) Να αποδείξετε ότι ΑΕ = ΒΔ.                                                                          (Μονάδες 07) 

β) Να αποδείξετε ότι ΑΕ ⊥ ΕΔ.                                                                          (Μονάδες 08) 

γ)  i. Αν οι ΑΔ και ΒΕ τέμνονται στο Ο, τότε να αποδείξετε ότι 2ΒΟ = ΑΔ.  

                                                                                                                                             (Μονάδες 05) 

     ii. Ένας μαθητής ισχυρίζεται ότι υπάρχει κύκλος με διάμετρο την ΑΔ που διέρχεται 

από το Β. Συμφωνείτε με τον ισχυρισμό του; Δικαιολογήστε την απάντηση σας. 

 (Μονάδες 05) 
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α) Στο εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ οι πλευρές και οι γωνίες του είναι ίσες. Έστω λ το μήκος της 

πλευράς του εξαγώνου και φ η γωνία του. 

Τα τρίγωνα ΑΖΕ και ΒΓΔ έχουν: 

ΑΖ = ΒΓ = λ, από την υπόθεση, 

ΖΕ= ΓΔ = λ, από την υπόθεση, 

ΑΖ�Ε = ΒΓ�Δ = φ , από την υπόθεση, 

Επομένως, τα τρίγωνα ΑΖΕ και ΒΓΔ είναι ίσα γιατί έχουν δύο πλευρές τους ίσες μία 

προς μία και τις περιεχόμενες γωνίες ίσες. Άρα, ΑΕ = ΒΔ, γιατί είναι απέναντι από τις 

ίσες γωνίες  ΑΖ�Ε	και	ΒΓ�Δ αντίστοιχα. 

 

β) Το άθροισμα των γωνιών του εξάγωνου είναι (2ν-4)ορθές, δηλαδή 

     2 ∙ 6 − 4� ∙ 90� = 720ο. Επειδή όλες οι γωνίες ίσες, η κάθε μία θα είναι 

      720ο : 6 = 120ο. 

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΖΕ (ΑΖ=ΖΕ) οι γωνίες της βάσης ΖΑ�Ε και ΖΕ�Α θα είναι ίσες. 

  

Στο τρίγωνο ΑΖΕ ισχύει: 
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 Ζ� + ΖΑ�Ε + ΖΕ�Α = 180ο  ή  ΖΑ�Ε + ΖΕ�Α = 180ο -Ζ�  ή  2ΖΕ�Α = 180ο – 120ο  

ή  2ΖΕ�Α = 60ο . Άρα,  ΖΕ�Α = 30ο.  

Έτσι  ΑΕ�Δ = ΖΕ�Δ − ΖΕ�Α	= 120ο – 30ο = 90ο, οπότε ΑΕ⊥ΕΔ. 

 

γ) i. Επειδή ΑΒ = ΕΔ και ΑΕ = ΒΔ, το ΑΕΔΒ είναι παραλληλόγραμμο, γιατί έχει τις 

απέναντι πλευρές του ίσες. Επιπλέον, λόγω του (β), το ΑΕΔΒ έχει μία γωνία ορθή 

(γωνία ΑΕΔ = 90ο), άρα είναι ορθογώνιο. Οι διαγώνιες του ΑΔ και ΒΕ είναι ίσες και 

διχοτομούνται, επομένως ΒΟ = 
��

�
=

��

�
. Άρα, 2ΒΟ = ΑΔ. 

    ii. Στο ερώτημα i) αποδείξαμε ότι BO = AO = OΔ. Επομένως, τα Α, Β, Δ ισαπέχουν     

        από το Ο. Άρα, βρίσκονται σε κύκλο με κέντρο το Ο και ακτίνα ΟΒ. 

        Επομένως, ο ισχυρισμός του μαθητή είναι σωστός. 
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ΘΕΜΑ 2  

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα μέσα Ε, Ζ και Η των ΑΒ, ΑΓ και ΑΔ 

αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 

α) ΖΗ =
ΑΒ

2
.                          (Μονάδες 15) 

β) Το τετράπλευρο ΑΕΖΗ είναι παραλληλόγραμμο.                 (Μονάδες 10) 
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α) Στο τρίγωνο ΑΓΔ το τμήμα ΖΗ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΓ και ΑΔ, άρα είναι 

παράλληλο στη ΓΔ και ίσο με το μισό της, δηλαδή ΖΗ//ΓΔ (1) και ΖΗ =
ΓΔ

2
. Όμως 

ΑΒ = ΓΔ, γιατί είναι απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου, άρα ΖΗ =
ΑΒ

2
. 

β) Αφού το Ε είναι το μέσο της ΑΒ, θα είναι ΑΕ =
ΑΒ

2
. Όμως από το ερώτημα α) είναι 

ΖΗ =
ΑΒ

2
, άρα ΑΕ = ΖΗ. 

Επιπλέον, είναι ΑΕ//ΓΔ (2), γιατί το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. Από 

τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε ότι ΑΕ//ΖΗ.  

Το τετράπλευρο ΑΕΖΗ είναι παραλληλόγραμμο, γιατί οι απέναντι πλευρές του ΑΕ, 

ΖΗ είναι ίσες και παράλληλες.  
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ΘΕΜΑ 2  

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ. Στις προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ προς το Β, ΒΓ προς το Γ 

και ΓΔ προς το Δ θεωρούμε σημεία Ε, Ζ και Η αντίστοιχα, ώστε ΒΕ = ΓΖ = ΔΗ. 

α) Να αποδείξετε ότι ΖΕ = ΖΗ.                    (Μονάδες 15) 

β) Να αποδείξετε ότι ΕΖ�Η = 90
ο.                    (Μονάδες 10) 
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α) Τα τρίγωνα ΒΕΖ και ΓΖΗ έχουν:  

• ΕΒ�Ζ = ΖΓ�Η = 90� ως παραπληρωματικές γωνίες των ορθών γωνιών Β�, Γ� του 

τετραγώνου ΑΒΓΔ. 

• ΒΕ = ΓΖ, από τα δεδομένα.  

• ΒΖ = ΓΗ ως άθροισμα των ίσων τμημάτων ΒΓ, ΓΔ (πλευρές τετραγώνου) και 

ΒΕ, ΓΖ (δεδομένο).  

Τα τρίγωνα ΒΕΖ και ΓΖΗ είναι ίσα, γιατί είναι ορθογώνια και έχουν τις κάθετες 

πλευρές τους ίσες μία προς μία. Άρα θα είναι ΖΕ = ΖΗ, γιατί είναι οι πλευρές 

απέναντι από τις ορθές γωνίες.  

 

β) Από την ισότητα των τρίγωνων ΒΕΖ και ΓΖΗ έχουμε ότι Ζ�� = Η�� (1), γιατί είναι 

γωνίες απέναντι από τις ίσες πλευρές ΒΕ, ΓΖ αντίστοιχα. Οι γωνίες Η��, Ζ�	 είναι 

συμπληρωματικές, γιατί είναι οι οξείες γωνίες του ορθογωνίου τριγώνου ΓΖΗ, άρα 

Η�� + Ζ�	 = 90� (2). Από τις ισότητες (1) και (2) προκύπτει ότι Ζ�� + Ζ�	 = 90� ή 

ΕΖ�Η = 90ο.  
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ΘΕΜΑ 4  

Στο παρακάτω σχήμα δίνονται τα ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΓ και ΕΓΔ με ΑΒ = ΑΓ = ΕΓ =

ΕΔ, όπου Δ είναι το μέσο της ΑΓ και ΒΓ =
ΑΒ

2
. 

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΓΔΕ είναι ίσα.          (Μονάδες 10) 

β) Αν η προέκταση της ΕΔ προς το Δ τέμνει την ΑΒ στο σημείο Ζ, να αποδείξετε ότι:   

i. Το σημείο Ζ είναι το μέσο της ΑΒ.               (Μονάδες 8) 

ii. ΕΑ�Γ = ΕΖ�Γ.                                           (Μονάδες 7) 
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α) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΕΓΔ έχουν: 

• ΑΒ = ΕΓ, από τα δεδομένα. 

• ΑΓ = ΕΔ, από τα δεδομένα.  

• ΒΓ = ΓΔ, γιατί ΒΓ =
ΑΒ

2
 και ΓΔ =

ΑΓ

2
=

ΑΒ

2
, αφού το Δ είναι το μέσο της ΑΓ.  

Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΕΓΔ είναι ίσα, γιατί έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία 

(κριτήριο ΠΠΠ). 

β)   

 

i. Από την ισότητα των τριγώνων ΑΒΓ και ΕΓΔ προκύπτει ότι 	Γ�� = 	Δ��, γιατί είναι 

γωνίες απέναντι από τις ίσες πλευρές ΑΒ, ΕΓ αντίστοιχα.  

Οι ΒΓ και ΔΕ τεμνόμενες από την ΑΓ σχηματίζουν ίσες τις εντός εναλλάξ γωνίες τους 

	Γ��	και		Δ��, άρα η ΒΓ είναι παράλληλη στη ΔΕ. 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ το Δ είναι το μέσο της ΑΓ και η ΔΖ είναι παράλληλη στη ΒΓ, άρα το Ζ 

είναι το μέσο της ΑΒ.  

 

ii. Από την ισότητα των τριγώνων ΑΒΓ και ΕΓΔ προκύπτει ότι 	Α�� = 	Ε��, γιατί είναι 

γωνίες απέναντι από τις ίσες πλευρές ΒΓ, ΓΔ αντίστοιχα. Άρα το τετράπλευρο ΑΕΓΖ 

 13538-Λύση



είναι εγγράψιμο, αφού η πλευρά του ΓΖ φαίνεται από τις απέναντι κορυφές του Α 

και Ε υπό ίσες γωνίες. Έτσι στο εγγράψιμο ΑΕΓΖ η πλευρά ΓΕ φαίνεται από τις 

απέναντι κορυφές του Α και Ζ υπό ίσες γωνίες, άρα θα είναι ΕΑ�Γ = ΕΖ�Γ.  
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ΘΕΜΑ 4  

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ//ΓΔ και Α� = 108
�.  Στη 

βάση ΓΔ θεωρούμε σημείο Ε, ώστε οι ΑΓ, ΑΕ να τριχοτομούν τη γωνία  Α�. 

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΔΕ.                  (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι:  

i. Το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές.               (Μονάδες 5) 

ii. Το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι ρόμβος.                   (Μονάδες 10) 
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α) Αφού τα τμήματα  ΑΓ, ΑΕ να τριχοτομούν τη γωνία  Α� = 108
�, θα είναι  

Α�� = Α�� = Α�	 =
Α�

3
=
108

�

3
= 36

�.  

Οι γωνίες Α� και Δ  του τραπεζίου είναι παραπληρωματικές, γιατί είναι εντός και επί 

τα αυτά μέρη γωνίες των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται από την ΑΔ. Άρα 

Δ = 180
�
− Α� = 180

�
− 108

�
= 72

�. 

Είναι Ε� = ΒΑ�Ε ως εντός εναλλάξ γωνίες των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται από 

την ΑΕ. Άρα Ε� = ΒΑ�Ε	 = Α�� + Α�	 = 36
�
+ 36

�
= 72

�. 

β) i. Από το ερώτημα α) έχουμε ότι Δ = Ε� = 72
� (1), συνεπώς το τρίγωνο ΑΔΕ είναι 

ισοσκελές με ΑΔ = ΑΕ (2), γιατί έχει δύο γωνίες ίσες.  

ii. Οι προσκείμενες γωνίες	 ΒΓΔ 	και Δ  στη βάση ΓΔ του τραπεζίου ΑΒΓΔ είναι ίσες, 

γιατί το τραπέζιο είναι ισοσκελές. Άρα ΒΓΔ = Δ  (3).  

Από τις ισότητες (1) και (3) προκύπτει ότι ΒΓΔ = Ε�, οπότε οι ΑΕ, ΒΓ είναι 

παράλληλες, γιατί τεμνόμενες από τη ΓΔ σχηματίζουν τις εντός εκτός και επί τα 

αυτά μέρη γωνίες ίσες.  

Είναι ΑΔ = ΒΓ (4), γιατί το τραπέζιο ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές. Από τις ισότητες (2) και 

(4) προκύπτει ότι ΑΕ = ΒΓ. Το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι παραλληλόγραμμο, γιατί οι 

απέναντι πλευρές του ΑΕ, ΒΓ είναι ίσες και παράλληλες. Όμως η ΑΓ διχοτομεί τη 

γωνία ΒΑ�Ε, αφού από το ερώτημα α) έχουμε ότι Α�� = Α�	 = 36
�. Συνεπώς το 

τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι ρόμβος, γιατί είναι παραλληλόγραμμο και η διαγώνιος ΑΓ 

διχοτομεί τη γωνία του ΒΑ�Ε. 
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ΘΕΜΑ 4  

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ τέτοιο, ώστε η διαγώνιός του ΑΓ να είναι κάθετη 

στη ΒΓ. Θεωρούμε τα μέσα Ε, Ζ και Η των ΑΒ, ΑΓ και ΑΔ αντίστοιχα.  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. ΓΕ = ΖΗ.                   (Μονάδες 9) 

ii. Η ΓΑ είναι διχοτόμος της γωνίας ΔΓ�Ε.                    (Μονάδες 9) 

β) Αν ΔΗ =
ΑΒ

4
, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΓΕ είναι ισόπλευρο.          (Μονάδες 7) 

 

 13540



 

α) i. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η ΓΕ είναι η διάμεσος από την κορυφή της ορθής 

γωνίας ΑΓ�Β, άρα είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας ΑΒ, δηλαδή ΓΕ =
ΑΒ

2
 (1).  

Στο τρίγωνο ΑΓΔ το τμήμα ΖΗ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΓ και ΑΔ, άρα είναι 

ΖΗ =
ΓΔ

2
. Όμως ΑΒ = ΓΔ, γιατί είναι απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου, άρα 

ΖΗ =
ΑΒ

2
 (2).  

Από τις ισότητες (1) και (2) προκύπτει ότι ΓΕ = ΖΗ. 

ii. Το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ισοσκελές με ΑΕ = ΓΕ =
ΑΒ

2
, άρα είναι Α�� = Γ�� (3)  

ως προσκείμενες γωνίες στη βάση του ΑΓ. 

Επίσης Α�� = Γ�� (4) ως εντός εναλλάξ γωνίες των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται 

από την ΑΓ. Από τις ισότητες (3) και (4) προκύπτει ότι Γ�� = Γ��, δηλαδή η ΓΑ είναι 

διχοτόμος της γωνίας ΔΓ�Ε.   

β) Η δοσμένη ισότητα ΔΗ =
ΑΒ

4
 ισοδύναμα γράφεται 2ΔΗ =

ΑΒ

2
  (5).  

Όμως Η είναι το μέσο της ΑΔ, άρα 2ΔΗ = ΑΔ και επειδή το ΑΒΓΔ είναι 

παραλληλόγραμμο είναι ΑΔ = ΒΓ. Άρα 2ΔΗ = ΒΓ (6).  

Από τις ισότητες (5) και (6) προκύπτει ότι ΒΓ =
ΑΒ

2
. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η 

κάθετη πλευρά ΒΓ ισούται με το μισό της υποτείνουσας ΑΒ, συνεπώς οι οξείες 

γωνίες του είναι Α�� = 30
ο ως απέναντι της πλευράς ΒΓ και Β� = 60

ο ως 

συμπληρωματική της Α��.  

Το τρίγωνο ΒΓΕ είναι ισοσκελές με ΓΕ = ΕΒ =
ΑΒ

2
. Οι προσκείμενες γωνίες στη βάση 

ΒΓ του ισοσκελούς τριγώνου ΒΓΕ είναι οι Β�, ΕΓ�Β. Όμως είναι Β� = 60
ο, οπότε θα είναι 

ΕΓ�Β = 60
ο και επειδή το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου είναι 180ο θα είναι 

και ΒΕ�Γ = 60
ο. Άρα το τρίγωνο ΒΓΕ είναι ισόπλευρο, γιατί έχει και τις τρεις γωνίες 

του ίσες.  
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ΘΕΜΑ 2 

Σχεδιάζουμε γωνία xÔy = 60ο και παίρνουμε σημείο Α επί της πλευράς Οx, τέτοιο 

ώστε AO = 2. Φέρουμε τη διχοτόμο Οδ της γωνίας xÔy και θεωρούμε σημείο Μ 

στην Οδ, τέτοιο ώστε AΜ = ΑΟ. Να υπολογίσετε: 

α) Τη γωνία δÔy. 

(Μονάδες 6) 

β) Τις γωνίες του τριγώνου ΑΟΜ. 

(Μονάδες 9) 

γ) Το μήκος του ύψους ΑB που αντιστοιχεί στη βάση ΟΜ του ισοσκελούς τριγώνου 

ΑΟΜ. 

(Μονάδες 10) 
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α) Η ημιευθεία Οδ είναι διχοτόμος της γωνίας xÔy, οπότε οι γωνίες xÔδ και δÔy θα 

είναι ίσες.  

Άρα, xÔδ = δÔy = 60o ÷ 2 = 30o. 

β) Είναι ΑÔΜ = xÔδ = 30o. 

Το τρίγωνο ΑΟΜ είναι ισοσκελές με βάση OΜ, αφού AO = ΑΜ.  

Επομένως, οι γωνίες ΑÔΜ και ΑΜ̂Ο είναι ίσες ως προσκείμενες στη βάση.  

Άρα, ΑÔΜ = ΑΜ̂Ο = 30o. 

Στο τρίγωνο ΑΟΜ ισχύει: 

ΑÔΜ + ΑΜ̂Ο + ΜΑ̂Ο = 180ο  ή  30ο + 30ο + ΜΑ̂Ο = 180ο.  Άρα, ΜΑ̂Ο = 120ο. 

γ) Φέρουμε το ύψος ΑΒ που αντιστοιχεί στη βάση ΟΜ του ισοσκελούς τριγώνου 

ΑΟΜ. 

 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΟΒ είναι ΑÔΒ = 30o. Οπότε, η απέναντι κάθετη πλευρά, 

δηλαδή η ΑΒ, ισούται με το μισό της υποτείνουσας ΟΑ.   

Άρα, ΑΒ = 
ΟΑ

2
= 

2

2
= 1. 
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ΘΕΜΑ 4 

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ με ΒΓ = 2ΑΒ. Έστω Δ το μέσο της πλευράς ΒΓ και Ε το μέσο 

του τμήματος ΒΔ. Από το σημείο Δ φέρουμε ευθεία παράλληλη προς την ΑΓ, η 

οποία τέμνει την πλευρά ΑΒ στο σημείο Ζ. Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΒΖΔ είναι ίσα. 

(Μονάδες 10) 

β) Το τετράπλευρο ΖΑΔΕ είναι εγγράψιμο. 

(Μονάδες 5) 

γ) Η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας ΕΑ̂Γ. 

(Μονάδες 10) 
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Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ με ΒΓ = 2ΑΒ. Έστω Δ το μέσο της πλευράς ΒΓ και Ε το μέσο 

του τμήματος ΒΔ. Από το σημείο Δ φέρουμε ευθεία παράλληλη προς την ΑΓ, η 

οποία τέμνει την πλευρά ΑΒ στο Ζ.  

 

α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ, το τμήμα ΔΖ είναι παράλληλο προς την πλευρά ΑΓ και το Δ είναι 

μέσο της πλευράς ΒΓ. Επομένως, το Ζ θα είναι μέσο της πλευράς ΑΒ. 

Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΔΒΖ έχουν: 

ΑΒ = ΒΔ, ως μισά του ΒΓ, αφού ΒΓ = 2ΑΒ (υπόθεση) και ΒΓ = 2ΒΔ (το Δ είναι 

μέσο του ΒΓ). 

ΒΕ = ΒΖ, ως μισά των ίσων τμημάτων ΒΔ και ΑΒ αντίστοιχα. 

Β̂ κοινή γωνία. 

Επομένως, τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΔΒΖ είναι ίσα αφού έχουν δύο πλευρές ίσες μια προς 

μια και τις περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες (Π-Γ-Π).  

β) Από την ισότητα των τριγώνων ΑΒΕ και ΒΖΔ προκύπτει ότι ΒΑ̂Ε = ΒΔ̂Ζ (1), ως 

γωνίες που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες πλευρές ΒΕ και ΒΖ αντίστοιχα. 

Το τετράπλευρο ΖΑΔΕ είναι εγγράψιμο διότι η πλευρά ΖΕ φαίνεται από τις απέναντι 

κορυφές Α και Δ υπό τις ίσες γωνίες ΒΑ̂Ε και ΒΔ̂Ζ αντίστοιχα. 

γ) Το τρίγωνο ΒΑΔ είναι ισοσκελές με ΑΒ = ΒΔ, οπότε ΒΑ̂Δ = ΒΔ̂Α (2), ως 

προσκείμενες στη βάση ΑΔ.  

Αφαιρώντας τις ισότητες (1) και (2) κατά μέλη προκύπτει ότι:  

ΒΑ̂Δ−ΒΑ̂Ε = ΒΔ̂Α−ΒΔ̂Ζ  ή  ΕΑ̂Δ = ΖΔ̂Α  (3). 

Επίσης, ΖΔ̂Α = ΔΑ̂Γ  (4), ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΔΖ και ΑΓ τεμνόμενων 

από την ΑΔ. 

Από τις σχέσεις (3) και (4) έχουμε ΕΑ̂Δ = ΔΑ̂Γ, άρα η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας 

ΕΑ̂Γ.  
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ΘΕΜΑ 4 

Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Β̂ < Γ̂) θεωρούμε τα μέσα Δ, Ε, Ζ των πλευρών ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ 

αντίστοιχα. Έστω Η η προβολή της κορυφής Γ πάνω στην πλευρά ΑΒ. Να αποδείξετε 

ότι: 

α) ΗΕ = ΕΓ και ΗΖ = ΖΓ. 

(Μονάδες 10) 

β) ΖΔ̂Ε = ΖΗ̂Ε. 

(Μονάδες 10) 

γ) Το τετράπλευρο ΖΔΗΕ είναι εγγράψιμο. 

(Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

Σχεδιάζουμε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Β̂ < Γ̂ και σημειώνουμε τα μέσα Δ, Ε, Ζ των 

πλευρών ΑΒ, ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα. Φέρουμε την προβολή Η της κορυφής Γ πάνω 

στην πλευρά ΑΒ, οπότε ΓΗ ⊥ ΑΒ. 

 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΗΑΓ (ΓΗ̂Α = 90ο), η ΗΕ είναι διάμεσος στην υποτείνουσα 

ΑΓ, οπότε ΗΕ = ΕΓ = ΕΑ =
ΑΓ
2 . 

Ομοίως, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΗΒΓ (ΓΗ̂Β = 90ο), η ΗΖ είναι διάμεσος στην 

υποτείνουσα ΒΓ, οπότε ΗΖ = ΖΓ = ΖΒ = 
ΒΓ

2
. 

β) Στο τρίγωνο ΑΒΓ, τα σημεία Δ και Ζ είναι μέσα των πλευρών ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα. 

Επομένως, ΔΖΑΓ και  ΔΖ = ΑΓ
2 = ΕΓ. 

Άρα, το τετράπλευρο ΖΔΕΓ είναι παραλληλόγραμμο, αφού έχει τις δύο απέναντι 

πλευρές του ΔΖ και ΕΓ ίσες και παράλληλες, οπότε ΖΔ̂Ε = EΓ̂Z  (1). 

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΗΕΓ είναι ΓΗ̂Ε = ΗΓ̂Ε  (2), αφού βρίσκονται απέναντι από τις 

ίσες πλευρές ΕΓ και ΗΕ αντίστοιχα. 

Επίσης, στο ισοσκελές τρίγωνο ΗΖΓ είναι ΖΗ̂Γ = ΗΓ̂Ζ  (3), αφού βρίσκονται απέναντι 

από τις ίσες πλευρές ΖΓ και ΗΖ αντίστοιχα. 

Προσθέτοντας τις ισότητες (2) και (3) κατά μέλη, έχουμε:  

ΖΗ̂Γ + ΓΗ̂Ε = ΗΓ̂Ζ + ΗΓ̂Ε και άρα ΖΗ̂Ε = EΓ̂Z   (4). 

Από τις ισότητες (1) και (4) προκύπτει τελικά ότι ΖΔ̂Ε = ΖΗ̂Ε. 

γ) Το τετράπλευρο ΖΔΗΕ είναι εγγράψιμο διότι η πλευρά ΖΕ φαίνεται από τις 

απέναντι κορυφές Δ και Η υπό τις ίσες γωνίες ΖΔ̂Ε και ΖΗ̂Ε αντίστοιχα. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Α̂ = 90ο και ΑΒ > ΑΓ. Από το μέσο Δ της πλευράς 

ΒΓ φέρουμε κάθετη στη ΒΓ όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα, η οποία τέμνει τη 

διχοτόμο ΑΗ της γωνίας Α̂ στο σημείο Ε. Έστω ΑΖ το ύψος στην υποτείνουσα. Να 

αποδείξετε ότι: 

α) ΓΑ̂Ζ = ΔΑ̂Β.                                                  

(Μονάδες 8) 

β) ΑΔ = ΔΕ.                                                                           

(Μονάδες 9) 

γ) ΖΑ̂Δ = Γ̂ − Β̂.  

(Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, η ΑΔ είναι διάμεσος στην υποτείνουσα ΒΓ, οπότε 

ΑΔ = ΔΒ = ΔΓ. 

Οι οξείες γωνίες Β̂ και  Γ̂ του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ είναι συμπληρωματικές, 

οπότε: 

Β̂ = 90ο− Γ̂   (1) 

Οι οξείες γωνίες ΓΑ̂Ζ και  Γ̂ του ορθογωνίου τριγώνου ΖΑΓ είναι συμπληρωματικές, 

οπότε: 

ΓΑ̂Ζ = 90ο− Γ̂   (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) συμπεραίνουμε ότι ΓΑ̂Ζ = Β̂. 

Το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με ΑΔ = ΔΒ, οπότε θα είναι ΔΑ̂Β = Β̂. 

Επομένως, οι γωνίες ΓΑ̂Ζ και ΔΑ̂Β  θα είναι ίσες, δηλαδή ΓΑ̂Ζ = ΔΑ̂Β  (3). 

β) Η ΑΗ είναι διχοτόμος της γωνίας Α̂, οπότε ΓΑ̂Η = ΗΑ̂Β  (4).  

Με αφαίρεση των σχέσεων (3) και (4) κατά μέλη προκύπτει ότι: 

ΓΑ̂Η − ΓΑ̂Ζ = ΗΑ̂Β − ΔΑ̂Β  ή  ΖΑ̂Η = ΗΑ̂Δ  (5).    

Επίσης, ΑΖΔΕ διότι είναι κάθετες στη ΒΓ. 

Άρα, ΖΑ̂Η = Ε̂  (6), ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΖ και ΔΕ τεμνόμενων από 

την ΑΕ. 

Από τις ισότητες (5) και (6) προκύπτει ότι ΗΑ̂Δ = Ε̂, οπότε θα είναι ίσες και οι 

απέναντι πλευρές τους ΔΕ και ΑΔ αντίστοιχα στο τρίγωνο ΑΔΕ, δηλαδή ΔΕ = ΑΔ. 

γ) Είναι ΓΑ̂Ζ + ΖΑ̂Δ + ΔΑ̂Β = Α̂, οπότε:  
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ΖΑ̂Δ = Α̂ − ΓΑ̂Ζ − ΔΑ̂Β = 90ο − Β̂ − Β̂ = Γ̂ − Β̂, αφού είναι ΓΑ̂Ζ = ΔΑ̂Β = Β̂ και Γ̂ =

90ο− Β̂. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται δυο κύκλοι (Κ, ρ1) και (Λ, ρ2) που εφάπτονται εξωτερικά σε σημείο Α. Έστω ότι μια 

ευθεία (ε) εφάπτεται εξωτερικά στους δυο κύκλους σε σημεία τους Β και Γ αντίστοιχα και 

ότι η εσωτερική εφαπτομένη (ζ) των κύκλων στο σημείο επαφής τους Α τέμνει την ευθεία 

(ε) σε σημείο Μ. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. οι ευθείες ΚΒ και ΛΜ τέμνονται σε σημείο, έστω Δ.          (Μονάδες 10) 

ii. το τρίγωνο ΔΚΛ είναι ισοσκελές.         (Μονάδες 10) 

γ) Με ποια σχέση πρέπει να συνδέονται οι ακτίνες ρ1 και ρ2 των δύο κύκλων ώστε το 

ισοσκελές τρίγωνο ΔΚΛ να είναι ορθογώνιο; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

                (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

Έστω οι κύκλοι (Κ, ρ1) και (Λ, ρ2) οι οποίοι εφάπτονται εξωτερικά σε σημείο Α, (ε) η ευθεία η 

οποία εφάπτεται εξωτερικά στους δυο κύκλους σε σημεία τους Β και Γ αντίστοιχα. Έστω (ζ) 

η κοινή εσωτερική εφαπτομένη των κύκλων στο σημείο επαφής τους Α και Μ το σημείο 

τομής της με την ευθεία (ε). 

 

α) Έστω ΚΒ και ΛΓ οι ακτίνες των δυο κύκλων (Κ, ρ1) και (Λ, ρ2) στα σημεία επαφής Β και Γ 

αντίστοιχα. Τότε τα ΚΒ και ΛΓ θα είναι κάθετα στην (ε), οπότε θα είναι ΚΒ // ΛΓ ως κάθετες 

στην ίδια ευθεία (ε). 

Η ΛΜ δεν είναι κάθετη στην (ε), γιατί αν η ΛΜ ήταν κάθετη στη (ε) τότε από το σημείο Λ θα 

άγονταν δυο κάθετες στην (ε), η ΛΜ και η ΛΓ ως ακτίνα στο σημείο επαφής Γ του κύκλου (Λ, 

ρ2) με την ευθεία (ε), που είναι άτοπο, και αφού η ΛΜ τέμνει την ΛΓ στο Λ θα τέμνει και την 

παράλληλή της την ΚΒ έστω σε σημείο Δ. 

 

β) Είναι ΚΔ // ΛΓ και τις τέμνει η ΛΔ, οπότε Δ̂1 = Λ̂2 (1) ως γωνίες εντός εναλλάξ.  
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Η ΔΛ είναι διακεντρική ευθεία του σημείου Μ στον κύκλο (Λ, ρ2), οπότε θα διχοτομεί τη 

γωνία ΓΛ̂Α των ακτίνων στα σημεία επαφής Γ και Α, δηλαδή είναι Λ̂2 = Λ̂1 (2). Από τις 

σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι Δ̂1 = Λ̂1. Οπότε το τρίγωνο ΔΚΛ έχει δυο γωνίες ίσες, άρα 

θα είναι ισοσκελές με ίσες πλευρές τις ΚΛ και ΚΔ που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες 

γωνίες Δ̂1 και Λ̂1 αντίστοιχα. 

 

γ) Το ισοσκελές τρίγωνο ΔΚΛ με ίσες πλευρές τις ΚΛ, ΚΒ θα είναι ορθογώνιο όταν ΔΚ̂Λ = 900 

Αν ΔΚ̂Λ = 900 τότε η ΚΛ είναι κάθετη στην ΚΔ. Αν η ΚΛ είναι κάθετη στην ΚΔ, τότε η ΚΛ θα 

είναι παράλληλη με την ευθεία (ε) ως κάθετες στην ίδια ευθεία ΚΔ, οπότε και το 

τετράπλευρο ΚΛΓΒ θα είναι ορθογώνιο γιατί θα είχε τρεις ορθές γωνίας, τις ΔΚ̂Λ, ΚΒ̂Γ και 

ΛΓ̂Β. Αν το ΚΛΓΒ είναι ορθογώνιο τότε θα ισχύει ΚΒ = ΛΓ ή ρ1 = ρ2. Επομένως, αν οι κύκλοι 

είναι ίσοι, τότε το ισοσκελές τρίγωνο ΔΚΛ θα είναι ορθογώνιο. 
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ΘΕΜΑ 1  

α) Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στην κόλλα σας 

δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη ΣΩΣΤΟ, αν η πρόταση 

είναι σωστή ή ΛΑΘΟΣ, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

i. Η διάμεσος ισοσκελούς τριγώνου, που αντιστοιχεί στη βάση του, είναι 

διχοτόμος και ύψος.  

ii. Κάθε πλευρά τριγώνου είναι μεγαλύτερη από το άθροισμα των δύο 

άλλων πλευρών του και μικρότερη από τη διαφορά τους. 

iii. Αν δύο ευθείες τεμνόμενες από τρίτη σχηματίζουν δύο εντός και επί τα 

αυτά μέρη γωνίες ίσες, τότε είναι παράλληλες. 

iv. Οι φορείς των υψών ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

v. Κάθε εξωτερική γωνία ενός εγγεγραμμένου τετραπλεύρου ισούται με την 

απέναντι εσωτερική γωνία του.        

                (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι: αν η διάμεσος ενός τριγώνου ισούται με το μισό της πλευράς 

στην οποία αντιστοιχεί, τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα την 

πλευρά αυτή. 

                (Μονάδες 15) 
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α)  i.  Σωστό (σελ. 45) 

ii. Λάθος. Σύμφωνα με την τριγωνική ανισότητα: Κάθε πλευρά τριγώνου 

είναι μικρότερη από το άθροισμα των δύο άλλων και μεγαλύτερη από τη διαφορά 

τους.  

iii. Λάθος, γιατί δύο ευθείες τεμνόμενες από τρίτη είναι παράλληλες αν 

σχηματίζουν δύο εντός και επί τα αυτά μέρη γωνίες παραπληρωματικές. 

iv. Σωστό (σελ. 113) 

v. Σωστό (σελ. 136) 

β)  Θεώρημα ΙΙ, σελ. 114 
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ΘΕΜΑ 4  

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ και Μ το μέσο της βάσης του ΒΓ. Φέρουμε 

ΒΚ ⊥ ΒΓ έτσι ώστε ΒΚ = ΑΓ (το σημείο Κ είναι στο ημιεπίπεδο που δεν ανήκει το Α).  

α) Να αποδείξετε ότι ΑΜ//ΒΚ και ΑΒ = ΒΚ. (Μονάδες 8) 

β) Να δείξετε ότι η ΑΚ είναι διχοτόμος της γωνίας ΒΑΜ. (Μονάδες 5) 

γ) Να αποδείξετε ότι BΚ̂A= 45ο   _   
Γ̂

2
 (Μονάδες 6) 

δ) Μπορεί το τετράπλευρο ΑΒΚΜ να είναι παραλληλόγραμμο; Να αιτιολογήσετε την 

απάντησή σας.  (Μονάδες 6) 
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Έστω το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ και το μέσο Μ της πλευράς του ΒΓ. Φέρουμε ΒΚΒΓ στο 

σημείο Β και θεωρούμε τμήμα ΒΚ=ΑΓ. 

 

α) Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, το τμήμα ΑΜ είναι η διάμεσος προς τη βάση του ΒΓ, οπότε το 

ΑΜ είναι και ύψος και διχοτόμος της γωνίας Α. Δηλαδή ΑΜ ⊥ ΒΓ  και επιπλέον οι γωνίες 

ΒΑΜ και ΓΑΜ είναι ίσες. 

 Από την κατασκευή  ΚΒ ⊥ ΒΓ και επειδή ΑΜ ⊥ ΒΓ, τότε ΑΜ//ΚΒ , ως κάθετες στη ΒΓ σε 

διαφορετικά σημεία της. Επιπλέον δίνεται ότι ΒΚ = ΑΓ και ξέρουμε ότι οι πλευρές ΑΒ και ΑΓ 

είναι ίσες, οπότε ΑΒ = ΒΚ. 

β) Δείξαμε στο ερώτημα α) ότι ΑΒ = ΒΚ, άρα το τρίγωνο ΑΒΚ είναι ισοσκελές, οπότε οι 

προσκείμενες στη βάση γωνίες του είναι ίσες, δηλαδή BÂK = BΚ̂A. Επιπλέον έχουμε ότι 

ΑΜ//ΒΚ, οπότε οι  γωνίες KÂM και  ΒΚ̂Α θα είναι ίσες ως εντός εναλλάξ των ΑΜ//ΒΚ που 

τέμνονται από την ΑΚ. Άρα ισχύει ότι ΒΑ̂Κ = ΒΚ̂Α = ΚΑ̂Μ  (1)  οπότε η ΑΚ είναι διχοτόμος της 

γωνίας ΒΑ̂Μ. 

γ) Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΚ οι τρεις γωνίες του έχουν άθροισμα 180ο, δηλαδή   

ΒΑ̂Κ + ΚΒ̂Α + ΒΚ̂Α = 180ο. Επιπλέον ΚΒ̂Α = AΒ̂Γ + 90, οπότε λόγω της (1) έχουμε:   

2ΒΚ̂Α +  Β ̂ + 90= 180ο   ή αλλιώς 2 ΒΚ̂Α + Β̂ = 90ο. Όμως  οι γωνίες Β και Γ είναι ίσες ως 
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γωνίες προσκείμενες στη βάση ισοσκελούς τριγώνου, οπότε 2 ΒΚ̂Α = 90ο- Γ ̂. Επομένως  ΒΚ̂Α 

= 45ο  -  
Γ̂

2
  . 

δ) Το τετράπλευρο ΑΒΚΜ έχει τις δυο απέναντι πλευρές του ΑΜ και ΒΚ παράλληλες. Αν 

ήταν παραλληλόγραμμο οι ΑΜ και ΒΚ θα  ήταν και ίσες. Αν ΑΜ = ΒΚ τότε θα ισχύει ότι ΑΜ = 

ΑΒ. Όμως τα τμήματα ΑΜ και ΑΒ είναι κάθετο και πλάγιο τμήμα αντίστοιχα  προς τη ΒΓ, 

οπότε ισχύει ότι ΑΜ < ΑΒ . Συνεπώς έχουμε ότι ΑΜ < ΚΒ  και το τετράπλευρο ΑΒΚΜ δεν 

μπορεί να είναι παραλληλόγραμμο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Μ στην πλευρά ΑΒ. Από το Μ φέρουμε παράλληλη στη ΒΓ 

που τέμνει την ΑΓ στο σημείο Δ. 

α) Να αποδείξετε ότι ΔΜ̂Γ = ΒΓ̂Μ. (Μονάδες 05) 

β) Αν το τρίγωνο ΓΑΒ είναι ισοσκελές με βάση ΑΒ, να προσδιορίσετε τη θέση του σημείου Μ 

στην ΑΒ ώστε το τρίγωνο ΔΜΓ να είναι ισοσκελές με ΔΜ = ΔΓ και να δικαιολογήσετε τους 

ισχυρισμούς σας. (Μονάδες 10) 

γ) Αν Μ είναι το μέσο του τμήματος ΑΒ και Ε το  μέσο  του τμήματος ΒΓ να δικαιολογήσετε 

γιατί το τετράπλευρο ΜΔΕΒ είναι παραλληλόγραμμο.  (Μονάδες 10) 
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α) 

 

 Από το σημείο Μ φέρουμε ΜΔ//ΒΓ. Τότε οι γωνίες ΔΜ̂Γ και ΒΓ̂Μ είναι ίσες, ως 

εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΜΔ και ΒΓ που τέμνονται από τη ΜΓ.  

β)  

 

Αν το ΔΜΓ είναι ισοσκελές  με ΔΜ  = ΔΓ, τότε οι γωνίες στη βάση του θα είναι ίσες, 

δηλαδή  ΔΜ̂Γ = ΔΓ̂Μ.  Στο ερώτημα α) αποδείξαμε ότι ΔΜ̂Γ = ΒΓ̂Μ, οπότε ΔΓ̂Μ = 

ΒΓ̂Μ, άρα η ΓΜ θα είναι διχοτόμος της γωνίας Γ. Όμως από την υπόθεση το τρίγωνο 

ΓΑΒ είναι ισοσσκελές με βάση ΑΒ, οπότε η διχοτόμος της γωνίας της κορυφής Γ θα 

είναι και διάμεσος προς τη βάση του. Δηλαδή το ζητούμενο σημείο Μ είναι το μέσο 

της ΑΒ. 

γ) Το Μ είναι το μέσο της ΑΒ και έχουμε φέρει ΜΔ//ΒΓ, άρα το σημείο Δ είναι το 

μέσο της ΑΓ. Δίνεται ότι το σημείο Ε είναι μέσο της ΒΓ άρα το τμήμα ΔΕ ενώνει τα 

μέσα δύο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, οπότε το ΔΕ είναι παράλληλο στην ΑΒ, ή 

ΔΕ//ΜΒ. Το τετράπλευρο ΜΔΕΒ έχει τις απέναντι πλευρές του ανά δύο παράλληλες, 

άρα είναι παραλληλόγραμμο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ. Στις προεκτάσεις των πλευρών του  ΑΒ  και ΒΓ προς το Β και προς 

το Γ αντίστοιχα, παίρνουμε τα σημεία Ε και Ζ τέτοια ώστε ΒΕ = ΓΖ. Αν Ρ είναι το σημείο 

τομής των ΑΖ και ΔΕ, τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Οι γωνίες ΑΕ̂Δ και ΒΖ̂Α είναι ίσες. 

ii. Τα τμήματα ΑΖ και ΔΕ είναι κάθετα. 

 (Μονάδες 18) 

β) Αν γνωρίζετε ότι το σημείο τομής Ρ των ΑΖ και ΔΕ είναι τέτοιο ώστε ΡΒ = ΑΒ, να 

προσδιορίσετε τη θέση του σημείου Ε στην προέκταση του τμήματος ΑΒ.  (Μονάδες 07) 

  

 

 13744



α)  

 

i. ΑΒ = ΒΓ, ως πλευρές του τετραγώνου, ΒΕ = ΓΖ, από την υπόθεση. Προσθέτοντας κατά 

μέλη τις ισότητες έχουμε ΑΕ=ΒΖ (1), ως αθροίσματα ίσων τμημάτων.  

Στα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΖ:  

 ΑΔ = ΑΒ, ως πλευρές του τετραγώνου ΑΒΓΔ 

 ΑΕ = ΒΖ, από τη σχέση (1) 

 ΔΑ̂Ε = ΑΒ̂Ζ = 90ο  

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΖ έχουν τις κάθετες πλευρές τους μια προς μία ίσες, 

οπότε είναι ίσα. Οι γωνίες ΑΕ̂Δ και ΒΖ̂Α είναι ίσες γιατί είναι γωνίες απέναντι από τις ίσες 

πλευρές ΑΔ και ΑΒ αντίστοιχα.  

ii. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΖ το άθροισμα των δύο οξειών γωνιών του είναι 90ο. 

Δηλαδή ισχύει Α̂1 + ΒΖ̂Α = 90ο,  αλλά ΒΖ̂Α = ΑΕ̂Δ, από το α)i. ερώτημα, οπότε Α̂1  + ΑΕ̂Δ = 90ο 

ή Α̂1  + ΑΕ̂Ρ = 90ο (όπου Ρ το σημείο τομής των ΑΖ και ΔΕ). Στο τρίγωνο ΑΕΡ το άθροισμα δύο 

γωνιών του είναι 90ο , οπότε η τρίτη γωνία του θα είναι 90ο. Δηλαδή ΑΡ̂Ε = 90ο , έτσι τα 

τμήματα ΑΖ και ΔΕ είναι κάθετα. 

β)  
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Από την υπόθεση ΡΒ = ΑΒ , άρα το τρίγωνο ΒΑΡ είναι ισοσκελές, οπότε Α̂1 = Ρ̂1 , ως 

προσκείμενες γωνίες στη βάση του. Από το προηγούμενο ερώτημα  Α̂1  + ΑΕ̂Ρ = 90ο, ως 

άθροισμα των οξειών γωνιών ορθογωνίου τριγώνου,  οπότε Ρ̂1 + ΑΕ̂Ρ = 90ο (1). Επιπλέον 

ισχύει Ρ̂1 + Ρ̂2 = 90ο (2) επειδή ΑΡ̂Ε = 90ο από το α)ii. Από τις (1) και (2) έχουμε ΑΕ̂Ρ = Ρ̂2 , ή 

ΒΕ̂Ρ = Ρ̂2 , άρα το τρίγωνο ΒΕΡ είναι ισοσκελές με ΕΒ = ΡΒ. Όμως ΡΒ = ΑΒ, από υπόθεση, 

οπότε ΒΕ = ΑΒ και η θέση του σημείου Ε προσδιορίζεται στην προέκταση του ΑΒ ώστε ΒΕ = 

ΑΒ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, το μέσο Μ της βάσης ΒΓ και τυχαίο εσωτερικό σημείο Δ στη 

βάση του.  

α) Αν από το μέσο Μ  φέρουμε παράλληλες προς τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ του τριγώνου, που 

τις τέμνουν στα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα  να αποδείξετε ότι: 

i. ΜΕ =  ΜΖ.  (Μονάδες 6) 

ii. Το ΑΕΜΖ είναι ρόμβος με περίμετρο ίση με 2ΑΒ.  (Μονάδες 7) 

β) Αν πάρουμε τυχαίο εσωτερικό σημείο Δ στο ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ, διαφορετικό από το 

μέσο Μ,  και φέρουμε τις παράλληλες προς τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ του τριγώνου, που τις 

τέμνουν στα σημεία Κ και Λ αντίστοιχα, τότε: 

i. Ποιο είναι το είδος του τετράπλευρου ΑΚΔΛ; 

ii. Να συγκρίνετε την  περίμετρο του τετράπλευρου ΑΚΔΛ με την περίμετρο του 

ρόμβου ΑΕΜΖ του ερωτήματος α ii) και να διατυπώστε λεκτικά το συμπέρασμα που 

προκύπτει. 

 (Μονάδες 12) 

 

 13745



ΛΥΣΘ 

α) Ζςτω Μ το μζςο τθσ βάςθσ ΒΓ  ςτο ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ τότε  : 

 

i. Από το μζςο Μ τθσ ΒΓ φζρουμε ΜΕ//ΑΓ, οπότε το Ε κα είναι μζςο τθσ ΑΒ και 

 ΜΕ = 
ΑΓ 

 
 (1), ομοίωσ επειδι από το μζςο Μ φζρουμε ΜΗ//ΑΒ κα είναι Η μζςο τθσ  ΑΓ 

και ΜΗ = 
ΑΒ

 
 (2). Επιπλζον δίνεται ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ με ΑΒ = ΑΓ, 

οπότε από τισ ςχζςεισ (1) και ( ) προκφπτει ότι ΜΕ = ΜΗ.  

ii. Από τθν υπόκεςθ είναι ΜΕ//ΑΓ ι ΜΕ//ΑΗ και ΜΗ//ΑΒ ι ΜΗ//ΑΕ, οπότε το τετράπλευρο 

ΑΕΜΗ ζχει τισ απζναντι πλευρζσ του παράλλθλεσ, άρα είναι παραλλθλόγραμμο. 

Επιπλζον οι διαδοχικζσ πλευρζσ του ΜΕ και ΜΗ είναι ίςεσ από το α)i. ερώτθμα, οπότε 

το ΑΕΜΗ είναι ρόμβοσ. Θ  περίμετροσ του ρόμβου αυτοφ είναι ίςθ με 

ΑΕ + ΕΜ + ΜΗ + ΑΗ = 4 ΑΕ = 4  
   

 
 =  ΑΒ. Διότι  το τετράπλευρο είναι ρόμβοσ οπότε οι 

τζςςερισ πλευρζσ του είναι ίςεσ με ΑΕ και ΑΕ=  
   

 
  αφοφ Ε μζςο τθσ ΑΒ.  

β) Αν το Δ είναι τυχαίο ςθμείο ςτθ βάςθ ΒΓ του ιςοςκελοφσ τριγώνου, όπωσ ςτο ςχιμα 
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i. Από τθν καταςκευι οι απζναντι πλευρζσ του τετράπλευρου ΑΚΔΛ είναι παράλλθλεσ, 

αφοφ ΔΚ//ΑΓ ι ΔΚ//ΑΛ και ΔΛ//ΑΒ ι ΔΛ//ΑΚ. Άρα το ΑΚΔΛ είναι παραλλθλόγραμμο. 

Θα αποδείξουμε ότι το ΑΚΔΛ, όταν το Δ δεν είναι το μζςο του ΒΓ  δε μπορεί να είναι 

ρόμβοσ. 

Οι γωνίεσ  ̂ και  ̂1 είναι εντόσ εκτόσ και επί τα αυτά των παραλλιλων  ΔΚ και ΑΓ με 

τζμνουςα τθν ΒΓ, οπότε  ̂1 =  ̂, άρα  ̂1 =  ̂, (αφοφ οι γωνίεσ  ̂  και  ̂ είναι ίςεσ ωσ 

γωνίεσ ςτθ βάςθ του ιςοςκελοφσ τριγώνου) . Οπότε το ΒΚΔ είναι ιςοςκελζσ τρίγωνο με 

ΚΔ = ΚΒ (1).  Όμοια οι γωνίεσ  ̂ και  ̂2 είναι εντόσ εκτόσ και επί τα αυτά των 

παραλλιλων  ΔΛ και ΑΒ με τζμνουςα τθν ΒΓ, οπότε   ̂2 =  ̂ , άρα  ̂2 =  ̂. Άρα το τρίγωνο 

ΔΛΓ είναι ιςοςκελζσ με ΛΔ = ΛΓ ( ). Επειδι  ̂1 =  ̂,   ̂2 =  ̂  και  ̂ =  ̂ ,  προκφπτει ότι 

  ̂1 =  ̂2 =  ̂  =  ̂. Δθλαδι τα ιςοςκελι τρίγωνα ΒΚΔ και ΓΛΔ ζχουν τισ γωνίεσ τθσ βάςθσ 

τουσ ίςεσ μία προσ μία, οπότε και οι τρίτεσ γωνίεσ τουσ, Β ̂Δ και Γ ̂Δ, κα είναι μεταξφ 

τουσ ίςεσ.  Αν το Δ δεν ταυτίηεται με το μζςο Μ τθσ ΒΓ τα τμιματα ΒΔ και ΔΓ δεν είναι 

ίςα, οπότε και τα τρίγωνα ΒΚΔ και ΓΛΔ δεν είναι ίςα. (Αν ιταν ίςα κα ζπρεπε και οι 

πλευρζσ ΒΔ και ΔΓ που είναι απζναντι από τισ ίςεσ γωνίεσ Β ̂Δ και Γ ̂Δ αντίςτοιχα, να 

είναι ίςεσ). Οι πλευρζσ ΔΚ και ΔΛ δεν είναι ίςεσ, γιατί αν ιταν ίςεσ, τα τρίγωνα ΒΚΔ και 

ΓΛΔ κα ιταν ίςα από το κριτιριο ΓΠΓ. Άτοπο, αφοφ αποδείξαμε ότι τα τρίγωνα ΒΚΔ και 

ΓΛΔ δεν είναι ίςα.  

Οπότε οι διαδοχικζσ πλευρζσ του παραλλθλογράμμου ΑΚΔΛ δεν είναι ίςεσ , επομζνωσ 

αυτό δεν είναι πια ρόμβοσ.  

ii. Για τθν περίμετρο του παραλλθλογράμμου ΑΚΔΛ ζχουμε ότι είναι ίςθ με  

ΑΚ + ΚΔ + ΔΛ + ΛΑ με τθ βοικεια των ςχζςεων (1) και ( ) του β)i. ερωτιματοσ θ 

περίμετροσ γίνεται ίςθ με  ΑΚ + ΚΒ +ΓΛ + ΛΑ = ΑΒ + ΑΓ = ΑΒ + ΑΒ =  ΑΒ.  

Παρατθροφμε ότι θ περίμετροσ του παραλλθλογράμμου που ςχθματίηεται όταν το Δ είναι 

οποιοδιποτε εςωτερικό ςθμείο ςτθ βάςθ ΒΓ του ιςοςκελοφσ τριγώνου ΑΒΓ είναι ςτακερι 

και ίςθ με  ΑΒ.  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διάμεσός του ΑΔ. Στην προέκταση της διαμέσου ΑΔ προς 

το Δ παίρνουμε σημείο Ε, έτσι ώστε ΑΔ = ΔΕ.  

α) Να αποδείξετε ότι : 

i. Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΕΓΔ είναι ίσα. (Μονάδες 07 ) 

ii. Η διάμεσος ΑΔ είναι μικρότερη από το ημιάθροισμα  των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

που την περιέχουν. (Μονάδες 08) 

β) Αν στο τρίγωνο ΑΒΓ το διπλάσιο της διαμέσου ΑΔ ισούται με την πλευρά ΒΓ, να 

χαρακτηρίσετε το είδος του τετράπλευρου ΑΒΕΓ και το είδος του τριγώνου ΑΒΓ και 

να αιτιολογήσετε τις απαντήσεις σας. 

 (Μονάδες 10) 
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α)  

i. Τα τρίγωνα ΑΒΔ και EΓΔ έχουν: 

 AΔ = ΔE, από υπόθεση 

 BΔ = ΔΓ, διότι Δ μέσο της ΒΓ 

 AΔ̂B = EΔ̂Γ ως κατακορυφήν γωνίες 

 Άρα τα τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες και τις περιεχόμενες γωνίες στις πλευρές 

αυτές, ίσες, οπότε από το κριτήριο ΠΓΠ είναι ίσα. Επομένως θα έχουν και τις τρίτες 

πλευρές τους ίσες, δηλαδή ΑΒ=ΓΕ (1). 

i.  Εφαρμόζοντας την τριγωνική ανισότητα στο τρίγωνο ΑΓΕ  έχουμε : 

ΑΕ <ΑΓ + ΓΕ και με τη βοήθεια της σχέσης (1) προκύπτει  ΑΕ < ΑΓ + ΑΒ. Όμως 

 ΑΕ = 2ΑΔ, οπότε έχουμε ότι  2ΑΔ < ΑΒ + ΑΓ  ή  ΑΔ <  
ΑΒ+ΑΓ

2
.   

Δηλαδή η διάμεσος ΑΔ είναι μικρότερη από το ημιάθροισμα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

του τριγώνου ΑΒΓ που την περιέχουν. 

β) Δίνεται ότι 2ΑΔ = ΒΓ ή ΑΕ = ΒΓ. Δηλαδή στο τετράπλευρο ΑΒΕΓ οι διαγώνιές του 

είναι ίσες. Επιπλέον έχουμε ότι ΑΔ = ΔΕ από την κατασκευή και ότι ΒΔ = ΔΓ, αφού Δ 

μέσο της ΒΓ. Δηλαδή οι διαγώνιες του τετράπλευρου ΑΒΕΓ διχοτομούνται, οπότε 

αυτό είναι παραλληλόγραμμο και επιπλέον είναι ίσες, άρα το τετράπλευρο ΑΒΕΓ 

είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. Τότε στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α̂ = 90ο, αφού το 

ΑΒΕΓ ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, άρα το ΑΒΓ είναι ορθογώνιο τρίγωνο. 
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ΘΕΜΑ 2 

Από ςημείο Μ εξωτερικό ενόσ κφκλου κζντρου Ο φζρουμε τα εφαπτόμενα τμήματα ΜΑ και 

ΜΒ. Προεκτείνουμε το τμήμα ΑΜ προσ το μζροσ του Μ και παίρνουμε τμήμα ΜΓ = ΑΜ. Από 

το ςημείο Γ φζρουμε την τζμνουςα ΓΒΔ του κφκλου. Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο. (Μονάδεσ 13) 

β) Τα ςημεία Α και Δ είναι αντιδιαμετρικά. (Μονάδεσ 12) 
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ΛΥΣΗ 

α) Τα τμήματα ΜΑ και ΜΒ είναι ίςα γιατί είναι εφαπτόμενα τμήματα από ςημείο εκτόσ του 

κφκλου. Από την υπόθεςη ζχουμε ότι ΜΓ=ΑΜ, άρα ΜΑ = ΜΒ = ΜΓ. Δηλαδή η ΒΜ, που είναι 

διάμεςοσ προσ την πλευρά ΑΓ ςτο τρίγωνο ΒΑΓ, ιςοφται με το μιςό τησ ΑΓ. Οπότε το τρίγωνο 

είναι ορθογώνιο με υποτείνουςα την πλευρά ΑΓ και Α ̂Γ = 90ο . 

β) Α ̂Γ = 90ο, οπότε και Α ̂Δ = 90ο. Τα ςημεία Α, Β, Δ είναι ςημεία του κφκλου, άρα  η Α ̂Δ 

είναι εγγεγραμμζνη γωνία και επειδή είναι ορθή θα βαίνει ςε ημικφκλιο. Δηλαδή η ΑΔ είναι 

διάμετροσ επομζνωσ τα ςημεία Α, Δ είναι αντιδιαμετρικά. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω ςχιμα οι ευκείεσ ε1 και ε2 είναι παράλλθλεσ. Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι οξυγϊνιο, 

ενϊ το ΔΕΖ είναι αμβλυγϊνιο με  ̂ > 90ο . Ιςχφει επίςθσ ότι ΑΓ = ΔΖ. 

α)  

i. Να ςχεδιάςετε τα φψθ των τριγϊνων από τισ κορυφζσ Α και Δ ονομάηοντάσ τα ΑΗ 

και ΔΘ αντίςτοιχα. (Μονάδεσ 05) 

ii. Να αποδείξετε ότι ΗΓ = ΘΖ.  (Μονάδεσ 12) 

β) Να δικαιολογιςετε γιατί ΕΖ < ΒΓ. (Μονάδεσ 08) 
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ΛΥΣΘ 

α)  

 

i. Ζςτω ΑΘ το φψοσ του τριγϊνου ΑΒΓ και ΔΘ το φψοσ του τριγϊνου ΔΕΗ.  

ii. Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΘΓ και ΔΘΗ, τα οποία ζχουν: 

 ΑΘ = ΔΘ, ωσ αποςτάςεισ παραλλήλων ευθειϊν 

 ΑΓ = ΔΗ, από την υπόθεςη 

  ̂ =  ̂ = 90ο, αφοφ ΑΘ και ΔΘ φψη 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίςα, γιατί είναι ορθογϊνια με ίςεσ υποτείνουςεσ και μία 

κάθετη πλευρά ίςη. Οπότε και οι άλλεσ κάθετεσ πλευρζσ τουσ θα είναι ίςεσ, δηλαδή 

ΘΓ = ΘΗ. 

β) Το ςημείο Θ είναι εςωτερικό του τμήματοσ ΒΓ γιατί το τρίγωνο είναι οξυγϊνιο, οπότε  

ΘΓ < ΒΓ. Το ςημείο Θ είναι εξωτερικό του τμήματοσ ΕΗ γιατί η γωνία  ̂ είναι αμβλεία, οπότε 

ΕΗ < ΘΗ. Από το α) ii. ερϊτημα βρήκαμε ότι ΘΓ = ΘΗ.  

Άρα ΕΗ < ΘΗ, ΘΗ = ΘΓ  και ΘΓ < ΒΓ, επομζνωσ ΕΗ < ΒΓ.  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Από την κορυφή Α φζρουμε ευθεία (ε) παράλληλη προσ τη ΒΓ. 

Από το τυχαίο ςημείο Δ τησ πλευράσ ΒΓ φζρουμε τισ παράλληλεσ προσ την ΑΒ και  

ΑΓ, οι οποίεσ τζμνουν την ευθεία (ε) ςτα ςημεία Ε και Ζ αντίςτοιχα.  

Να αποδείξετε ότι : 

α) τα τετράπλευρα ΖΑΓΔ και ΑΒΔΕ είναι παραλληλόγραμμα. (Μονάδεσ 10) 

β) τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίςα.     (Μονάδεσ 15) 
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ΛΥΣΗ 

α) Επειδή η ευθεία (ε) είναι παράλληλη ςτη ΒΓ, προκφπτει ΖΑ // ΔΓ. 

Από την υπόθεςη ζχουμε ΖΔ // ΑΓ. 

Άρα το τετράπλευρο ΖΑΓΔ ζχει τισ απζναντι πλευρζσ του παράλληλεσ, οπότε είναι  

παραλληλόγραμμο. 

Επειδή η ευθεία (ε) είναι παράλληλη ςτη ΒΓ, προκφπτει ΑΕ // ΒΔ. 

Από την υπόθεςη ζχουμε ΔΕ // ΒΑ. 

Άρα το τετράπλευρο ΑΒΔΕ ζχει τισ απζναντι πλευρζσ του παράλληλεσ, οπότε είναι  

παραλληλόγραμμο. 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ ζχουν: 

 ΑΒ = ΔΕ, ωσ απζναντι πλευρζσ του παραλληλογράμμου ΑΒΔΕ 

 ΑΓ = ΔΖ, ωσ απζναντι πλευρζσ του παραλληλογράμμου ΖΑΓΔ 

 ΒΓ = ΖΕ, διότι ΒΓ = ΒΔ + ΔΓ και ΖΕ = ΖΑ + ΑΕ και ΒΔ = ΑΕ, ΔΓ =ΖΑ ωσ απζναντι 

πλευρζσ των παραλληλογράμμων ΖΑΓΔ, ΑΒΔΕ αντίςτοιχα. 

Άρα από το κριτήριο ιςότητασ ΠΠΠ τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίςα. 
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ΘΕΜΑ 2 

Σε ευθεία ε θεωρούμε τα διαδοχικά σημεία Α, Β και Γ έτσι ώστε ΑΒ = ΒΓ. Στη 

συνέχεια, σχεδιάζουμε τα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΓΕ προς το ίδιο ημιεπίπεδο 

ως προς την ευθεία ε όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. 

α) Να υπολογίσετε τη γωνία ΔΒ̂Ε. 

(Μονάδες 7) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΔΕ είναι ισόπλευρο. 

(Μονάδες 10) 

γ) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΔΕΒ είναι ρόμβος. 

(Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

Θεωρούμε τα διαδοχικά σημεία Α, Β και Γ πάνω σε ευθεία ε έτσι ώστε ΑΒ = ΒΓ και 

κατασκευάζουμε τα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΓΕ προς το ίδιο ημιεπίπεδο ως 

προς την ευθεία ε.  

 

α)  Οι γωνίες των ισόπλευρων τριγώνων ΑΒΔ και ΒΓΕ είναι 60
ο

 καθεμιά. 

Η γωνία ΑΒ̂Γ είναι ευθεία, οπότε:  

ΑΒ̂Δ + ΔΒ̂Ε + ΕΒ̂Γ = 180
ο
  ή  60

ο

+ ΔΒ̂Ε + 60
ο

= 180
ο
 

Άρα, ΔΒ̂Ε = 180
ο

− 60
ο

− 60
ο

= 60
ο

 

β) Για τις πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΔ ισχύει: 

ΑΒ = ΑΔ = ΒΔ   (1) 

Για τις πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου ΒΓΕ ισχύει: 

ΒΓ = ΒΕ = ΓΕ   (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι ΒΔ = ΒΕ, αφού ΑΒ = ΒΓ από υπόθεση. 

Επομένως, το τρίγωνο ΒΔΕ είναι ισοσκελές με βάση ΔΕ, οπότε οι γωνίες που είναι 

προσκείμενες στη βάση θα είναι ίσες. Συνεπώς, ΒΔ̂Ε = ΒΕ̂Δ  (3). 

Στο τρίγωνο ΒΔΕ ισχύει: 

ΒΔ̂Ε + ΒΕ̂Δ + ΔΒ̂Ε = 180
ο

  ή  ΒΔ̂Ε + ΒΔ̂Ε + 60
ο

= 180
ο

  ή  2ΒΔ̂Ε = 120
ο

 

Άρα, ΒΔ̂Ε = 60
ο

  και  ΒΕ̂Δ = 60
ο

 λόγω της σχέσης (3). 

Αφού οι γωνίες του τριγώνου ΒΔΕ είναι ίσες με 60
ο  καθεμιά, συμπεραίνουμε ότι το 

τρίγωνο ΒΔΕ είναι ισόπλευρο. 

γ) Για τις πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου ΒΔΕ ισχύει: 

ΔΕ = ΒΕ = ΒΔ   (4) 

Το τετράπλευρο ΑΔΕΒ έχει όλες τις πλευρές του ίσες, αφού ΑΔ = ΑΒ = ΒΕ = ΔΕ από 

τις σχέσεις (1), (2) και (4), οπότε είναι ρόμβος.  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ τζτοιο, ώςτε ΑΔ < ΑΒ και Μ το μζςο τησ ΒΓ. 

Προεκτείνουμε την ΑΜ προσ το Μ κατά τμήμα ΜΕ = ΑΜ. 

Να αποδείξετε ότι : 

α) το τετράπλευρο ΑΒΕΓ είναι παραλληλόγραμμο.   (Μονάδεσ 10) 

β) τα ςημεία Δ, Γ και Ε είναι ςυνευθειακά.    (Μονάδεσ 15) 
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ΛΥΣΗ 

α) Από τα δεδομζνα ζχουμε ότι το ςημείο Μ είναι το μζςο του ΒΓ και του ΑΕ, οπότε 

ςτο τετράπλευρο ΑΒΕΓ οι διαγώνιοι του διχοτομοφνται. Άρα είναι  

παραλληλόγραμμο. 

β) Από το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ ζχουμε ΔΓ // ΑΒ ωσ απζναντι πλευρζσ του. Όμοια  

από το παραλληλόγραμμο ΑΒΕΓ ζχουμε ΑΒ // ΓΕ ωσ απζναντι πλευρζσ του. Άρα τα 

ευθφγραμμα τμήματα ΔΓ και ΓΕ είναι παράλληλα ςτην ΑΒ και επειδή ζχουν κοινό 

ςημείο το Γ, τα ςημεία Δ, Γ και Ε είναι ςυνευθειακά. 

 13816-Λύση



 

 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με βάσεις ΑΒ και ΓΔ. Αν Ε και Ζ τα μέσα των ΓΔ και ΒΕ 

αντίστοιχα και Θ το σημείο τομής της ΑΒ και της προέκτασης της ΓΖ, να αποδείξετε 

ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΓΕΖ, ΘΒΖ είναι ίσα. (Μονάδες 13) 

β) ΕΓ=ΘΒ.      (Μονάδες 5) 

γ) Το τετράπλευρο ΕΒΘΔ είναι παραλληλόγραμμο.   (Μονάδες 7) 
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α) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΓΕΖ και ΘΖΒ τα οποία έχουν: 

i. ΕΖ=ΖΒ (από υπόθεση) 

ii. ΖΕ̂Γ=ΖΒ̂Θ (ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΓΕ και ΘΒ που 

τέμνονται από την ΒΕ) 

iii. ΕΖ̂Γ=ΘΖ̂Β (ως κατακορυφήν) 

Τα τρίγωνα είναι ίσα αφού έχουν μια πλευρά ίση και τις προσκείμενες σε αυτή 

γωνίες ίσες μία προς μία. 

β) από την ισότητα των τριγώνων ΓΕΖ και ΘΖΒ έχουμε ότι ΕΓ=ΘΒ ως απέναντι από τις 

ίσες γωνίες ΕΖ̂Γ=ΘΖ̂Β, πλευρές. 

 

γ) ΔΕ//ΒΘ ως τμήματα των βάσεων ΓΔ και ΑΒ του τραπεζίου ΑΒΓΔ. Από το ερώτημα 

β) έχουμε ΕΓ=ΒΘ, επίσης Ε μέσο της πλευράς ΓΔ άρα ΕΓ=ΔΕ άρα ΒΘ=ΔΕ, άρα το 

τετράπλευρο ΕΒΘΔ είναι παραλληλόγραμμο αφού έχει δύο απέναντι πλευρές του, 

τις ΔΕ και ΘΒ, παράλληλες και ίσες. 

 13824-Λύση



 

 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Από το μέσο Μ της ΒΓ γράφουμε ευθύγραμμο τμήμα ΜΔ ίσο 

και παράλληλο προς την ΒΑ και ένα άλλο ευθύγραμμο τμήμα ΜΕ ίσο και παράλληλο 

προς την ΓΑ (τα σημεία Δ και Ε βρίσκονται στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από τη ΒΓ 

και το σημείο Α). Να αποδείξετε ότι:   

α) Τα τετράπλευρα ΑΔΜΒ και ΑΓΜΕ είναι παραλληλόγραμμα.                (Μονάδες 12) 

β) ΔΑ=ΑΕ. (Μονάδες 13) 
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α) Το τετράπλευρο ΑΔΜΒ έχει ΑΒ = ΔΜ (από υπόθεση) και ΑΒ // ΔΜ (από υπόθεση) 

άρα  είναι παραλληλόγραμμο αφού έχει 2 απέναντι πλευρές του, τις ΑΒ και ΜΔ 

παράλληλες και ίσες. 

Το τετράπλευρο ΑΓΜΕ έχει ΑΓ = ΕΜ (από υπόθεση) και ΑΓ // ΕΜ (από υπόθεση) άρα  

είναι παραλληλόγραμμο αφού έχει 2 απέναντι πλευρές του, τις ΑΓ και ΕΔ 

παράλληλες και ίσες. 

β) ΔΑ=ΒΜ ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΔΜΒ (που δείξαμε στο 

ερώτημα α)), επίσης ΑΕ=ΓΜ ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΓΜΕ 

(που δείξαμε στο ερώτημα α)). Το σημείο Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ επομένως 

ΒΜ=ΓΜ. Τελικά έχουμε ΔΑ=ΑΕ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ η διαγώνιος ΒΔ είναι κάθετη στην πλευρά ΑΔ και η πλευρά ΓΒ 

κάθετη στη βάση ΑΒ. Αν ΑΔ=4 και ΑΒ=8 τότε: 

α) Nα υπολογιστεί η γωνία ΔΑ̂Β. (Μονάδες 12) 

β) Να αποδείξετε ότι η διαγώνιος ΒΔ του τραπεζίου ΑΒΓΔ είναι διπλάσια της 

πλευράς του ΒΓ. (Μονάδες 13) 
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α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η υποτείνουσα ΑΒ είναι διπλάσια της κάθετης 

πλευράς ΑΔ άρα η οξεία γωνία ΔΒ̂Α ισούται με 30ο δηλαδή ΔΒ̂Α=30ο. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ έχουμε ΔΑ̂Β+Δ̂+ΔΒ̂Α=180ο ή ΔΑ̂Β=60ο. 

β) Οι βάσεις ΑΒ και ΔΓ του τραπεζίου ΑΒΓΔ είναι κάθετες στην ΒΓ άρα το τρίγωνο 

ΔΓΒ είναι ορθογώνιο στο Γ. Οι γωνίες ΑΒ̂Δ και ΒΔ̂Γ είναι ίσες ως εντός εναλλάξ των 

παραλλήλων ΑΒ και ΓΔ που τέμνονται από την ΒΔ, άρα ΑΒ̂Δ=ΒΔ̂Γ=30ο. Στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΔΓΒ η κάθετη πλευρά ΒΓ βρίσκεται απέναντι από οξεία γωνία 

30ο άρα ισούται με το μισό της υποτείνουσας ΒΔ, δηλαδή ΒΓ = 
ΒΔ

2
 ή ΒΔ=2ΒΓ. 

 13828-Λύση



 

 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και Ο το σημείο τομής των διαγωνίων του. 

Θεωρούμε τα σημεία Ε και Ζ των τμημάτων ΑΟ και ΓΟ αντίστοιχα, τέτοια ώστε 

ΑΕ=ΓΖ. 

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΓΖΒ είναι ίσα. (Μονάδες 12) 

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΔΕΒΖ είναι παραλληλόγραμμο. (Μονάδες 13) 
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α) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΓΖΒ που έχουν: 

i. ΑΕ=ΓΖ (από υπόθεση) 

ii. ΑΔ=ΒΓ (απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου) 

iii. ΕΑ̂Δ=ΖΓ̂Β (ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ και ΒΓ που 

τέμνονται από την ΑΓ) 

Τα οποία είναι ίσα αφού έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες 

γωνίες ίσες. 

β) ΟΕ=ΟΑ-ΑΕ και ΟΖ=ΟΓ-ΖΓ. Όμως ΟΑ=ΟΓ αφού το σημείο Ο είναι το κέντρο του 

παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ και ΑΕ=ΖΓ από υπόθεση. Άρα ΟΕ=ΟΖ ως διαφορές ίσων 

τμημάτων. Επιπλέον ΒΟ=ΟΔ αφού το σημείο Ο είναι το κέντρο του 

παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ, επομένως οι διαγώνιες του τετραπλεύρου ΔΕΒΖ 

διχοτομούνται και το τετράπλευρο ΔΕΒΖ είναι παραλληλόγραμμο.  

 

 13829-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχει Α̂ = 90Ο. 

α) Να σχεδιάσετε ένα τέτοιο τρίγωνο αν επιπλέον γνωρίζετε ότι ΑΒ > ΑΓ. Ποια είναι 

η μικρότερη γωνία του τριγώνου και γιατί; (Μονάδες 10) 

β) Αν για το τρίγωνο που σας ζητήθηκε να σχεδιάσετε στο α) ερώτημα γνωρίζετε 

επιπλέον ότι η μια από τις οξείες γωνίες του είναι ίση με 30𝜊, τότε να απαντήσετε 

στα παρακάτω: 

i. Πόσες μοίρες θα είναι η γωνία Β̂ και πόσες η γωνία Γ̂; (Μονάδες 8) 

ii. Ποια πλευρά του τριγώνου είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας; (Μονάδες 7) 
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α) Το τρίγωνο θα είναι ορθογώνιο. Απέναντι από την ορθή γωνία �̂� είναι η 

μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου. Αυτή είναι η ΒΓ. 

 

Οι άλλες δύο πλευρές είναι μικρότερες από την ΒΓ και, λόγω της υπόθεσης ΑΒ > ΑΓ, 

άρα η μικρότερη πλευρά του τριγώνου είναι η ΑΓ. 

Όμως, απέναντι από τη μικρότερη πλευρά ενός τριγώνου βρίσκεται η μικρότερη 

γωνία του. Άρα, η γωνία �̂� είναι η μικρότερη γωνία του τριγώνου. 

β) i. Εφόσον η μια οξεία γωνία του τριγώνου ΑΒΓ είναι 30𝜊 η άλλη οξεία γωνία του 

είναι συμπληρωματική της, άρα 60𝜊. Όμως η μικρότερη γωνία του τριγώνου είναι η 

�̂�. Άρα �̂� = 30𝜊 και �̂� = 60𝜊. 

ii. Η ΒΓ είναι η υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ. Εφόσον �̂� = 30𝜊 η 

απέναντι κάθετη πλευρά της γωνίας �̂� είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας, άρα η 

πλευρά ΑΓ είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας. 

 13831-Λύση



ΘΕΜΑ 2 

Στο σχήμα το Μ είναι μέσο των τμημάτων ΑΓ και ΒΔ. Επίσης 𝛢�̂�𝛣 = 𝛤�̂�𝛣. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Οι ΑΓ και ΒΔ είναι κάθετες.              (Μονάδες 10) 

ii. Το ΑΒΓΔ είναι ρόμβος.   (Μονάδες 8) 

β) Το ΑΒΓΔ είναι η κάτοψη ενός κήπου. Για να περιφράξουμε τον κήπο 

χρειαζόμαστε 30 μέτρα φράχτη. Αν αφήσουμε την πλευρά ΑΒ του κήπου χωρίς 

φράχτη πόσα μέτρα φράχτη θα χρειαστούμε για τις υπόλοιπες πλευρές;   

(Μονάδες 7) 
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α) i. Οι γωνίες 𝛢�̂�𝛣 και 𝛤�̂�𝛣 είναι παραπληρωματικές. Όμως σύμφωνα με την 

υπόθεση είναι και ίσες. Άρα η κάθε μια είναι ορθή γωνία, δηλαδή 𝛢�̂�𝛣 = 𝛤�̂�𝛣 =

 90𝜊. Επομένως οι ΒΔ και ΑΓ είναι κάθετες. 

ii. Το Μ είναι μέσο των διαγωνίων του ΑΒΓΔ, άρα οι διαγώνιές του διχοτομούνται. 

Επομένως το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

Επιπλέον από το ερώτημα αi) οι ΑΓ και ΒΔ είναι κάθετες. Επομένως το ΑΒΓΔ είναι 

ρόμβος, γιατί είναι παραλληλόγραμμο και οι διαγώνιες του ΑΓ και ΒΔ είναι κάθετες. 

β) Το ΑΒΓΔ είναι ρόμβος επομένως θα έχει όλες τις πλευρές του ίσες. Άρα κάθε 

πλευρά του κήπου χρειάζεται 7,5 μέτρα φράχτη. Συνεπώς, αν αφήσουμε την 

πλευρά ΑΒ χωρίς φράχτη, θα χρειαστούμε 30 – 7,5 = 22, 5 μέτρα φράχτη. 

 

 13832-Λύση



 

 

ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω σχήμα το ΓΔ είναι ύψος του τριγώνου ΑΒΓ, το ΕΗ είναι ύψος του 

τριγώνου ΑΒΕ και η ΒΑ είναι διάμεσος του τριγώνου ΒΕΓ. 

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΑΕΗ είναι ίσα.                            (Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι ΑΗ=ΑΔ.   (Μονάδες 5) 

γ) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΓΔΕΗ είναι παραλληλόγραμμο. (Μονάδες 10) 
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α) Συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΓΔ και ΑΕΗ που έχουν: 

i. Η̂=Δ̂=90ο (γιατί ΓΔ και ΕΗ ύψη) 

ii. ΑΓ=ΑΕ (γιατί ΒΑ διάμεσος από υπόθεση) 

iii. ΔΑ̂Γ=ΕΑ̂Η (ως κατακορυφήν) 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, αφού είναι ορθογώνια που έχουν την υποτείνουσα και 

μια οξεία γωνία ίσες μία προς μία. 

β) Από την ισότητα των τριγώνων ΑΓΔ και ΑΕΗ του προηγούμενου ερωτήματος 

προκύπτει ότι ΑΕ̂Η=ΑΓ̂Δ άρα και ΑΗ=ΑΔ ως πλευρές ίσων τριγώνων απέναντι από 

ίσες γωνίες. 

 

 13833-Λύση



γ) Από υπόθεση έχουμε ότι ΒΑ διάμεσος του τριγώνου ΕΒΓ άρα ΕΑ=ΑΓ και από το β) 

ερώτημα αποδείξαμε ότι ΑΗ=ΑΔ, άρα το τετράπλευρο ΓΔΕΗ είναι 

παραλληλόγραμμο αφού οι διαγώνιοι του ΕΓ και ΔΗ διχοτομούνται.   

 13833-Λύση



 

 

ΘΕΜΑ 2 

Σε τυχαίο τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τη διάμεσό του ΑΜ. Προεκτείνουμε την πλευρά ΒΓ 

προς το μέρος του Β κατά τμήμα ΒΖ=ΒΓ και προς το μέρος του Γ κατά τμήμα ΓΗ=ΒΓ, 

επίσης προεκτείνουμε τη διάμεσο ΑΜ κατά τμήμα ΜΕ=ΑΜ. 

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΜΖ και ΕΜΗ είναι ίσα.                         (Μονάδες 12) 

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΗΕΖ είναι παραλληλόγραμμο. (Μονάδες 13) 
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α) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΜΖ και ΕΜΗ που έχουν: 

i. ΑΜ=ΜΕ (υπόθεση) 

ii. ΜΖ=ΜΗ (άθροισμα ίσων τμημάτων ΜΒ+ΒΖ και ΜΓ+ΓΗ) 

iii. ΑΜ̂Ζ=ΕΜ̂Η (ως κατακορυφήν) 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, επειδή έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις 

περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες. 

β) Από υπόθεση έχουμε ΑΜ=ΜΕ (1) και όπως χρησιμοποιήσαμε στην προηγούμενη 

σύγκριση έχουμε ΜΖ=ΜΗ (2). Επομένως στο τετράπλευρο ΑΗΕΖ οι διαγώνιοι ΑΕ και 

ΖΗ διχοτομούνται στο σημείο Μ, άρα το τετράπλευρο ΑΗΕΖ είναι 

παραλληλόγραμμο. 

 

 13834-Λύση



 

 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Â=90ο και B̂=60ο . Θεωρούμε τα σημεία Δ και Ε 

που είναι τα μέσα των πλευρών ΒΓ και ΑΓ αντίστοιχα. Προεκτείνουμε την ΔΕ κατά 

τμήμα ΕΖ=ΔΕ.  

α) Να αποδείξετε ότι ΓΔ=ΑΖ. (Μονάδες 12) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΖΑΒ είναι ισοσκελές. (Μονάδες 13) 
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α) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΕΖ και ΓΕΔ που έχουν: 

i. ΑΕ=ΕΓ (από υπόθεση) 

ii. ΕΖ=ΕΔ (από υπόθεση) 

iii. ΑΕ̂Ζ=ΓΕ̂Δ (ως κατακορυφήν) 

Τα τρίγωνα είναι ίσα αφού έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις 

περιεχόμενες γωνίες ίσες, άρα ΑΖ=ΓΔ ως απέναντι πλευρές των ίσων γωνιών 

ΑΕ̂Ζ=ΓΕ̂Δ. 

 

β) ΑΖ=ΓΔ από το α) ερώτημα και ΓΔ=ΔΒ επειδή το σημείο Δ είναι το μέσο της 

πλευράς ΒΓ. Άρα ΑΖ = ΔΒ = 
ΒΓ

2
. Από το άθροισμα των γωνιών του ορθογωνίου 

 13837-Λύση



τριγώνου ΑΒΓ έχουμε ότι Γ̂=30ο, συνεπώς η απέναντι κάθετη πλευρά ΑΒ ισούται με 

το μισό της υποτείνουσας ΒΓ, δηλαδή ΑΒ = 
ΒΓ

2
 . Άρα ΑΖ = ΑΒ και το τρίγωνο ΑΒΖ 

είναι ισοσκελές. 

 13837-Λύση



 

 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ), με Κ, Μ τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

αντίστοιχα. Η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Κ και Μ τέμνει τις εξωτερικές 

διχοτόμους των γωνιών Β και Γ στα σημεία Η και Ζ αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο 

παρακάτω σχήμα.   

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΚΜΓΒ είναι ισοσκελές τραπέζιο.  (Μονάδες 11) 

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΖΗ είναι ισοσκελές τραπέζιο. (Μονάδες 14) 
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α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ τα σημεία Κ και Μ είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

αντίστοιχα, συνεπώς ΚΜ//ΒΓ. Το τετράπλευρο ΚΜΓΒ είναι τραπέζιο αφού έχει 2 

πλευρές παράλληλες (ΚΜ, ΒΓ) και οι άλλες δύο πλευρές του (ΒΚ και ΓΜ) τέμνονται 

ως μέρη των πλευρών ΑΒ και ΑΓ, αντίστοιχα, του τριγώνου ΑΒΓ. Από υπόθεση 

έχουμε ότι ΑΒ=ΑΓ και τα σημεία Κ, Μ είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

αντίστοιχα, συνεπώς ΚΒ=ΜΓ (ως μισά των ίσων τμημάτων ΑΒ και ΑΓ), άρα το 

τετράπλευρο ΚΜΓΒ είναι ισοσκελές τραπέζιο αφού οι μη παράλληλες πλευρές του 

ΚΒ και ΜΓ είναι ίσες μεταξύ τους. 

 

β) Στο τρίγωνο ΑΒΓ τα σημεία Κ, Μ είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα 

και ισχύει ΚΜ//ΒΓ, άρα και ΗΖ//ΒΓ (αφού τα σημεία Η και Ζ βρίσκονται στην ευθεία 

που διέρχεται από τα σημεία Κ, Μ). Επιπλέον οι ΒΗ και ΓΖ τεμνόμενες από τη ΒΓ 

σχηματίζουν τις εντός και επί τα αυτά γωνίες τους (ΓΒ̂x και ΒΓ̂y) με άθροισμα 

μικρότερο από 2 ορθές, αφού: 

ΓΒ̂x=ΗΒ̂t (ως κατακορυφήν) και ΗΒ̂t=
Β̂εξ 

2
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ΒΓ̂y=ΖΓ̂p (ως κατακορυφήν) και ΖΓ̂p=
Γ̂εξ 

2
  

αλλά επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές οι ίσες γωνίες Β̂ και Γ̂ είναι οξείες άρα 

οι εξωτερικές τους Β̂εξ και Γ̂εξ είναι αμβλείες δηλαδή ισχύει: 

Β̂εξ<180ο ή 
Β̂εξ 

2
<90ο  και Γ̂εξ<180ο ή 

Γ̂εξ 

2
<90ο   

 
Β̂εξ 

2
 + 

Γ̂εξ 

2
 <180ο ή  

 ΗΒ̂t + ΖΓ̂p <180ο ή  

 ΓΒ̂x + ΒΓ̂y <180ο . Οι ΒΗ και ΓΖ τέμνονται συνεπώς το τετράπλευρο ΒΓΖΗ είναι 

τραπέζιο με βάσεις ΒΓ και ΖΗ.  

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ οι γωνίες Β̂ και Γ̂ είναι προσκείμενες στη βάση ΒΓ 

συνεπώς είναι ίσες, δηλαδή Β̂=Γ̂ άρα και Β̂εξ=Γ̂εξ (ως παραπληρωματικές των ίσων 

γωνιών Β̂ και Γ̂ αντίστοιχα) άρα και 
Β̂εξ 

2
= 

Γ̂εξ 

2
 ή ΚΒ̂Η=ΜΓ̂Ζ. Επίσης ισχύει ΓΒ̂Η=ΒΓ̂Ζ 

(ως άθροισμα ίσων γωνιών Β̂+ΚΒ̂Η και Γ̂+ΜΓ̂Ζ). Το τραπέζιο ΒΓΖΗ είναι ισοσκελές, 

αφού έχει τις προσκείμενες στη βάση ΒΓ γωνίες του ΓΒ̂Η και ΒΓ̂Ζ  ίσες. 

 13838-Λύση



 

 

ΘΕΜΑ 4 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ, ΒΔ η διχοτόμος της γωνίας Β και Μ το μέσο της. Από το σημείο Δ 

φέρουμε παράλληλη προς τη ΒΓ, η οποία τέμνει την πλευρά ΑΒ στο σημείο Ε. Αν η 

ΕΜ τέμνει τη ΒΓ στο σημείο Ζ τότε:   

α) Να αποδείξετε ότι ΒΕ=ΕΔ.    (Μονάδες 7) 

β) Να αποδείξετε ότι ΒΕ//ΖΔ.   (Μονάδες 8) 

γ) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΔΕΒΖ είναι ρόμβος.       (Μονάδες 5) 

δ) Ποιο θα έπρεπε να είναι το είδος του τριγώνου ΑΒΓ ώστε το τετράπλευρο ΔΕΒΖ 

να είναι τετράγωνο; Δικαιολογήστε πλήρως την απάντησή σας.   (Μονάδες 5) 
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α) Από υπόθεση γνωρίζουμε ότι ΔΕ//ΒΓ άρα ΔΒ̂Ζ=ΕΔ̂Β ως εντός εναλλάξ των 

παραλλήλων ΕΔ και ΒΖ που τέμνονται από την ΒΔ. Από υπόθεση γνωρίζουμε ότι η 

ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Β̂, άρα ΔΒ̂Ζ=ΔΒ̂Ε. Συνεπώς ΕΔ̂Β = ΔΒ̂Ε ως ίσες με την 

ΔΒ̂Ζ, άρα το τρίγωνο ΒΕΔ είναι ισοσκελές με ΒΕ=ΕΔ.  

β) Συγκρίνω τα τρίγωνα ΒΜΖ και ΔΜΕ τα οποία έχουν: 

i. ΒΜ=ΜΔ (υπόθεση) 

ii. ΔΒ̂Ζ=ΕΔ̂Β (ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΕΔ και ΒΖ που τέμνονται 

από την ΒΔ) 

iii. ΒΜ̂Ζ=ΔΜ̂Ε (ως κατακορυφήν) 

Τα τρίγωνα ΒΜΖ, ΔΜΕ είναι ίσα γιατί έχουν μια πλευρά και τις προσκείμενες σε 

αυτή γωνίες ίσες μία προς μία, άρα και ΒΖ=ΔΕ ως απέναντι πλευρές από τις ίσες 

γωνίες ΒΜ̂Ζ και ΔΜ̂Ε. 

Το τετράπλευρο ΔΕΒΖ είναι παραλληλόγραμμο αφού έχει τις πλευρές του ΒΖ και ΔΕ 

παράλληλες και ίσες άρα και ΒΕ//ΖΔ (ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου). 

γ) Από το α) ερώτημα έχουμε ΒΕ=ΕΔ, άρα το παραλληλόγραμμο ΔΕΒΖ είναι ρόμβος 

αφού έχει δυο διαδοχικές πλευρές του ίσες. 

δ) Για να είναι το τετράπλευρο ΔΕΒΖ τετράγωνο, εφόσον είναι ρόμβος, πρέπει η 

γωνία Β̂ να είναι ορθή. Όταν η γωνία Β̂ είναι ορθή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο 

στο Β. 
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ΘΕΜΑ 2 

 

Στο παραπάνω σχήμα το τετράπλευρο ΑΒΖΗ είναι ρόμβος.  

Επίσης δίνεται ότι 𝛧�̂�𝛨 = 51𝜊 και ότι η 𝛢�̂�𝛥 είναι ορθή. 

α) Να υπολογίσετε τη γωνία 𝛢�̂�𝛨.                 (Μονάδες 9) 

β) Να υπολογίσετε τη γωνία 𝛢�̂�𝛣.                 (Μονάδες 6) 

γ) Αν η γωνία �̂� του τριγώνου ΓΔΕ είναι ίση με 56ο, να υπολογίσετε τη γωνία �̂� του τριγώνου 

ΓΔΕ.                   (Μονάδες 10) 
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α) Εφόσον το ΑΒΖΗ είναι ρόμβος η διαγώνιός του ΒΗ διχοτομεί τη γωνία του 𝛢�̂�𝛧. 

Επομένως 𝛢�̂�𝛨 = 𝛧�̂�𝛨 = 51𝜊. 

β) Οι ε1 και ε2 είναι παράλληλες, γιατί οι ΒΖ και ΑΗ είναι παράλληλες, ως απέναντι πλευρές 

ρόμβου. Άρα οι 𝛧�̂�𝛨 και 𝛢�̂�𝛣 είναι ίσες ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ε1 και ε2 με 

τέμνουσα την ΒΗ. Άρα 𝛢�̂�𝛣 = 51𝜊. 

γ) Η ΓΔ τέμνει κάθετα την ε2 από την υπόθεση (εφόσον η γωνία 𝛢�̂�𝛥 είναι ορθή), συνεπώς 

τέμνει κάθετα και την ε1 που είναι παράλληλη της ε2. 

Άρα η γωνία 𝛤�̂�𝛦 είναι ορθή και το τρίγωνο ΓΔΕ είναι ορθογώνιο. Άρα οι οξείες γωνίες του 

�̂� και �̂� είναι συμπληρωματικές. Επομένως �̂� = 90𝜊 − �̂� = 90𝜊 − 56𝜊 = 34𝜊. 
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ΘΕΜΑ 4 

Οι κφκλοι (Κ,R), (Λ,ρ) εφάπτονται εξωτερικά ςτο ςημείο Α. Φζρουμε τυχαία ευθεία η 

οποία διζρχεται από το Α και δεν περνάει από τα κζντρα των κφκλων, τζμνει τουσ 

κφκλουσ αντίςτοιχα ςτα ςημεία Β και Γ. Φζρουμε τισ εφαπτόμενεσ (ε) και (δ) ςτα 

ςημεία Β και Γ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΚΒ Α = ΛΓ Α.        (Μονάδεσ 8) 

β) (ε) // (δ).        (Μονάδεσ 10) 

γ) Να εξετάςετε ςε ποια περίπτωςη το τετράπλευρο ΚΓΛΒ θα είναι  

παραλληλόγραμμο; Να αιτιολογήςετε την απάντηςη ςασ.  (Μονάδεσ 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) Το τρίγωνο ΑΚΒ είναι ιςοςκελζσ με ΚΒ = ΚΑ, ωσ ακτίνεσ του κφκλου (Κ,R).  

Άρα ΚΒ Α = ΚΑ Β  (1). 

Το τρίγωνο ΑΛΓ είναι ιςοςκελζσ με ΛΑ = ΛΓ, ωσ ακτίνεσ του κφκλου (Λ,ρ).  

Άρα ΛΑ Γ = ΛΓ Α  (2). 

Οι γωνίεσ ΚΑΒ και ΛΑΓ είναι κατακορυφήν, οπότε είναι ίςεσ. Άρα από τισ  

ςχζςεισ (1) και (2), προκφπτει ΚΒ Α = ΛΓ Α. 

β)  

 

Έςτω ω και φ οι γωνίεσ όπωσ φαίνονται ςτο ςχήμα. Για τισ γωνίεσ ω, φ ζχουμε  

ω  = 90° + ΚΒ Α και φ  = 90° + ΛΓ Α. Από το ερώτημα (α) οι γωνίεσ ΚΒΑ και ΛΓΑ είναι 

ίςεσ, ζτςι και οι γωνίεσ ω, φ είναι ίςεσ. 

Οι ίςεσ γωνίεσ ω και φ είναι εντόσ εναλλάξ των ευθειών (ε) και (δ) που τζμνονται  

από τη ΒΓ, ςυνεπώσ (ε) // (δ). 

γ)  

 

Για να είναι το τετράπλευρο ΚΓΛΒ παραλληλόγραμμο, θα πρζπει οι απζναντι  

πλευρζσ του ΚΒ και ΓΛ να είναι ίςεσ και παράλληλεσ. 

Από το ερώτημα (α) ζχουμε ότι οι εντόσ εναλλάξ γωνίεσ ΚΒΑ και ΛΓΑ των ΚΒ και ΓΛ  

που τζμνονται από τη ΒΓ είναι ίςεσ. Άρα προκφπτει ότι ΚΒ // ΓΛ. 
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Τα ευθφγραμμα τμήματα ΚΒ και ΓΛ είναι ακτίνεσ των δφο κφκλων, οπότε για να είναι 

ίςα θα πρζπει οι κφκλοι να είναι ίςοι μεταξφ τουσ. 

Άρα για να είναι το τετράπλευρο ΚΓΛΒ παραλληλόγραμμο θα πρζπει R = ρ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται το τετράγωνο ΑΒΓΔ. Προεκτείνουμε την πλευρά ΑΒ προσ το Β κατά τμήμα  

ΒΖ. Επίςησ προεκτείνουμε την πλευρά ΒΓ προσ το Γ κατά τμήμα ΓΜ = ΑΖ. Στη  

ςυνζχεια, θεωροφμε ςημείο Ε τζτοιο, ϊςτε το τετράπλευρο ΔΜΕΖ να είναι  

παραλληλόγραμμο. Να αποδείξετε ότι: 

α) τα τρίγωνα ΑΔΖ και ΓΔΜ είναι ίςα.    (Μονάδεσ 5) 

β) το τετράπλευρο ΔΜΕΖ είναι τετράγωνο.    (Μονάδεσ 9) 

γ) το τετράπλευρο ΒΖΕΜ είναι εγγράψιμο.    (Μονάδεσ 6) 

δ) οι γωνίεσ ΒΜΖ και ΒΕΖ είναι ίςεσ.     (Μονάδεσ 5) 
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ΛΥΣΘ 

α) Για τα ορκογϊνια τρίγωνα ΑΔΗ και ΓΔΜ ζχουμε: 

 ΑΔ = ΔΓ, ωσ πλευρζσ του τετραγϊνου ΑΒΓΔ 

 ΑΗ = ΓΜ, από τα δεδομζνα 

Άρα ζχουν μία προσ μία ίςεσ τισ κάκετεσ πλευρζσ τουσ, οπότε είναι ίςα. 

β) 

 

Για να είναι το τετράπλευρο ΔΜΕΗ τετράγωνο, γνωρίηοντασ ότι είναι 

παραλλθλόγραμμο, αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι ορκογϊνιο και ρόμβοσ. 

Ζχουμε Δ 1 = Δ 3 διότι βρίςκονται απζναντι από τισ ίςεσ πλευρζσ ΑΗ και ΓΜ των ίςων 

τριγϊνων ΑΔΗ και ΓΔΜ. 

Άρα ΜΔ Η = Δ 2 + Δ 3 = Δ 1 + Δ 2 = 90°, δθλαδι το παραλλθλόγραμμο ΔΜΕΗ είναι και 

Ορκογϊνιο διότι ζχει μία ορκι γωνία. 

Επειδι τα τρίγωνα ΑΔΗ και ΓΔΜ είναι ίςα κα ζχουν και τισ υποτείνουςεσ αντίςτοιχα  

ίςεσ, οπότε ΔΗ = ΔΜ. Άρα το ορκογϊνιο ΔΜΕΗ είναι και ρόμβοσ, διότι ζχει δφο 

διαδοχικζσ πλευρζσ είναι ίςεσ. Άρα είναι τετράγωνο. 

γ) Για να είναι το τετράπλευρο ΒΗΕΜ εγγράψιμο αρκεί να αποδείξουμε ότι οι  

απζναντι γωνίεσ του ΗΒΜ και ΗΕΜ είναι παραπλθρωματικζσ, δθλαδι 

ΗΒ Μ + ΗΕ Μ = 180°. 

Από το τετράγωνο ΑΒΓΔ ζχουμε ΑΒ Γ = 90° άρα και ΗΒ Μ = 90° ωσ παραπλθρωματικι. 

Από το τετράγωνο ΔΜΕΗ ζχουμε ΗΕ Μ = 90°. 

Άρα ΗΒ Μ + ΗΕ Μ = 90° + 90° = 180°. 
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δ)  

 

Επειδι το τετράπλευρο ΒΗΕΜ είναι εγγράψιμο θ πλευρά ΒΗ φαίνεται από τισ 

απζναντι κορυφζσ του Μ και Ε υπό ίςεσ γωνίεσ, δθλαδι ΒΜ Η = ΒΕ Η. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα οι κύκλοι έχουν κέντρο Κ και οι ΑΓ και ΒΔ είναι διάμετροί τους. 

 

α) Αν ισχύει ΑΓ>ΒΔ:  

i. να σχεδιάσετε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ και να αποδείξετε ότι είναι παραλληλόγραμμο. 

(Μονάδες 8) 

ii. να διατυπώσετε μια επιπλέον υπόθεση για τις ΑΓ και ΒΔ, ώστε το ΑΒΓΔ να είναι ρόμβος. 

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

(Μονάδες 9) 

β) Αν οι δύο κύκλοι ταυτίζονται, τότε να εξετάσετε αν ο ακόλουθος ισχυρισμός είναι 

αληθής: 

«To ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο». 

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

  (Μονάδες 8) 

 

 

 13848



 

 

α) i. Ισχύει ότι ΒΚ = ΚΔ ως ακτίνες του ίδιου κύκλου (Κ, ΚΒ). Ομοίως ΑΚ = ΚΓ στον κύκλο με 

κέντρο Κ και ακτίνα ΑΓ. 

Άρα οι διαγώνιοι του ΑΒΓΔ διχοτομούνται, επομένως είναι παραλληλόγραμμο. 

ii. Αν οι ΑΓ και ΒΔ είναι κάθετες τότε το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ έχει κάθετες διαγωνίους. 

Συνεπώς είναι ρόμβος. Άρα η επιπλέον υπόθεση είναι ότι «οι ΑΓ και ΒΔ είναι κάθετες». 
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β) Αν οι κύκλοι ταυτίζονται, τότε ΑΓ = ΒΔ. Συνεπώς οι διαγώνιοι ΑΓ και ΒΔ του 

παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ είναι ίσες. Επομένως το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο. Για να είναι 

τετράγωνο πρέπει επιπλέον οι ΑΓ και ΒΔ να είναι κάθετες, κάτι που δεν αναφέρεται στην 

υπόθεση του β). 

Ο ισχυρισμός δεν είναι αληθής καθώς το ΑΒΓΔ δεν είναι αναγκαία τετράγωνο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ του σχήματος και η ΒΖ διχοτόμος της γωνίας Β̂. 

Φέρουμε ΓΟ κάθετη στη ΒΖ και την προεκτείνουμε έτσι ώστε να τέμνει την ΑΒ στο 

σημείο Ε.   

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΕΒΓ είναι ισοσκελές.    (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΟΖΓ και ΟΒΕ είναι ίσα.   (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΕΒΓΖ είναι ρόμβος       (Μονάδες 6) 

δ) Πόσο πρέπει να είναι το μέτρο της γωνίας Β̂ ώστε το τετράπλευρο ΕΒΓΖ να είναι 

τετράγωνο;    (Μονάδες 4) 
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α) Έχουμε ΒΖ διχοτόμος της γωνίας Β̂ και ΒΟ Ʇ ΓΕ από υπόθεση. Συνεπώς το τμήμα 

ΒΟ στο τρίγωνο ΕΒΓ είναι ύψος και διχοτόμος άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές με 

βάση την πλευρά ΕΓ.  

β) Συγκρίνω τα τρίγωνα ΟΖΓ και ΟΒΕ τα οποία έχουν: 

i. ΓΟ̂Ζ=ΕΟ̂Β=90ο  

ii. ΟΓ=ΟΕ (Ο μέσο της ΓΕ γιατί το ΒΟ είναι διχοτόμος άρα και διάμεσος του 

ισοσκελούς τριγώνου ΕΒΓ) 

iii. ΖΓ̂Ο=ΒΕ̂Ο (ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΒΕ, ΓΖ που τέμνονται από 

την ΓΕ) 

Τα τρίγωνα ΟΖΓ, ΟΒΕ είναι ίσα γιατί είναι ορθογώνια, που έχουν μια κάθετη πλευρά 

και την προσκείμενη σε αυτή οξεία γωνία ίσες μία προς μία. 

 

γ) Από τη σύγκριση στο ερώτημα β) έχουμε ΟΖ=ΟΒ ως πλευρές των ίσων τριγώνων 

ΖΟΓ και ΒΟΕ απέναντι από τις ίσες γωνίες  ΖΓ̂Ο και ΒΕ̂Ο και ΟΓ=ΟΕ (Ο μέσο της ΓΕ 

γιατί το ΒΟ είναι διχοτόμος άρα και διάμεσος του ισοσκελούς τριγώνου ΕΒΓ). Το 

τετράπλευρο ΕΒΓΖ είναι παραλληλόγραμμο αφού οι διαγώνιοι ΓΕ και ΒΖ 
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διχοτομούνται στο σημείο Ο και επειδή είναι και κάθετες από υπόθεση (ΒΖ Ʇ ΓΕ) 

είναι ρόμβος.  

δ) Για να είναι το τετράπλευρο ΕΒΓΖ τετράγωνο θα πρέπει να είναι εκτός από 

ρόμβος (ερώτημα γ)) και ορθογώνιο άρα θα πρέπει Β̂=90ο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ. Προεκτείνουμε την πλευρά ΔΓ προς το μέρος του Γ κατά 

τμήμα ΓΕ=ΔΓ.   

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΓΕΒ είναι παραλληλόγραμμο.    (Μονάδες 7) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΔΕ είναι ισοσκελές.   (Μονάδες 9) 

γ) Αν ΔΒ̂Ε=120ο να αποδείξετε ότι ΒΔ=2ΑΔ.      (Μονάδες 9) 
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α) Στο ορθογώνιο ΑΒΓΔ οι απέναντι πλευρές ΑΒ και ΓΔ είναι ίσες δηλαδή ΑΒ=ΓΔ, 

επιπλέον από υπόθεση έχουμε ότι ΓΔ=ΓΕ, άρα ΑΒ=ΓΕ. Στο ορθογώνιο ΑΒΓΔ έχουμε 

ΑΒ//ΓΔ άρα και ΑΒ//ΓΕ. Το τετράπλευρο ΑΓΕΒ είναι παραλληλόγραμμο αφού έχει 

δύο απέναντι πλευρές του, τις ΑΒ και ΓΕ παράλληλες και ίσες. 

β) Στο παραλληλόγραμμο ΑΓΕΒ έχουμε ΑΓ=ΒΕ ως απέναντι πλευρές επίσης στο 

ορθογώνιο ΑΒΓΔ έχουμε ΑΓ=ΒΔ ως διαγώνιοι του ορθογωνίου, άρα ΒΕ=ΒΔ δηλαδή 

το τρίγωνο ΒΔΕ είναι ισοσκελές. 
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γ) Από το ερώτημα β) έχουμε ότι το τρίγωνο ΒΔΕ είναι ισοσκελές με βάση τη ΔΕ, 

συνεπώς ΒΔ=ΒΕ και ΒΔ̂Ε=ΒΕ̂Δ=30ο αφού ΕΒ̂Δ=120ο . Από το ερώτημα α) έχουμε ότι 

το ΑΓΕΒ είναι παραλληλόγραμμο άρα ΑΓ//ΒΕ συνεπώς ΒΕ̂Γ=ΑΓ̂Δ=30ο ως εντός εκτός 

και επι τα αυτά μέρη γωνίες των παραλλήλων ΒΕ και ΑΓ που τέμνονται από την ΕΓ. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΔ έχουμε ΑΓ̂Δ=30ο άρα η απέναντι κάθετη πλευρά ΑΔ 

ισούται με το μισό της υποτείνουσας ΑΓ, δηλαδή ΑΔ=
ΑΓ

2
. Στο ορθογώνιο ΑΒΓΔ οι 

διαγώνιοι ΑΓ και ΒΔ είναι ίσες άρα ΑΔ=
ΒΔ

2
 ή ΒΔ=2ΑΔ.    
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με ΑΒ>ΑΔ και με κέντρο Ο. Αν ΒΖ και ΔΕ είναι οι 

αποστάσεις των κορυφών Β και Δ από τη διαγώνιο ΑΓ, τότε:   

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΔΕΟ και ΒΖΟ είναι ίσα.    (Μονάδες 5) 

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΕΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.   (Μονάδες 8) 

γ) Αν ΔΑ̂Ε=60ο και ΟΕ=5, να βρείτε το μήκος της πλευράς ΑΔ.                  (Μονάδες 12) 
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α) Συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΕΟ και ΒΖΟ που έχουν: 

i. ΔΕ̂Ο=ΒΖ̂Ο=90ο  

ii. ΕΟ̂Δ=ΖΟ̂Β (ως κατακορυφήν) 

iii. ΔΟ=ΟΒ (Ο μέσο της διαγωνίου ΒΔ του ορθογωνίου ΑΒΓΔ) 

Τα τρίγωνα είναι ίσα γιατί είναι ορθογώνια, που έχουν την υποτείνουσα και μια 

οξεία γωνία ίσες μία προς μία. 

β) Στα τρίγωνα ΔΕΟ και ΒΖΟ οι γωνίες ΟΔ̂Ε και ΟΒ̂Ζ είναι ίσες ως συμπληρωματικές 

των ίσων γωνιών ΕΟ̂Δ και ΖΟ̂Β. 

Από τη σύγκριση του α) ερωτήματος έχουμε ΕΟ=ΖΟ ως πλευρές των ίσων τριγώνων 

απέναντι από τις ίσες γωνίες ΟΔ̂Ε και ΟΒ̂Ζ. Το τετράπλευρο ΕΒΖΔ είναι 

παραλληλόγραμμο διότι οι διαγώνιοι του ΕΖ και ΒΔ διχοτομούνται στο Ο αφού 

ΕΟ=ΟΖ και ΔΟ=ΟΒ (Ο μέσο της ΒΔ). 

 

γ) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ έχουμε ΔÂΓ=60ο συνεπώς ΔΓ̂Α=30ο. Οι διαγώνιοι ΑΓ 

και ΒΔ του ορθογωνίου ΑΒΓΔ είναι ίσες και 
ΑΓ

2
 = 
ΒΔ

2
 ή ΓΟ=ΔΟ δηλαδή το τρίγωνο 

ΔΟΓ είναι ισοσκελές με βάση ΓΔ και ΔΓ̂Α=30ο , άρα ΔΟ̂Γ=120ο και ΔΟ̂Α=60ο ως 
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παραπληρωματική της ΔΟ̂Γ. Συνεπώς το τρίγωνο ΑΔΟ είναι ισόπλευρο και η ΔΕ είναι 

ύψος άρα και διάμεσος. Το σημείο Ε είναι το μέσο του τμήματος ΑΟ με ΑΕ=ΕΟ=5. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΕ έχουμε ΔÂΕ=60ο συνεπώς ΑΔ̂Ε=30ο, άρα η απέναντι 

κάθετη πλευρά ΑΕ ισούται με το μισό της υποτείνουσας ΑΔ, δηλαδή ΑΕ=
ΑΔ

2
 ή 

ΑΔ=2ΑΕ ή ΑΔ=10. 
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ΘΕΜΑ 4 

 

Στο παραπάνω σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με �̂� = 90𝜊. Επίσης οι ΑΔ και ΒΓ είναι 

παράλληλες και το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισόπλευρο. 

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες �̂� και �̂� του τριγώνου ΑΒΓ. 

(Μονάδες 8) 

β) Αν η περίμετρος του ΑΒΔ είναι 12 να βρείτε το μήκος της υποτείνουσας του ΑΒΓ. 

(Μονάδες 7) 

γ) Αν το σημείο Κ είναι σημείο της υποτείνουσας τέτοιο ώστε το ΑΔΒΚ να είναι 

παραλληλόγραμμο, τότε να βρείτε τη θέση του σημείου Κ. Τι είδους παραλληλόγραμμο είναι 

το ΑΔΒΚ; Να αιτιολογήσετε τις απαντήσεις σας. 

(Μονάδες 10) 
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α) Οι γωνίες 𝛥�̂�𝛣 και 𝛢�̂�𝛤 είναι εντός και εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ και ΒΓ με τέμνουσα 

την ΑΒ. Επομένως 𝛥�̂�𝛣 = 𝛢�̂�𝛤. 

Όμως το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισόπλευρο, επομένως η καθεμία από τις γωνίες του είναι 60𝜊. 

Δηλαδή 𝛥�̂�𝛣 = 60𝜊. Επομένως από την ισότητα 𝛥�̂�𝛣 = 𝛢�̂�𝛤 προκύπτει ότι 𝛢�̂�𝛤 = 60𝜊. 

Όμως οι οξείες γωνίες ενός ορθογωνίου τριγώνου είναι συμπληρωματικές, άρα στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι 𝛢�̂�𝛣 = 90𝜊 − 60𝜊 = 30𝜊. 

β) Το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισόπλευρο, άρα έχει ίσες πλευρές. Επομένως το μήκος κάθε 

πλευράς του είναι 𝛢𝛣 = 𝛢𝛥 = 𝛣𝛥 = 12: 3 = 4. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία �̂� = 𝛢�̂�𝛣 = 30𝜊, επομένως η απέναντι πλευρά ισούται 

με το μισό της υποτείνουσας, δηλαδή 𝛢𝛣 = 
𝛣𝛤

2
 ή 𝛣𝛤 = 2𝛢𝛣 = 2 ∙ 4 = 8. 

γ) Αν το ΑΔΒΚ του παρακάτω σχήματος είναι παραλληλόγραμμο τότε έχει τις απέναντι 

πλευρές του ίσες (ιδιότητα παραλληλογράμμου). 

 

Άρα ΒΚ = ΑΔ. 
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Λόγω του ισοπλεύρου ΑΒΔ είναι ΑΔ = ΑΒ. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι �̂� = 30𝜊 άρα ΑΒ = 
𝛣𝛤

2
. 

Οπότε ΒΚ = ΑΔ = ΑΒ = 
𝛣𝛤

2
, δηλαδή το Κ είναι το μέσο της ΒΓ.  

Πράγματι, αν το Κ είναι μέσο της ΒΓ, τότε ισχύει ότι ΒΚ = 
𝛣𝛤

2
 και λόγω της �̂� = 30𝜊 στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΒ = 
𝛣𝛤

2
. Άρα ΒΚ = ΑΒ. 

Όμως λόγω του ισοπλεύρου ΑΒΔ είναι ΑΔ = ΑΒ, άρα ΑΔ = ΒΚ. 

Επίσης ΑΚ = 
𝛣𝛤

2
 , λόγω του ότι η ΑΚ ως διάμεσος της υποτείνουσας του ορθογωνίου 

τριγώνου ΑΒΓ είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας ΒΓ. 

Όμως, λόγω του ισοπλεύρου ΑΒΔ είναι ΒΔ = ΑΒ και λόγω της �̂� = 30𝜊 στο ορθογώνιο 

τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΒ = 
𝛣𝛤

2
. Άρα ΒΔ = 

𝛣𝛤

2
 , άρα ΒΔ = ΑΚ. 

Άρα, τελικά με Κ μέσο της ΒΓ αποδεικνύεται ότι ΑΔ = ΒΚ και ΒΔ = ΑΚ, δηλαδή το ΑΔΒΚ έχει 

τις απέναντι πλευρές του ίσες και επομένως είναι παραλληλόγραμμο. 

Επιπλέον, εφόσον ΑΔ = ΒΔ το παραλληλόγραμμο ΑΔΒΚ έχει δύο διαδοχικές πλευρές ίσες, 

επομένως είναι ρόμβος. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Α̂=90ο. Από το μέσο Δ της πλευράς ΒΓ φέρουμε 

παράλληλη προς την πλευρά ΑΓ που τέμνει την πλευρά ΑΒ στο σημείο Ε. Αν 

επιπλέον γνωρίζουμε ότι ΕΔ̂Γ=120ο, τότε:   

α) Να υπολογίσετε το μέτρο της γωνία ΔΓ̂Α.    (Μονάδες 5) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισόπλευρο.    (Μονάδες 8) 

γ) Προεκτείνουμε την πλευρά ΑΓ προς το Γ κατά τμήμα ΓΖ=ΑΓ και την πλευρά ΒΓ 

προς το Γ κατά τμήμα ΓΗ=
ΒΓ

2
. Να αποδείξετε ότι ΑΗ̂Ζ=90ο.     (Μονάδες 12) 
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α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ το σημείο Δ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ και ΔΕ// ΑΓ άρα το 

σημείο Ε είναι το μέσο της πλευράς ΑΒ. Οι γωνίες ΕΔ̂Γ και ΔΓ̂Α είναι εντός και επί τα 

αυτά των παραλλήλων ΕΔ και ΑΓ που τέμνονται από την ΓΔ, συνεπώς είναι 

παραπληρωματικές άρα ΕΔ̂Γ + ΔΓ̂Α =180ο ή 120ο + ΔΓ̂Α =180ο ή ΔΓ̂Α =60ο. 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η ΑΔ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα, άρα  ΑΔ=
ΒΓ

2
 ή ΑΔ=ΔΓ. Στο ίδιο τρίγωνο οι γωνίες Β̂ και Γ̂ είναι 

συμπληρωματικές, από το α) ερώτημα έχουμε Γ̂=60ο άρα Β̂=30ο. Στο ορθογώνιο 

τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε Β̂=30ο άρα η απέναντι κάθετη πλευρά ΑΓ ισούται με το μισό της 

υποτείνουσας ΒΓ, δηλαδή ΑΓ=
ΒΓ

2
 ή ΑΓ=ΔΓ. Συνεπώς το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισόπλευρο 

αφού έχει και τις τρεις πλευρές του ίσες ΑΔ=ΑΓ=ΔΓ. 
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γ) Στο τετράπλευρο ΑΗΖΔ οι διαγώνιοι ΔΗ και ΑΖ διχοτομούνται στο Γ αφού 

ΔΓ=
ΒΓ

2
=ΓΗ (από υπόθεση και τη λύση του ερωτήματος β)) και ΑΓ=ΓΖ (από υπόθεση). 

Άρα ΑΗΖΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

Στο β) ερώτημα δείξαμε ότι το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ισόπλευρο άρα ΑΓ=ΓΔ ή 2ΑΓ=2ΓΔ ή 

ΑΖ=ΔΗ, άρα το παραλληλόγραμμο ΑΗΖΔ είναι ορθογώνιο αφού έχει ίσες 

διαγωνίους, συνεπώς ΑΗ̂Ζ=90ο. 
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ΘΕΜΑ 4 

Σε τρίγωνο ΔΕΖ, φέρουμε τη διάμεσο ΔΜ και στην προέκτασή της προς το μέρος του 

Μ παίρνουμε σημείο Θ έτσι ώστε ΑΜ=ΜΘ. Προεκτείνουμε την πλευρά ΕΖ προς το Ε 

κατά τμήμα ΕΑ=ΕΖ και προς το Ζ κατά τμήμα ΖΓ=ΕΖ.   

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΔΑΜ και ΘΓΜ είναι ίσα.    (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΘΑΔΓ είναι παραλληλόγραμμο.   (Μονάδες 8) 

γ) Στο σχήμα της άσκησης που κατασκεύασε στο τετράδιό του ο Γιάννης είναι  

ΑΔ=12. Πόσο θα είναι το μήκος της διαμέσου ΕΗ του τριγώνου ΔΕΖ στο σχήμα του 

Γιάννη;       (Μονάδες 9) 
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α) Το σημείο Μ είναι το μέσο της πλευράς ΕΖ άρα ΜΕ=ΜΖ, επίσης ΕΑ=ΕΖ=ΖΓ (από 

υπόθεση) άρα: ΜΕ+ΕΑ=ΜΖ+ΖΓ ή ΜΑ=ΜΓ. 

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΔΑΜ και ΘΓΜ που έχουν: 

i. ΔΜ=ΜΘ (από υπόθεση) 

ii. ΜΑ=ΜΓ (ως άθροισμα ίσων τμημάτων ΜΕ+ΕΑ και ΜΖ+ΖΓ) 

iii. ΔΜ̂Α=ΘΜ̂Γ (ως κατακορυφήν)  

Τα τρίγωνα είναι ίσα επειδή έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις 

περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες. 

β) Το σημείο Μ είναι το μέσο του τμήματος ΔΘ (από υπόθεση) και μέσο του 

τμήματος ΑΓ (ii στη σύγκριση του ερωτήματος α)). Στο τετράπλευρο ΘΑΔΓ οι 

διαγώνιοι ΔΘ και ΑΓ διχοτομούνται στο σημείο Μ, άρα το τετράπλευρο ΘΑΔΓ είναι 

παραλληλόγραμμο.  

 

γ) Το σημείο Η είναι το μέσο της πλευράς ΔΖ αφού η ΕΗ είναι διάμεσος. Από 

υπόθεση έχουμε ΕΑ=ΕΖ, άρα το σημείο Ε είναι το μέσο της πλευράς ΑΖ. Στο τρίγωνο 
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ΑΔΖ τα σημεία Ε και Η είναι μέσα πλευρών άρα ΕΗ=
ΑΔ

2
 ή ΕΗ=

12

2
 ή ΕΗ=6. Στο σχήμα 

του Γιάννη η διάμεσος ΕΗ του τριγώνου ΔΕΖ θα έχει μήκος 6. 
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ΘΕΜΑ 4 

α) Στο σχήμα η ΒΔ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΑΓ και διάμετρος του κύκλου με 

κέντρο Μ. Να αποδείξετε ότι το ΑΒΓΔ είναι ρόμβος.            (Μονάδες 8) 

 

β) Χαρακτηρίστε κάθε μια από τις παρακάτω προτάσεις ως αληθή ή ψευδή.  

Πρόταση 1: «Αν η διαγώνιος ενός τυχαίου τετραπλεύρου είναι μεσοκάθετος της 

άλλης διαγωνίου και διάμετρος κύκλου με κέντρο το σημείο τομής των διαγωνίων, 

τότε το τετράπλευρο είναι ρόμβος». 

Πρόταση 2: «Αν η διαγώνιος ενός τυχαίου τετραπλεύρου είναι κάθετη στην άλλη 

διαγώνιο και διάμετρος κύκλου με κέντρο το σημείο τομής των διαγωνίων, τότε το 

τετράπλευρο είναι ρόμβος». 

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας σε κάθε περίπτωση. 

(Μονάδες 10) 

γ) Στο παρακάτω σχήμα τα ευθύγραμμα τμήματα ΡΤ και ΠΣ τέμνονται κάθετα στο Ν 

και ΠΝ = ΝΣ. Επίσης η ΡΤ είναι διάμετρος του κύκλου με κέντρο το Ν. 

Να αποδείξετε ότι ΠΡ = ΡΣ = ΣΤ = ΤΠ.   (Μονάδες 7) 
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α) Η ΒΔ είναι μεσοκάθετος της ΑΓ από την υπόθεση, άρα ισχύει ΑΜ = ΜΓ. 

Επιπλέον ΒΜ = ΜΔ, γιατί από την υπόθεση το Μ είναι κέντρο του κύκλου με 

διάμετρο ΒΔ. Επομένως, οι διαγώνιοι του ΑΒΓΔ διχοτομούνται. Άρα το ΑΒΓΔ είναι 

παραλληλόγραμμο. 

Ακόμα οι ΒΔ και ΑΓ είναι κάθετες, γιατί η ΒΔ είναι μεσοκάθετος της ΑΓ από την 

υπόθεση. 

Εφόσον οι διαγώνιοι του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ είναι κάθετες το ΑΒΓΔ είναι 

ρόμβος. 

β) Η Πρόταση 1 έχει αποδειχθεί στο ερώτημα α), άρα είναι αληθής. 

Η Πρόταση 2 είναι ψευδής.  

Στο παραπάνω σχήμα προεκτείνουμε την ΑΓ προς το μέρος του Α κατά ΑΑ΄, ώστε το 

Α΄ να είναι σημείο του κύκλου. 

 

Το τετράπλευρο Α΄ΒΓΔ πληροί τις υποθέσεις της Πρότασης 2. Ωστόσο δεν είναι 

παραλληλόγραμμο καθώς οι διαγώνιοι του Α΄Γ και ΒΔ, οι οποίες τέμνονται στο Μ δε 
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διχοτομούνται, γιατί Α΄Μ>ΜΓ (η Α΄Μ είναι διάμετρος του κύκλου, ενώ το Γ είναι 

εσωτερικό σημείο του κύκλου). Αν ήταν παραλληλόγραμμο, τότε οι διαγώνιοί του 

θα διχοτομούνταν. Επομένως, εφόσον δεν είναι παραλληλόγραμμο, τότε δεν είναι 

και ρόμβος. 

γ) Σχεδιάζουμε το τετράπλευρο ΠΡΣΤ.  

Η διαγώνιος του ΡΤ είναι μεσοκάθετος της ΠΣ, εφόσον είναι κάθετες και ΠΝ = ΝΣ, 

από την υπόθεση. 

Επίσης η ΡΤ είναι διάμετρος του κύκλου που έχει ως κέντρο το Ν, σημείο τομής των 

διαγωνίων του τετραπλεύρου. 

Άρα από την Πρόταση 1 (του ερωτήματος β)) που αποδείχθηκε στο α) το ΠΡΣΤ είναι 

ρόμβος. Συνεπώς έχει όλες τις πλευρές του ίσες. Δηλαδή ΠΡ = ΡΣ = ΣΤ = ΤΠ. 

 

 

 

 

 13857-Λύση



ΘΕΜΑ 2  

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  με γωνία  ̂ = 120ο και ΑΒ=2ΑΔ.  Φζρουμε τη διχοτόμο τησ 

γωνίασ Δ του παραλληλογράμμου, η οποία τζμνει την ΑΒ ςτο Ε, και ςτη ςυνζχεια το κάθετο 

τμήμα ΑΖ ςτη ΔΕ. Να αποδείξετε ότι:   

α) γωνία Α ̂Ε = 30ο (Μονάδεσ 10) 

β) 
4


  (Μονάδεσ 15)  
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α) Οι γωνίες Â και Δ̂ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ είναι παραπληρωματικές,  ως 

γωνίες εντός και επί τα αυτά των παραλλήλων ΑΒ και ΔΓ που τις τέμνει η ΑΔ, 

δηλαδή A ̂+ Δ̂ = 180. Επειδή είναι Â = 120° τότε Δ̂ = 60° και αφού ΔΕ είναι 

διχοτόμος της γωνίας Δ̂ θα είναι  ΑΔ̂Ε = 30°. 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΖ (ΑΖ  ΔΕ) είναι ΑΔ̂Ε = 30ο, οπότε η απέναντι κάθετη 

πλευρά από τη γωνία αυτή ισούται με το μισό της υποτείνουσας, δηλαδή AZ = 
ΑΔ

2
 . 

Όμως είναι ΑΔ = 
ΑΒ

 2
 από την υπόθεση, οπότε AZ = 

ΑΒ

4
. 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ του παρακάτω σχήματος τα σημεία  Δ  και Ε είναι τα μέσα των 

πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, ΑE=8 , ΕΔ=9 και ΔΒ=10 . 

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΔΕΓΒ είναι τραπέζιο.   (Μονάδες 8) 

β) Να υπολογίσετε το μήκος  της πλευράς ΒΓ.  (Μονάδες 8) 

γ) Να συγκρίνετε τις περιμέτρους του τριγώνου ΑΒΓ και του τετραπλεύρου ΔΕΓΒ .

     (Μονάδες 9)  
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α) Το ΔΕ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΑΓ του τριγώνου ΑΒΓ, οπότε: 

ΔE // BΓ 

Επίσης οι προεκτάσεις των πλευρών ΔΒ, ΕΓ, του ΔΕΓΒ, τέμνονται στο Α. Άρα οι ΔΒ και 

ΕΓ δεν είναι παράλληλες. Επομένως, το τετράπλευρο ΔΕΓΒ είναι τραπέζιο. 

β) Επίσης, ισχύει ΔΕ = 
ΒΓ

2
 , γιατί το ΔΕ ενώνει τα μέσα των ΑΒ και ΑΓ. Άρα: 

ΔΕ = 
ΒΓ

2
  9 = 

ΒΓ

2
  ΒΓ = 18 

γ) Έστω Π1 η περίμετρος του ΑΒΓ και Π2 η περίμετρός του ΔΕΓΒ. 

α΄ τρόπος: Ισχύουν ΑΒ = 2ΔΒ και ΑΓ = 2ΑΕ. Για τη περίμετρο του τριγώνου ΑΒΓ, έχουμε: 

Π1 = ΑΒ + ΒΓ + ΑΓ = 2ΔΒ + 18 + 2ΑΕ = 20 + 18 +16 = 54 

Για τη περίμετρο του τετραπλεύρου (τραπεζίου) ΔΕΓΒ έχουμε: 

Π2 = ΔΕ + ΕΓ + ΓΒ + ΒΔ = 9 + 8 + 18 + 10 = 45 

Άρα Π1 > Π2. 

β΄ τρόπος: Από την τριγωνική ανισότητα είναι ΑΔ + ΑΕ > ΔΕ. 

Π1 = ΑΒ + ΒΓ + ΑΓ = ΑΔ + ΔΒ + ΒΓ + ΑΕ + ΕΓ = ΔΒ + ΒΓ + ΕΓ +(ΑΔ + ΑΕ) > ΔΒ + ΒΓ + ΕΓ + ΔΕ 

= Π2. 

Άρα Π1 > Π2. 
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ΘΕΜΑ 4  

Δίνεται κφκλοσ (Ο, ρ) και ςημείο Μ εξωτερικό του κφκλου. Από το ςημείο Μ 

φζρουμε τα εφαπτόμενα τμήματα ΜΑ και ΜΒ του κφκλου και ςτην προζκταςη του 

ΟΒ παίρνουμε ςημείο Γ ϊςτε ΒΓ = ΟΒ.  

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΜΒΟ είναι εγγράψιμο ςε κφκλο. 

 (Μονάδεσ 7) 

β) Να προςδιορίςετε το κζντρο Λ του περιγεγραμμζνου κφκλου του τετραπλεφρου 

ΑΜΒΟ και να αιτιολογήςετε την απάντηςή ςασ. (Μονάδεσ 9) 

γ)  Να αποδείξετε ότι ΒΛ //ΜΓ. (Μονάδεσ 9) 
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α)   

 

Οι ακτίνεσ ΟΑ και ΟΒ είναι κάθετεσ ςτα εφαπτόμενα τμήματα ΜΑ και ΜΒ, δηλαδή: 

ΟΑ  ΜΑ και ΟΒ  ΜΒ. 

Τότε, ςτο τετράπλευρο ΑΜΒΟ ιςχφει:    ̂ +  ̂ = 90ο + 90ο = 180ο, δηλαδή δφο 

απζναντι γωνίεσ του είναι παραπληρωματικζσ, οπότε είναι εγγράψιμο. 

 

β)  Έςτω Λ το κζντρο του περιγεγραμμζνου κφκλου του τετραπλεφρου ΑΜΒΟ. Οι 

γωνίεσ  ̂ και  ̂  θα είναι εγγεγραμμζνεσ γωνίεσ του κφκλου που περνάει από τισ 

κορυφζσ του τετράπλευρου ΑΜΒΟ  και είναι  ̂ =  ̂ = 90ο. Άρα οι γωνίεσ  ̂ και  ̂ 

βαίνουν ςε ημικφκλιο, δηλαδή  η ΟΜ είναι διάμετροσ του περιγεγραμμζνου κφκλου. 

Έτςι το κζντρο Λ του  περιγεγραμμζνου κφκλου είναι το μζςο του τμήματοσ ΟΜ.  

 

γ) Στο τρίγωνο ΟΜΓ τα Β, Λ είναι τα μζςα των ΟΓ, ΟΜ αντίςτοιχα, άρα το τμήμα ΒΛ 

είναι παράλληλο ςτην τρίτη πλευρά του τριγϊνου, δηλαδή ΒΛ // ΜΓ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Από την κορυφή Α φζρουμε ΑΕ κάθετη 

ςτη ΒΔ. Ζςτω Κ,  Λ τα μζςα των ΑΒ και ΑΔ αντίςτοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι : 

i. Κ ̂Λ = 90ο . 

ii. ΚΛ = 
  

 
  . 

 (Μονάδεσ 16) 

β) Αν Β ̂Γ = 30ο , να αποδείξετε ότι ΚΛ = ΒΓ.  (Μονάδεσ 9) 
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α)  

 

 i.   Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΔ η ΕΛ είναι διάμεςοσ που φζρουμε από την κορυφή 

τησ ορθήσ γωνίασ, οπότε είναι ίςη με το μιςό τησ υποτείνουςασ, δηλαδή ΕΛ = 
  

 
   ή  

ΕΛ = ΛΑ. Τότε, το τρίγωνο ΛΕΑ είναι ιςοςκελζσ, οπότε Λ ̂A = Λ ̂E (1). 

Η ΕΚ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην υποτείνουςα του ορθογωνίου ΑΕΒ, οπότε  

ΕΚ = 
  

 
  ή  ΕΚ = ΑΚ. Τότε, το τρίγωνο ΚΕΑ είναι ιςοςκελζσ. οπότε Α ̂Κ = K ̂E (2). 

Είναι Κ ̂Λ = Κ ̂Α + Λ ̂Α και λόγω των (1), (2) προκφπτει ότι:   

Κ ̂Λ =  Λ ̂Ε + Κ ̂Ε = Λ ̂Κ = 90ο. 

ii. Το Κ είναι το μζςο τησ πλευράσ ΑΒ και το Λ το μζςο τησ ΑΔ, άρα το ΚΛ ενώνει τα 

μζςα δφο πλευρών του τριγώνου ΑΒΔ, οπότε ιςχφει ότι: 

ΚΛ = 
  

 
 
  

 
 , αφοφ  ΒΔ = ΑΓ, ωσ διαγώνιεσ του ορθογωνίου ΑΒΓΔ. 

β) 

 

 Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι Β ̂Γ = 30ο, άρα η απζναντι πλευρά του ΒΓ είναι 

ίςη με το μιςό τησ υποτείνουςασ, δηλαδή ΒΓ = 
  

 
. Τότε λόγω του ερωτήματοσ (α.ii) 

βρίςκουμε  ότι ΒΓ = ΚΛ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τη γωνία Α ορθή και ΑΜ η διάμεςόσ του. Από το 

Μ φζρουμε ΜΚ κάθετη ςτην ΑΒ και ΜΛ κάθετη ςτην ΑΓ. Αν Ν, Ρ είναι τα μζςα των 

ΒΜ και ΓΜ αντίςτοιχα, να αποδείξετε ότι: 

α) N ̂M = N ̂K          (Μονάδεσ 7) 

β) Η ΜΚ είναι διχοτόμοσ τησ γωνίασ ΝΜΑ.     (Μονάδεσ 9) 

γ) ΑΜ = ΚΝ + ΛΡ.         (Μονάδεσ 9) 
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α)  

 

Το ΜΚΒ είναι ορθογϊνιο τρίγωνο με την Β ̂Μ ορθή. Η ΚΝ είναι διάμεςοσ που 

αντιςτοιχεί ςτην υποτείνουςα MB του ορθογωνίου τριγϊνου ΜΚΒ. Άρα KN = 
  

 
 = 

ΝΜ. 

Άρα το τρίγωνο ΚΝΜ είναι ιςοςκελζσ με ΚΝ = ΝM και βάςη ΜΚ. Επομζνωσ, οι γωνίεσ 

που αντιςτοιχοφν ςτη βάςη του ΜΚ είναι ίςεσ. Δηλαδή N ̂M = N ̂K. 

β) Η ΑΜ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην υποτείνουςα ΒΓ του ορθογωνίου 

τριγϊνου ΑΒΓ, άρα AM = 
  

 
 = ΜΒ. 

Επομζνωσ το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ιςοςκελζσ, με ΑΜ = ΜΒ και βάςη ΑΒ, οπότε το ΜΚ 

είναι φψοσ, άρα και διχοτόμοσ τησ γωνίασ Ν ̂Α. 

γ) Το τρίγωνο ΓΛΜ είναι ορθογϊνιο με την Γ ̂Μ ορθή. Η ΛΡ είναι διάμεςοσ προσ την 

υποτείνουςασ  ΓΜ του τριγϊνου. Άρα ΛΡ = 
  

 
.  

Στο α) ζχουμε βρει ότι KN = 
  

 
. 

Όμωσ το Μ είναι μζςο τησ ΒΓ, άρα:  

 ΜΒ = 
  

 
 , επομζνωσ ΚΝ = 

  

 
 = 
  

 
. 

 ΜΒ = ΓΜ. Επομζνωσ 
  

 
 = 
  

 
, άρα ΚΝ = ΛΡ.  

Από τα παραπάνω προκφπτει ότι ΚΝ + ΛΡ = 2ΚΝ =   
  

 
 = 
  

 
 .  Όμωσ, ζχουμε δείξει 

ότι AM = 
  

 
, άρα ΚΝ + ΛΡ = ΑΜ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ιςόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Στθν προζκταςθ τθσ ΒΓ (προσ το Γ) κεωροφμε τμιμα 

ΓΔ = ΒΓ.  Αν Μ, Κ και Λ είναι τα μζςα των πλευρών ΒΓ, ΑΒ και ΑΔ αντίςτοιχα τότε: 

α) Να υπολογίςετε τισ γωνίεσ του τριγώνου ΒΑΔ. (Μονάδεσ 7) 

β) Να αποδείξετε ότι:   

i. Το τετράπλευρο ΚΛΓΜ είναι ιςοςκελζσ τραπζηιο με τθ μεγάλθ βάςθ 

διπλάςια από τθ μικρι.  (Μονάδεσ 8) 

ii. Το τρίγωνο ΚΜΛ είναι ορκογώνιο.  (Μονάδεσ 10) 
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α)  

 

Επειδι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςόπλευρο, ιςχφει ότι:  Β ̂Γ =  ̂ = Β ̂Α = 60ο 

Ιςχφει ακόμθ ότι ΓΔ = ΒΓ και ΒΓ = AΓ, άρα ΓΔ = ΑΓ, οπότε το τρίγωνο ΑΓΔ είναι 

ιςοςκελζσ, επομζνωσ Γ ̂Δ =  ̂ (1). 

Η γωνία Α ̂Β είναι εξωτερικι ςτο τρίγωνο ΑΓΔ, άρα Α ̂Β = Γ ̂Δ +  ̂  και λόγω τθσ (1) 

60ο = 2 ̂ ι   ̂ = 30ο. Οπότε λόγω τθσ (1) είναι και Γ ̂Δ = 30ο. Ιςχφει ακόμθ ότι:  

Β ̂Δ = Β ̂Γ + Γ ̂Δ = 60ο + 30ο = 90ο. 

β) 

i. Το ΚΛ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΔ, οπότε ΚΛ // ΒΔ ι 

ΚΛ//ΜΓ. 

Επιπλζον το Γ είναι το μζςο τθσ ΒΔ, αφοφ ΒΓ = ΓΔ από υπόκεςθ και το Λ είναι το 

μζςο τθσ ΑΔ, άρα ΛΓ//ΑΒ. Το τμιμα ΚΜ τζμνει τθ μία από τισ δφο παράλλθλεσ τθν 

ΑΒ, άρα κα τζμνει και τθν  άλλθ. Δθλαδι τα τμιματα ΚΜ και ΛΓ τζμνονται , οπότε 

δεν είναι παράλλθλα. Ζτςι το ΚΛΓΜ είναι τραπζηιο.  

Το ΛΓ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΔ, άρα  ΛΓ = 
  

 
  (2) 

Το ΚΜ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΓ, άρα KM = 
   

 
 (3) 

Επειδι ΑΒ = ΑΓ, από τισ (1), (2) βρίςκουμε ότι ΛΓ = ΚΜ, οπότε το τραπζηιο ΚΛΓΜ 

είναι ιςοςκελζσ. 

Για τισ βάςεισ του ζχουμε ΚΛ = 
  

 
 , αφοφ Κ και Λ τα μζςα των ΑΒ και ΑΔ αντίςτοιχα, 

δθλαδι ΚΛ = 
    

 
  ι ΚΛ = ΒΓ, ενώ ΜΓ = 

   

 
 , αφοφ το Μ είναι μζςο του ΒΓ. Δθλαδι 

ΚΛ = ΒΓ και ΜΓ = 
   

 
   και ζτςι θ μεγάλθ βάςθ του τραπεηίου είναι διπλάςια τθσ 

μικρισ. 
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ii. Ιςχφουν τα εξισ: 

 Β ̂Μ = Β ̂Γ = 60ο, ωσ εντόσ εκτόσ και επί τα αυτά μζρθ που ςχθματίηονται από τισ 

παράλλθλεσ ΚΜ και ΑΓ που τζμνονται από τθν ΑΒ. 

 Α ̂Λ =  ̂ = 60ο, ωσ εντόσ εκτόσ και επί τα αυτά μζρθ που ςχθματίηονται από τισ 

παράλλθλεσ ΚΛ και ΒΔ που τζμνονται από τθν ΑΒ.  

 Α ̂Λ + Λ ̂Μ + Β ̂Μ = 180ο ι  60ο + Λ ̂Μ + 60ο = 180ο , δθλαδι Λ ̂Μ = 60ο . 

Τα τρίγωνα ΜΚΛ και ΑΚΛ ζχουν: 

 ΚΛ κοινι πλευρά 

 Α ̂Λ = Λ ̂Μ = 60ο  

 ΑΚ = ΚΜ, διότι ΑΚ =  
  

 
 και ΚΜ =  

  

 
 
  

 
 

Σφμφωνα με το κριτιριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΜΚΛ και ΑΚΛ είναι ίςα, άρα: 

Κ ̂Λ = Κ ̂Λ δθλαδι  Κ ̂Λ = 90ο . Επομζνωσ το τρίγωνο ΚΜΛ είναι ορκογώνιο. 
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ΘΕΜΑ 2 

Σε κφκλο κζντρου Ο φζρουμε τισ διαμζτρουσ του ΑΓ και ΒΔ.  

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ορκογώνιο.                  (Μονάδεσ 13) 

β) Τί είδουσ γωνία ςχθματίηουν οι διάμετροι ΑΓ και ΒΔ αν το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο; 

Να δικαιολογιςετε τθν απάντθςι ςασ.                                                          (Μονάδεσ 12) 
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α)  

 

Αν ρ θ ακτίνα του κφκλου τότε: OA = OB = OΓ = OΔ = ρ. Οπότε οι διαγώνιεσ ΑΓ και ΒΔ 

διχοτομοφνται και είναι ίςεσ αφοφ AΓ = BΔ = 2ρ, άρα το τετράπλευρο είναι 

ορκογώνιο. 

β) Αν το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο, τότε οι διαγώνιοί του είναι επιπλζον κάκετεσ μεταξφ 

τουσ. Άρα οι διάμετροι ΑΓ και ΒΔ ςχθματίηουν ορκι γωνία.  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται το οξυγϊνιο και ςκαληνό τρίγωνο ΑΒΓ. Προεκτείνουμε το φψοσ του ΑΗ κατά 

τμήμα ΗΔ=ΑΗ και τη διάμεςό του ΑΜ κατά τμήμα ΜΕ=ΑΜ. Να αποδείξετε ότι: 

α)  

i. ΑΒ = ΓΕ          

ii. ΑΒ = ΒΔ        

(Μονάδεσ 8) 

β) Γ ̂Δ = Β ̂Ε        (Μονάδεσ 8) 

γ)  

i. Εξετάςτε αν το τμήμα ΒΔ μπορεί να είναι παράλληλο ςτο τμήμα ΓΕ. 

(Μονάδεσ 5) 

ii. Ποιο είναι το είδοσ του τετραπλεφρου ΒΓΕΔ; Δικαιολογήςτε την απάντηςή 

ςασ.          (Μονάδεσ 4) 
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α)  

 

 

i. Τα τρίγωνα ΑΒΜ και ΕΓΜ ζχουν: 

 ΑΜ = ΕΜ, από υπόκεςθ 

 ΒΜ = ΓΜ, το Μ είναι μζςο του ΒΓ 

 Α ̂Β = Ε ̂Γ, ωσ κατακορυφιν γωνίεσ ίςεσ 

Σφμφωνα με το κριτιριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΑΒΜ και ΕΓΜ είναι ίςα, οπότε ζχουν 

και τισ τρίτεσ πλευρζσ τουσ ίςεσ, δθλαδι ΑΒ = ΓΕ.  

ii.  

 

Από τθν υπόκεςθ ζχουμε ότι ΑΗ  ΒΓ αφοφ ΑΗ φψοσ, άρα ΒΗ  ΑΔ (1). Επίςθσ 

ΑΗ = ΗΔ από καταςκευι, άρα το ςθμείο Η είναι μζςο του τμιματοσ ΑΔ (2). Από 

τισ ςχζςεισ (1) και (2) ζχουμε ότι ςτο τρίγωνο ΑΒΔ το τμιμα ΒΗ είναι φψοσ και 

διάμεςοσ, επομζνωσ το τρίγωνο είναι ιςοςκελζσ με βάςθ ΑΔ και ΑΒ = ΒΔ. 
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β)  

 

Στο ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΔ του α) ii. ερωτιματοσ το τμιμα ΒΗ κα είναι και 

διχοτόμοσ τθσ γωνίασ Α ̂Δ, άρα  ̂1 =  ̂2. Στα ίςα τρίγωνα ΑΒΜ και ΕΓΜ του α) i. 

ερωτιματοσ απζναντι από τισ ίςεσ πλευρζσ ΑΜ και ΜΕ κα βρίςκονται ίςεσ γωνίεσ, 

δθλαδι  ̂1 =  ̂1. Οπότε τελικά  ̂2 =  ̂1  ι Γ ̂Δ = Β ̂Ε. 

γ)  

i. Από τθν ιςότθτα των γωνιϊν  ̂1 και   ̂1 που είναι γωνίεσ εντόσ εναλλάξ των 

των ΑΒ και ΓΕ τεμνομζνων από το ΑΒ ςυμπεραίνουμε ότι ΑΒ // ΓΕ. Επειδι το 

τμιμα ΒΔ τζμνει το τμιμα ΑΒ, κα τζμνει και το παράλλθλό του τμιμα ΓΕ. 

Άρα το ΒΔ δεν μπορεί να είναι παράλλθλο ςτο ΓΕ. 

ii.  

 

Στο τρίγωνο ΑΔΕ το Η είναι μζςο του τμιματοσ ΑΔ και το Μ είναι μζςο του 

τμιματοσ ΑΕ από καταςκευι. Άρα το τμιμα ΗΜ ενϊνει τα μζςα δφο πλευρϊν 

του, οπότε είναι παράλλθλο ςτθν τρίτθ πλευρά, δθλαδι ΗΜ // ΔΕ ι ΒΓ // ΔΕ. 

Άρα το τετράπλευρο ΒΓΕΔ ζχει δφο μόνο πλευρζσ παράλλθλεσ, αφοφ δείξαμε ότι 

ςτο γ) i. ερϊτθμα ότι θ ΒΔ δεν μπορεί να είναι παράλλθλθ ςτθν ΓΕ, άρα είναι 
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τραπζηιο. Συγχρόνωσ από το β) ερϊτθμα οι γωνίεσ τθσ βάςθσ του ΒΓ είναι ίςεσ, 

αφοφ Γ ̂Δ = Β ̂Ε, άρα το τραπζηιο είναι ιςοςκελζσ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Θεωροφμε ζνα  ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( ̂     ), τα μζςα Δ, Ε, Ζ των πλευρϊν του  

και το φψοσ του ΑΚ. Αν Θ είναι το ςημείο τομήσ των ΑΖ και ΔΕ, τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Το τετράπλευρο ΑΔΖΕ είναι ορθογϊνιο.    (Μονάδεσ 8)  

ii. ΑΘ=ΘΕ= 
  

 
        (Μονάδεσ 7) 

β) Αν επιπλζον είναι  ̂ = 30ο , τότε: 

i. να βρείτε τη γωνία Α ̂Β.      (Μονάδεσ 5) 

ii. να αποδείξετε ότι ΒΚ = 
  

 
 .     (Μονάδεσ 5) 
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α)  

i.  

 

Tο τμήμα ΕΖ ενϊνει τα μζςα των πλευρϊν ΑΓ και ΒΓ ςτο τρίγωνο ΑΒΓ, άρα ΕΖ // ΑΒ 

οπότε και ΕΖ // ΑΔ και ΕΖ = 
  

 
 = ΑΔ. Άρα το τετράπλευρο ΑΔΖΕ ζχει τισ απζναντι 

πλευρζσ του ΑΔ και ΕΖ ίςεσ και παράλληλεσ οπότε είναι παραλληλόγραμμο. 

Επιπλζον η γωνία του Α είναι ορθή, άρα το τετράπλευρο ΑΔΖΕ είναι ορθογϊνιο. 

ii. Το τμήμα ΔΕ ενϊνει τα μζςα των πλευρϊν ΑΒ και ΑΓ ςτο τρίγωνο ΑΒΓ, οπότε 

ΔΕ//ΒΓ και ΔΕ = 
  

 
 . 

Οι ΑΖ, ΔΕ είναι διαγϊνιεσ του ορθογωνίου ΑΔΖΕ, οπότε είναι ίςεσ και διχοτομοφνται 

με Θ το κζντρο του.  Άρα ΑΘ = 
  

 
 = 
  

 
 = ΘΕ. Το ευθφγραμμο τμήμα ΘΕ ενϊνει τα 

μζςα των ΑΖ και ΑΓ ςτο τρίγωνο ΑΖΓ, άρα ΘΕ =  
  

 
 = 

  

 

 
 = 
  

 
 . 

β)  

i. Επειδή Ζ ̂Γ = 90ο, το ΖΕ είναι φψοσ ςτο τρίγωνο ΑΖΓ και επειδή είναι και 

διάμεςοσ, το τρίγωνο είναι ιςοςκελζσ. Άρα Ζ ̂Γ =  ̂ = 30ο. 

Η γωνία Α ̂Β είναι εξωτερική ςτο τρίγωνο ΑΖΓ, άρα: Α ̂Β = Ζ ̂Γ +  ̂ = 60ο. 

ii. Στο ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι  ̂ = 30ο, άρα AB = 
  

 
 (1). Από το άθροιςμα 

γωνιϊν του ορθογωνίου τριγϊνου ΑΒΓ, ζχουμε:  ̂ +  ̂ = 90ο ή  ̂ = 60ο. Από το 

άθροιςμα γωνιϊν του ορθογωνίου τριγϊνου ΑΚΒ ζχουμε: B ̂K +  ̂ = 90ο ή B ̂K = 

30ο. Οπότε ςτο ορθογϊνιο τρίγωνο ΑΒΚ είναι BΚ = 
  

 
  και λόγω τησ (1)  ΒΚ = 

  

 

 
 ή 

    
  

 
 .  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), και τυχαίο ςημείο Μ τησ πλευράσ ΒΓ. Από 

το ςημείο Μ φζρουμε ευθεία κάθετη ςτην πλευρά ΒΓ που τζμνει τισ ευθείεσ ΑΒ και 

ΑΓ ςτα ςημεία Ε και Θ αντίςτοιχα. Αν ΑΔ και ΑΗ τα φψη των τριγϊνων ΑΒΓ και ΑΘΕ 

αντίςτοιχα, να αποδείξετε ότι:  

α) Δ ̂Η = 90ο .         (Μονάδεσ 8) 

β) Το τρίγωνο ΑΘΕ είναι ιςοςκελζσ.      (Μονάδεσ 8) 

γ) ΜΘ+ΜΕ = 2ΑΔ.         (Μονάδεσ 9) 
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α) Το τετράπλευρο ΔΜΗΑ ζχει τρείσ ορθζσ γωνίεσ οπότε είναι ορθογϊνιο. Άρα  Δ ̂Η 

= 90ο. 

β) Το τμήμα ΑΗ είναι παράλληλο ςτην ΒΓ, καθϊσ και τα δφο είναι κάθετα ςτην ΕΜ. 

Ιςχφει ότι  Γ ̂Η = Α ̂Β ωσ γωνίεσ εντόσ εναλλάξ των παραλλήλων ΑΗ και ΒΓ που 

τζμνονται από την ΑΓ. Επίςησ, Α ̂Γ = Ε ̂Η ωσ γωνίεσ εντόσ εκτόσ και επί τα αυτά 

μζρη των παραλλήλων ΑΗ και ΒΓ που τζμνονται από την ΒΕ. Όμωσ, λόγω του 

ιςοςκελοφσ τριγϊνου ΑΒΓ, με βάςη ΒΓ, είναι Α ̂Γ = Α ̂Β. Άρα τελικά Γ ̂Η = Ε ̂Η και η 

ΑΗ είναι διχοτόμοσ ςτο τρίγωνο ΑΘΕ. Επιπλζον το ΑΗ είναι και φψοσ, οπότε το 

τρίγωνο ΑΘΕ είναι ιςοςκελζσ με ίςεσ πλευρζσ τισ ΑΘ και ΘΕ. 

γ) Στο ιςοςκελζσ τρίγωνο ΑΘΕ το φψοσ ΑΗ θα είναι και διάμεςοσ, άρα ΘH = HE και 

ΘΕ = 2ΘΗ. 

Για το τμήμα ΜΕ ζχουμε: ΜΕ = ΜΘ + ΘΕ = ΜΘ + 2ΘΗ (1). 

Άρα λόγω τησ (1) ζχουμε: ΜΘ + ΜΕ = ΜΘ + ΜΘ + 2ΘΗ = 2MΘ + 2ΘΗ = 2(MΘ + ΘΗ) = 

2MH. 

Επιπλζον είναι AΔ = MH διότι είναι απζναντι πλευρζσ του ορθογωνίου ΔΜΗΑ από το 

α) ερϊτημα, επομζνωσ ΜΘ + ΜΕ = 2ΑΔ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω ορθογώνιο  τρίγωνο ΑΒΓ με  ̂ = 90ο. Στθν πλευρά ΒΓ θεωροφμε τα ςθμεία Κ, 

Μ, Λ ώςτε ΒΚ=ΚΜ=ΜΛ=ΛΓ. Αν  τα ςθμεία Δ και Ε είναι τα μζςα των πλευρών ΑΒ και 

ΑΓ αντίςτοιχα, να αποδείξετε ότι:  

α)  Το τετράπλευρο ΔΕΛΚ είναι παραλλθλόγραμμο.           (Μονάδεσ 13) 

β)  Το τετράπλευρο ΚΔΑΜ είναι τραπζηιο και θ διάμεςόσ του ιςοφται με 
 

 
 ΒΓ .   

(Μονάδεσ 12) 
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α) Το ΔΕ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΑΒΓ, οπότε  ΔΕ//ΒΓ, άρα ΔΕ//ΚΛ 

και ΔΕ= 
  

 
 =  

ΒΜ ΜΓ

 
 = 

ΒΜ

 
 

ΜΓ

 
  = ΚΜ + ΜΛ = ΚΛ = 

ΒΓ

 
 . Δθλαδι το τετράπλευρο 

ΔΕΛΚ ζχει δφο απζναντι πλευρζσ του ίςεσ και παράλλθλεσ, οπότε είναι 

παραλλθλόγραμμο. 

β) Το τμιμα ΚΔ ενώνει τα μζςα δφο πλευρών ςτο τρίγωνο ΒΑΜ, οπότε ΚΔ//ΑΜ και 

KΔ = 
ΑΜ

 
 (1). Επειδι ΚΔ//ΑΜ, και οι ευκείεσ ΑΔ και ΜΚ τζμνονται ςτο Β, άρα δεν 

είναι παράλλθλεσ και το τετράπλευρο ΚΔΑΜ είναι τραπζηιο ζχει δφο μόνο πλευρζσ 

παράλλθλεσ, οπότε είναι τραπζηιο. 

Η ΑΜ είναι διάμεςοσ ςτο ορκογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ που αντιςτοιχεί ςτθν 

υποτείνουςα, άρα  ΑΜ = 
ΒΓ

 
 (2).  Από (1) και (2) βρίςκουμε ότι:  ΚΔ = 

ΒΓ

 

 
 = 

ΒΓ

 
 (3).  

Η διάμεςοσ του τραπεηίου ΚΔΑΜ λόγω των (2) και (3), ιςοφται με το θμιάκροιςμα 

των βάςεών του ΚΔ και ΑΜ, δθλαδι είναι ίςθ με  
     

 
 

  

 
 
  

 

 
     

  

 
 
   

 

 
 

   

 

 
 
   

 
 . 
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