
ΘΕΜΑ 2 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ του παρακάτω σχήματος, τα Δ, Ε, Ζ, είναι σημεία των πλευρών ΑΒ, 

ΒΓ, ΑΓ αντίστοιχα, ώστε: ΑΔ= 
1

4
ΑΒ, ΒΕ= 

2

3
ΒΓ και ΓΖ= 

1

2
ΑΓ.  Να αποδείξετε ότι: 

α)  (ΑΔΖ) = 
1

8
(ΑΒΓ), (ΒΕΔ) = 

1

2
(ΑΒΓ),  (ΓΕΖ) = 

1

6
(ΑΒΓ).  (Μονάδες 15) 

β)   (ΔΕΖ)= 
5

24
(ΑΒΓ).  (Μονάδες 10) 
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ΛΥΣΗ 

Από τα δεδομένα έχουμε: ΑΔ= 
1

4
ΑΒ, οπότε ΒΔ= 

3

4
ΑΒ, ΒΕ= 

2

3
ΒΓ, άρα ΓΕ= 

1

3
ΒΓ και  

ΓΖ= 
1

2
ΑΓ, επομένως  ΑΖ = 

1

2
ΑΓ . 

α) Τα τρίγωνα ΑΔΖ και ΑΒΓ έχουν κοινή τη γωνία Α, οπότε ο λόγος των εμβαδών τους 

θα ισούται με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές.  

Δηλαδή: 
(ΑΔΖ)

(ΑΒΓ)
 = 
ΑΔ∙ΑΖ

ΑΒ∙ΑΓ
 = 

1

4
ΑΒ∙

1

2
ΑΓ

ΑΒ∙ΑΓ
 = 
1

8
 , οπότε (ΑΔΖ) = 

1

8
 (ΑΒΓ). 

Επίσης:  
(ΒΕΔ)

(ΑΒΓ)
 = 
ΒΔ∙ΒΕ

ΒΑ∙ΒΓ
 = 

3

4
ΑΒ∙

2

3
ΒΓ

ΑΒ∙ΑΓ
 = 
1

2
 , οπότε (ΒΕΔ) = 

1

2
 (ΑΒΓ). 

Όμοια: 
(ΓΕΖ)

(ΑΒΓ)
 = 
ΓΖ∙ΓΕ

ΓΑ∙ΓΒ
 = 

1

2
ΓΑ∙

1

3
ΒΓ

ΓΑ∙ΓΒ
 = 
1

6
 , οπότε (ΓΕΖ) = 

1

6
 (ΑΒΓ). 

β) Λόγω του ερωτήματος (α) έχουμε: 

(ΔΕΖ)= (ΑΒΓ) – (ΑΔΖ) – (ΒΕΔ) – (ΓΕΖ)= (ΑΒΓ) - 
1

8
 (ΑΒΓ) - 

1

2
 (ΑΒΓ) - 

1

6
 (ΑΒΓ) = 

5

24
 (ΑΒΓ). 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ=5 και Α̂ = 1200. Να αποδείξετε ότι: 

α)  ΒΓ = 5√3.                                                                   (Μονάδες 13)                                                                                                                             

β)  (ΑΒΓ) = 
25√3

4
.                                                            (Μονάδες 12) 
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ΛΥΣΗ 

Έχουμε: ΑΒ = ΑΓ = 5 και Α̂ = 1200. 

α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ, από το νόμο των συνημιτόνων είναι: 

ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 – 2∙ΑΒ∙ΑΓ∙συνΑ = 52 + 52 – 2∙5∙5∙συν1200 = 25 + 25 – 50∙(-
1

2
) = 75, 

οπότε ΒΓ = √75= 5√3. 

β) Επίσης (ΑΒΓ) = 
1

2
∙ΑΒ∙ΑΓ∙ημΑ = 

1

2
∙5∙5∙ημ1200 = 

1

2
∙25∙

√3

2
 = 
25√3

4
 . 
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ΘΕΜΑ 1 

α) Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις προτάσεις που ακολουθούν ως Σωστή (Σ) ή 

Λανθασμένη (Λ), γράφοντας στην κόλλα σας, δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε 

καθεμιά από αυτές το γράμμα Σ αν η πρόταση είναι Σωστή, ή το γράμμα Λ αν αυτή 

είναι Λάθος. 

i. Κάθε ευθεία που είναι παράλληλη με μία από τις πλευρές ενός τριγώνου χωρίζει 

τις δύο άλλες πλευρές σε μέρη ανάλογα. 

ii. Δύο ισοσκελή τρίγωνα είναι πάντοτε όμοια. 

iii. Στο σχήμα, η προβολή της πλευράς ΑΒ στην υποτείνουσα ΒΓ είναι το τμήμα ΓΔ. 

 
iv. Το εμβαδόν ενός τριγώνου ισούται με το γινόμενο μιας πλευράς επί το 

αντίστοιχο ύψος. 

v. Ο εγγεγραμμένος και ο περιγεγραμμένος κύκλος ενός κανονικού πολυγώνου 

είναι ομόκεντροι.  

(Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου ισούται με 

το γινόμενο των πλευρών του.   

         (Μονάδες 15) 
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ΛΥΣΗ 

α)  

i. Σωστό 

Πόρισμα, σελίδα 15 σχολικό βιβλίο. 

ii. Λάθος 

Για παράδειγμα, τα ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΓ (ΑΒ = ΒΓ) και ΕΔΖ (ΕΔ = ΔΖ) του 

σχήματος έχουν Β" = Ε" = 80ο. Ωστόσο, δεν είναι όμοια, αφού δεν έχουν δύο 

γωνίες τους ίσες μία προς μία. 

 
iii. Λάθος 

Η προβολή της πλευράς ΑΒ στην υποτείνουσα ΒΓ είναι το τμήμα ΒΔ. 

iv. Λάθος 

Το εμβαδόν ενός τριγώνου ισούται με το ημιγινόμενο μιας πλευράς επί το 

αντίστοιχο ύψος. 

v. Σωστό 

Θεώρημα Ι, σελίδα 91 σχολικό βιβλίο. 

β)    §10.3, Θεώρημα Ι (απόδειξη), σελίδα 72 σχολικό βιβλίο (Σχήμα 7). 
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ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Από το κέντρο Ο φέρουμε ευθεία η οποία 

τέμνει τις πλευρές ΑΒ και ΓΔ στα σημεία Ε και Ζ όπως φαίνεται στο σχήμα. Να 

αποδείξετε ότι: 

α) (ΔΟΖ) = (ΒΟΕ).  

(Μονάδες 10) 

β) (ΔΟΕΑ) = (ΒΓΖΟ). 

(Μονάδες 15) 
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ΛΥΣΗ 

 
α) Τα τρίγωνα ΔΟΖ και ΒΟΕ είναι ίσα διότι έχουν: 

ΔΟ=ΒΟ (το Ο είναι μέσο της ΔΒ) 

ΔΟ!Ζ = ΒΟ!Ε (ως κατακορυφήν) 

ΖΔ#Ο = ΕΒ#Ο (ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ και ΓΔ τεμνόμενων από τη 

ΒΔ) 

Επομένως, τα τρίγωνα ΔΟΖ και ΒΟΕ θα είναι ισοδύναμα, δηλαδή (ΔΟΖ) = (ΒΟΕ). 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΓΒΔ είναι ίσα, οπότε: 

(ΑΔΒ) = (ΓΒΔ) 

Από το σχήμα έχουμε ότι (ΑΔΒ) = (ΔΟΕΑ) + (ΒΟΕ) και (ΓΒΔ) = (ΒΓΖΟ) + (ΔΟΖ).  

Οπότε, είναι: 

(ΔΟΕΑ) + (ΒΟΕ) 	= (ΒΓΖΟ) + (ΔΟΖ) 

Αφού (ΒΟΕ) = (ΔΟΖ), τότε είναι (ΔΟΕΑ) = (ΒΓΖΟ). 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Ε στην ΑΓ τέτοιο ώστε 
1

4
ΓΕ = ΓΑ .       

α) Αν Δ σημείο της ΑΒ τέτοιο ώστε ΑΔ = 
1

3
ΑΒ: 

      i.   Να αποδείξετε ότι ( ) 4( )ΑΒΓ = Α∆Ε                                                                  (Μονάδες 10) 

      ii.  Αν από τα Ε και Γ φέρουμε τις κάθετες ΕΖ και ΓΗ προς την ΑΒ, να υπολογίσετε τον  

           λόγο 
ΕΖ

ΓΗ
                                                                                                                 (Μονάδες 09) 

β) Θεωρώντας ότι το Ε παραμένει ακίνητο, ενώ το Δ κινείται στο εσωτερικό της ΑΒ, να 

βρείτε σε ποιο σημείο πρέπει να βρεθεί το Δ ώστε ( ) 2( )ΑΒΓ = Α∆Ε                   (Μονάδες 06) 
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ΛΥΣΗ 

α)  

i. Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΓ έχουν την γωνία �Α κοινή οπότε ο λόγος των εμβαδών τους 

θα ισούται με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν την γωνία. 

              Επίσης ΓΕ = 
1

4
ΑΓ , οπότε 

3

4
ΑΕ = ΑΓ . 

             
( ) 1 3 1

( ) 3 4 4

Α∆Ε Α∆ ⋅ΑΕ Α∆ ΑΕ
= = ⋅ = ⋅ =

ΑΒΓ ΑΒ⋅ΑΓ ΑΒ ΑΓ
, άρα (ΑΒΓ) = 4(ΑΔΕ).   

ii. Τα ΕΖ και ΓΗ είναι ύψη των τριγώνων ΑΔΕ και ΑΒΓ αντίστοιχα. 

 

1
( ) 12

1( ) 3

2

Α∆ ⋅ΕΖ
Α∆Ε Α∆ ΕΖ ΕΖ

= = ⋅ =
ΑΒΓ ΑΒ ΓΗ ΓΗ

ΑΒ⋅ΓΗ

. Επειδή όμως 
( ) 1

( ) 4

Α∆Ε
=

ΑΒΓ
 από το ερώτημα             

               (α), θα έχουμε 
1 1 1 1 3

:
4 3 4 3 4

ΕΖ ΕΖ
= ⋅ ⇒ = =

ΓΗ ΓΗ
 

β) Για να ισχύει ( ) 2( )ΑΒΓ = Α∆Ε πρέπει 
( ) 1

( ) 2

Α∆Ε
=

ΑΒΓ
. Σκεπτόμενοι ανάλογα με το πρώτο 

ερώτημα 
( ) 1

( ) 2

Α∆Ε Α∆ ⋅ΑΕ Α∆ ΑΕ
= = ⋅ =

ΑΒΓ ΑΒ⋅ΑΓ ΑΒ ΑΓ
 και επειδή ο λόγος 

3

4

ΑΕ
=

ΑΓ
παραμένει σταθερός 

θα έχουμε 
3 1 1 3 2 2

:
4 2 2 4 3 3

Α∆ Α∆
⋅ = ⇒ = = ⇒ Α∆ = ΑΒ

ΑΒ ΑΒ
. 
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ΘΕΜΑ 2 

Ένα τρίγωνο     έχει πλευρά      και αντίστοιχο ύψος     . 

α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου    .                                                    (Μονάδες 9)                                

β) Ένα άλλο τρίγωνο        είναι όμοιο με το τρίγωνο     και η ομόλογη πλευρά της     

είναι η       . Να υπολογίσετε: 

i. τον λόγο ομοιότητας των τριγώνων     και       ,                 (Μονάδες 7) 

ii. το εμβαδόν του τριγώνου       .                 (Μονάδες 9) 
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ΛΥΣΗ 

α) Το εμβαδόν του τριγώνου     είναι  

    
 

 
       

 

 
        . 

β) i) Ο λόγος ομοιότητας των όμοιων τριγώνων     και         είναι 

   
  

    
  

 

 
  

 

 
 . 

ii) Έστω     το εμβαδόν του τριγώνου       . Αν δυο τρίγωνα είναι όμοια τότε ο 

λόγος των εμβαδών τους ισούται με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητας, οπότε  θα 

έχουμε  

 

  
       ή   

  

  
  

 

 
 
 

   ή    
   

  
 

 

 
    ή    

 

  
 

 

 
  ή       . 

 

 16127-Λύση



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο     με υποτείνουσα       και έστω ότι   είναι η προβολή 

της κορυφής   στην   . 

α) Αν      να υπολογίσετε: 

i. το ύψος    του τριγώνου     ,                (Μονάδες 7) 

ii. το εμβαδόν του τριγώνου    .                (Μονάδες 5) 

β) Υποθέστε ότι το σημείο   κινείται πάνω στο ημικύκλιο με διάμετρο την   .  

i. Να αποδείξετε ότι  το εμβαδόν του τριγώνου     είναι          . 

(Μονάδες 7)                   

ii. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: 

«Για όλες τις θέσεις του   πάνω στο ημικύκλιο με διάμετρο την   , το εμβαδόν του 

τριγώνου     δεν υπερβαίνει το   ».  

       Είναι αληθής ή  ψευδής ο παραπάνω ισχυρισμός; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

                                              (Μονάδες 6)                   

 

 

 

 16135



 

ΛΥΣΗ 

 α) i. Είναι      οπότε                 . Όμως σε κάθε ορθογώνιο 

 τρίγωνο, το τετράγωνο του ύψους του που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα είναι ίσο με το 

γινόμενο των προβολών των κάθετων πλευρών του στην υποτείνουσα. Επομένως 

            ή              ή            ή        . 

ii. Είναι       και       οπότε το εμβαδόν του τριγώνου     είναι 

       
     

 
     ή           

    

 
     ή             . 

β) i. Καθώς το σημείο   κινείται πάνω στο ημικύκλιο με διάμετρο την   , η βάση του 

τριγώνου    παραμένει σταθερή και ίση με   , ενώ το αντίστοιχο ύψος    μεταβάλλεται. 

Επομένως μεταβάλλεται και το εμβαδόν του τριγώνου    , το οποίο θα είναι   

       
     

 
     ή           

     

 
     ή             . 

ii. Έστω   το κέντρο του κύκλου με διάμετρο τη   .  

 

 Το   ανήκει στον κύκλο με κέντρο   και ακτίνα 
  

 
   . Επομένως       (1). 

 Το   είναι η προβολή του   στη    και το   σημείο της   . Επομένως        (2). 

                       ( από το β(i) ) 

                              ( από την (2) )      

                                 ( από την (1) )  . 

Επομένως          , οπότε ο ισχυρισμός είναι αληθής.   
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω τρίγωνο ΑΒΓ τα Δ και Ε είναι σημεία των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 

α) Έστω ότι 
𝛢𝛥

𝛢𝛣
 = 

𝛢𝛦

𝛢𝛤
 =

1

2
. 

i. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΔΕ είναι ίσο με το 
1

4
 του εμβαδού του 

τριγώνου ΑΒΓ.                  (Μονάδες 07) 

ii. Αν Η είναι σημείο του ευθύγραμμου τμήματος ΒΓ να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του 

τετραπλεύρου ΑΔΗΕ είναι ίσο με το μισό του εμβαδού του τριγώνου ΑΒΓ.         (Μονάδες 12) 

β) Αν γνωρίζετε ότι 
𝛢𝛥

𝛢𝛣
 = 

𝛢𝛦

𝛢𝛤
 = λ, τότε ποια είναι η σχέση των εμβαδών του τετραπλεύρου 

ΑΔΗΕ και του τριγώνου ΑΒΓ;           (Μονάδες 06) 
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ΛΥΣΗ 

α) i. Εφόσον 
ΑΔ ΑΕ

ΑΒ ΑΓ
= , τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΓ είναι όμοια, γιατί έχουν δύο πλευρές τους 

ανάλογες μία προς μία και την περιεχόμενη στις πλευρές αυτές γωνία ίση (είναι η κοινή 

γωνία �̂�). Ο λόγος ομοιότητάς τους είναι ο λόγος των ομόλογων πλευρών τους, δηλαδή 
1

2
. 

Επομένως ο λόγος των εμβαδών τους θα είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητάς 

τους, δηλαδή 
2

(ΑΔΕ) 1 1

(ΑΒΓ) 2 4

 
= = 
 

. Άρα το εμβαδόν του ΑΔΕ είναι ίσο με το 
1

4
 του εμβαδού 

του ΑΒΓ. 

ii. α΄ τρόπος: Επειδή καθένας από τους λόγους 
ΑΔ

ΑΒ
 και 

ΑΕ

ΑΓ
 είναι ίσος με 

1

2
, τα Δ και Ε είναι 

μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ, αντίστοιχα, του τριγώνου ΑΒΓ. Άρα η ΔΕ είναι παράλληλη με 

τη ΒΓ.  

Σχεδιάζουμε τα ύψη: 

• ΑΝ του ΑΒΓ από την κορυφή Α και 

• ΗΚ του ΗΕΔ από την κορυφή Η. 

 

Ονομάζουμε Ρ το σημείο που το ΑΝ τέμνει το ΔΕ. Τότε το ΑΡ είναι κάθετο στη ΔΕ, αφού το 

ΑΝ είναι κάθετο στη ΒΓ η οποία είναι παράλληλη στο ΔΕ. Άρα το ΑΡ είναι ύψος του 

τριγώνου ΑΔΕ από την κορυφή Α. 

Λόγω ομοιότητας των τριγώνων ΑΔΕ και ΑΒΓ τα ύψη που αντιστοιχούν σε ομόλογες πλευρές 

είναι ανάλογα με λόγο ομοιότητας 
1

2
 , δηλαδή τον λόγο ομοιότητας των τριγώνων. 

Άρα 
ΑΡ 1

ΑΝ 2
=  ή 

ΑΝ
ΑΡ

2
= . Επομένως 

ΑΝ
ΡΝ ΑΡ

2
= = . 

Όμως ΗΚ ΡΝ= , ως ευθύγραμμα τμήματα που είναι κάθετα στις παράλληλες ευθείες ΔΕ και 

ΒΓ, στις οποίες βρίσκονται τα άκρα τους. Άρα ΗΚ ΑΡ= . 
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Επομένως τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΗΕΔ έχουν κοινή βάση τη ΔΕ και ίσα ύψη, τα ΑΡ και ΗΚ, άρα 

έχουν ίσα εμβαδά. Δηλαδή (ΑΔΕ) (ΗΕΔ)= . 

Το εμβαδόν του ΑΔΗΕ είναι ίσο με (ΑΔΗΕ) (ΑΔΕ) (ΗΕΔ) 2(ΑΔΕ)= + = . 

Όμως από το ερώτημα α)i 
(ΑΒΓ)

(ΑΔΕ)
4

= . Άρα 
(ΑΒΓ) (ΑΒΓ)

(ΑΔΗΕ) 2
4 2

=  = .  

Δηλαδή το εμβαδόν του ΑΔΗΕ είναι το μισό του εμβαδού του ΑΒΓ. 

β΄ τρόπος: Σχεδιάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΗ.  

 

Τα τρίγωνα ΑΗΔ και ΑΗΒ έχουν κοινή γωνία την 
Λ

1Α , επομένως ο λόγος των εμβαδών τους 

είναι ίσος με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τη γωνία 
Λ

1Α . 

Δηλαδή 


= = =


(ΑΗΔ) ΑΔ ΑΗ ΑΔ 1

(ΑΗΒ) ΑΒ ΑΗ ΑΒ 2
 ή = 

1
(ΑΗΔ) (ΑΗΒ)

2
. 

Με όμοιο συλλογισμό και κοινή γωνία την 
Λ

Α2 , για τα τρίγωνα ΑΗΕ και ΑΗΓ έχουμε ότι 

= 
1

(ΑΗΕ) (ΑΗΓ)
2

. 

Επομένως  = + =  +  =  + = 
1 1 1 1

(ΑΔΗΕ) (ΑΗΔ) (ΑΗΕ) (ΑΗΒ) (ΑΗΓ) (ΑΗΒ) (ΑΗΓ) (ΑΒΓ)
2 2 2 2

. 

β) Αν είναι 
ΑΔ ΑΕ

λ
ΑΒ ΑΓ

= = , τότε 0 λ 1  , γιατί το ΑΔ ΑΒ . 
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Σχεδιάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΗ. 

Τα τρίγωνα ΑΗΔ και ΑΗΒ έχουν κοινή γωνία την 
Λ

1Α , επομένως ο λόγος των εμβαδών τους 

είναι ίσος με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τη γωνία 
Λ

1Α . 

Δηλαδή 
(ΑΗΔ) ΑΔ ΑΗ ΑΔ

λ
(ΑΗΒ) ΑΒ ΑΗ ΑΒ


= = =


 ή (ΑΗΔ) λ (ΑΗΒ)=  . 

Με όμοιο συλλογισμό, για τα τρίγωνα ΑΗΕ και ΑΗΓ έχουμε ότι: 

(ΑΗΕ) ΑΕ ΑΗ ΑΕ
λ

(ΑΗΓ) ΑΓ ΑΗ ΑΓ


= = =


 ή (ΑΗΕ) λ (ΑΗΓ)=   

Επομένως  (ΑΔΗΕ) (ΑΗΔ) (ΑΗΕ) λ (ΑΗΒ) λ (ΑΗΓ) λ (ΑΗΒ) (ΑΗΓ) λ (ΑΒΓ)= + =  +  =  + =  . 
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ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω τετράγωνο ΑΒΓΔ και Μ το μζςο τησ ΑΒ. Οι ευθείεσ ΔΜ και ΓΒ τζμνονται ςτο Κ. Να 

αποδείξετε ότι:  

α) Τα τρίγωνα ΜΚΒ και ΔΚΓ είναι όμοια. (5 μονάδεσ ) 

β) (ΜΚΒ) = 
 

 
  (ΔΚΓ) (5 μονάδεσ ) 

γ) (ΜΒΓΔ) = 
 

 
 (ΑΒΓΔ). (10 μονάδεσ ) 

δ) Αν (ΜΒΓΔ) = 75    να υπολογίςετε την πλευρά του τετραγώνου. (5 μονάδεσ ) 
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ΛΥΣΗ 

α)    

 

Τα τρίγωνα ΜΚΒ και ΔΚΓ είναι ορθογώνια και ζχουν κοινή τη γωνία  ̂ .  Οπότε ζχουν 

δυο γωνίεσ τουσ ίςεσ μια προσ μια, άρα είναι όμοια.  

β)  Τα όμοια τρίγωνα ΜΚΒ και ΔΚΒ ζχουν λόγο ομοιότητασ λ = 
  

  
 
 
 

 
   

  
 
 

 
 . 

Οπότε ο λόγοσ των εμβαδών τουσ θα ιςοφται με το τετράγωνο του λόγου 

ομοιότητάσ τουσ, δηλαδή:   
(   )

(   )
 =    =  ( 

 

 
 )
 

 = 
 

 
 .  

Συνεπώσ  (   )    
 

 
 (   ). 
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γ)   

 

Τα τρίγωνα ΑΜΔ και ΜΚΒ είναι ίςα αφοφ ζχουν  

 ΑΜ = ΜΒ, το Μ είναι μζςο τησ ΑΒ  

   ̂    ̂  = 90ο  

  ̂   ̂ , ωσ κατακορυφήν γωνίεσ 

Άρα, θα είναι και ιςεμβαδικά, δηλαδή (ΑΜΔ) = (ΜΚΒ) (1). 

Για το εμβαδόν του τριγώνου ΔΚΓ ζχουμε:  

(ΔΚΓ) = (ΔΜΒΓ) + (ΜΚΒ) = (ΔΜΒΓ) + (ΑΜΔ) = (ΑΒΓΔ), λόγω τησ ςχζςησ (1) 

Για το εμβαδόν του ΜΒΓΔ ζχουμε: (ΜΒΓΔ)  = (ΔΚΓ) – (ΜΚΒ) = (ΔΚΓ) – 
 

 
 (ΔΚΓ), λόγω 

του β) ερωτήματοσ.  

Άρα    (ΜΒΓΔ)  = 
 

 
 (ΑΒΓΔ) 

δ)  Έςτω ότι το τετράγωνο ζχει πλευρά α. Τότε  (ΑΒΓΔ) =      και  (ΜΒΓΔ) = 75.  

Από το ερώτημα  γ)   ζχουμε ότι:  75 =  
 

 
     ή    = 

 

 
 75  ή       .  

Άρα        
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ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τυχαίο σημείο Δ της πλευράς ΑΒ.  

α) Να αποδείξετε ότι: 

(ΑΒΓ)
(ΔΒΓ)

=
ΑΒ
ΔΒ

 

(Μονάδες 15) 

β) Αν (ΑΒΓ) = 25 και ΑΒ = 5ΑΔ, τότε να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΔΒΓ. 

(Μονάδες 10) 
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ΛΥΣΗ 

α)  

 

Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΒΓ έχουν κοινή τη γωνία Β! . Οπότε, ο λόγος των εμβαδών τους 

ισούται με τον λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τη γωνία Β!  σε 

καθένα από τα τρίγωνα. Έτσι είναι: 

(ΑΒΓ)
(ΔΒΓ)

=
ΑΒ.ΒΓ
ΔΒ.ΒΓ

		ή		
(ΑΒΓ)
(ΔΒΓ)

=
ΑΒ
ΔΒ

 

 

β) Αφού είναι ΑΒ = 5ΑΔ, τότε: 

ΔΒ = ΑΒ − ΑΔ = 5ΑΔ − ΑΔ = 4ΑΔ	
Οπότε, είναι: 

25
(ΔΒΓ)

=
5ΑΔ
4ΑΔ

		ή		
25

(ΔΒΓ)
=

5
4
		ή		(ΔΒΓ) =

25∙4
5

 

Άρα, (ΔΒΓ) = 20. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται γωνία χO�ψ και η διχοτόμος της Οδ. Πάνω στην Οδ παίρνουμε τυχαία σημεία Α και Β. 

Θεωρούμε σημείο Ε στην πλευρά Οx τέτοιο ώστε ΟΕ�Β = 70ο και σημείο Δ στην Οψ τέτοιο 

ώστε ΟΔ�Α=70ο.      

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΟΕΒ και ΟΔΑ είναι όμοια.                                  (Μονάδες 10) 

β) Αν 2

3

ΟΑ
=

ΟΒ

 να υπολογίσετε τους λόγους των ανάλογων πλευρών των τριγώνων.  

                                                                                                                                            (Μονάδες 06)                     

γ) Αν το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΔ είναι 28 τ.μ. να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου ΟΕΒ.                                   

                                                                                                                                            (Μονάδες 09) 
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ΛΥΣΗ 

α) Τα τρίγωνα ΟΕΒ και ΟΔΑ έχουν: 

� �EOB = ∆ΟΑ , επειδή η ΟΑ είναι διχοτόμος της γωνίας �ΕΟ∆ . 

ɵ � 70οΕ = ∆ = . 

Επομένως τα τρίγωνα είναι όμοια, γιατί έχουν δύο γωνίες τους  ίσες μια προς μια αντίστοιχα. 

β) Αφού τα δύο τρίγωνα είναι όμοια θα έχουν τις ομόλογες πλευρές τους ανάλογες. Οι 

ομόλογες πλευρές των δύο τριγώνων σημειώνονται στον ακόλουθο πίνακα: 

 Ίσες γωνίες 

 ɵ �Ε = ∆  � �EOB = ∆ΟΑ  � �Β = Α  

Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΟΕΒ ΟΒ ΕΒ ΟΕ 

Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΟΔΑ ΟΑ ΑΔ ΟΔ 

 

Επομένως, θα είναι: 

ΟΒ ΕΒ ΟΕ
= =

ΟΑ Α∆ Ο∆
 

γ) Τα τρίγωνα ΟΕΒ και ΟΔΑ είναι όμοια, οπότε ο λόγος των εμβαδών τους ισούται με το 

τετράγωνο του λόγου ομοιότητας, δηλαδή: 

2
( )

.
( )

ΟΕΒ ΟΒ 
=  

Ο∆Α ΟΑ 
 

Άρα 

2
( ) 3 9

28 2 4

ΟΕΒ  
= = 
 

, δηλαδή 
9

( ) 28 63
4

ΟΕΒ = =  τ.μ.               
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και από τυχαίο ςημείο Δ τησ πλευράσ ΑΒ φζρουμε παράλληλη ςτην 

πλευρά ΒΓ που τζμνει την ΑΓ ςτο ςημείο Ε.  

α) Να δικαιολογήςετε γιατί   
     

     
 = 

  

  
  και   

     

     
 = 

  

  
 . (Μονάδεσ 13) 

β) Να αποδείξετε ότι (ΔΕΒ) = (ΔΕΓ). (Μονάδεσ 12) 
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ΛΥΣΗ 

α)  

 

Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΔΕΒ ζχουν τισ γωνίεσ τουσ  ̂1 και  ̂2  παραπλθρωματικζσ όπωσ και τα 

τρίγωνα ΑΔΕ και ΔΕΓ ζχουν παραπλθρωματικζσ τισ γωνίεσ  ̂1  και  ̂2 . Άρα οι λόγοι των 

εμβαδϊν τουσ κα είναι ίςοι με το λόγο των γινομζνων των πλευρϊν που περιζχουν τισ 

γωνίεσ αυτζσ. Δθλαδι 
     

     
 = 

     

     
 = 

  

  
  και 

     

     
 = 

     

     
 = 

  

  
 .  

β) Το τμιμα ΔΕ είναι παράλλθλο ςτθν πλευρά ΒΓ του τριγϊνου ΑΒΓ, οπότε εφαρμόηοντασ το 

Θεϊρθμα του Θαλι, ζχουμε ότι 
  

  
 = 

  

  
 . Επομζνωσ από το α) ερϊτθμα κα ιςχφει ότι 

 
     

     
  = 

     

     
 , άρα (ΔΕΒ) = (ΔΕΓ).  
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Εναλλακτικι λφςθ: 

 

α) Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΔΕΒ ζχουν το ίδιο φψοσ από τθν κορυφι Ε, το τμιμα ΕΖ, επομζνωσ ο 

λόγοσ των εμβαδϊν τουσ κα ιςοφται με το λόγο των πλευρϊν που αντιςτοιχεί αυτό το φψοσ. 

Δθλαδι 
     

     
 = 

  

  
 . Ομοίωσ τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΔΕΓ ζχουν το ίδιο φψοσ από τθν κορυφι 

Δ, το τμιμα ΔΗ, επομζνωσ 
     

     
 = 

  

  
 . 

β) Τα τρίγωνα ΔΕΒ και ΔΕΓ ζχουν κοινι πλευρά τθ ΔΕ και οι απζναντι κορυφζσ τουσ Β και Γ 

αντίςτοιχα βρίςκονται ςτθ ΒΓ, που είναι  παράλλθλθ ςτθ ΔΕ. Δθλαδι, ζχουν κοινι βάςθ και 

ίςα φψθ, τα ΒΘ και ΓΙ αντίςτοιχα, που είναι θ απόςταςθ των παραλλιλων ΒΓ και ΔΕ.  Άρα 

είναι ιςοδφναμα, δθλαδι (ΔΕΒ) = (ΔΕΓ). 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με διαστάσεις ΑΒ = 24, ΒΓ = 12 και σημείο Ε στην ευθεία  ΑΒ. 

α) Να υπολογίσετε την περίμετρο και το εμβαδό του τριγώνου ΓΕΔ όταν : 

i. Το σημείο Ε είναι το μέσο της πλευράς ΑΒ.  

ii. Το σημείο Ε ταυτιστεί με την κορυφή Α του ορθογωνίου.  

 (Μονάδες 16) 

β) Αφήνουμε το σημείο Ε να κινηθεί στην προέκταση του τμήματος ΑΒ προς το Β, 

απομακρυνόμενο από το σημείο Β. 

i. Να εξετάσετε αν η περίμετρος του τριγώνου ΓΕΔ αυξάνεται ή μειώνεται. 

 (Μονάδες 05) 

ii. Για το  εμβαδό του τριγώνου ΓΕΔ συμβαίνει η ίδια μεταβολή με αυτή που 

απαντήσατε για την περίμετρο του τριγώνου ΓΕΔ στο ερώτημα β)i.; Να 

αιτιολογήσετε την απάντησή σας. (Μονάδες 04) 
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ΛΥΣΗ 

α) 

i.  

 

Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΕ είναι ορθογώνια με καθεμιά από τις κάθετες πλευρές τους 12.  

Οπότε είναι ίσα και ισχύει ΓΕ = ΔΕ. Από το πυθαγόρειο θεώρημα ισχύει 

 ΓΕ2 = Δ𝛦2 = 122 + 122 = 2 122. Οπότε ΓΕ = ΔΕ = 12√2 . 

Η περίμετρος του τριγώνου ΓΕΔ είναι ίση με 24 + 12√2 + 12√2 = 24 + 24√2. 

 Για το εμβαδό του τριγώνου ΓΕΔ μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον τύπο   
βυ 

2
 , όπου η 

βάση έχει μήκος ΔΓ = ΑΒ = 24 και το ύψος είναι το κάθετο τμήμα από την κορυφή Ε προς 

την πλευρά ΔΓ που έχει μήκος όσο η απόσταση των παραλλήλων ΑΒ και ΔΓ, δηλαδή ίσο με 

12. Άρα (ΓΕΔ) = 
2412 

2
 = 1212 = 144. 

ii.  

 

Αν το σημείο Ε ταυτιστεί με την κορυφή Α του ορθογωνίου τότε το τρίγωνο ΓΕΔ ταυτίζεται 

με το τρίγωνο ΓΑΔ. Οπότε η περίμετρος του τριγώνου είναι ίση με  ΓΑ + ΑΔ + ΔΓ (1). Για την 

πλευρά ΓΑ που είναι υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ έχουμε ΓΑ2  = ΑΒ2 + ΒΓ2 ή 

ΓΑ2  = 242 + 122 = 22 122 + 122 = 5  122 ή ΓΑ = 12 √5 . Οπότε η περίμετρος του τριγώνου 

ΓΕΔ από τη σχέση (1) ισούται με 12 √5 + 12 + 24 = 36 + 12 √5 .  

Το εμβαδό του τριγώνου όταν το σημείο Ε ταυτιστεί με την κορυφή Α ισούται με το εμβαδό 

του τριγώνου ΓΑΔ που είναι ίσο με   
ΔΓΑΔ 

2
 =  

2412 

2
 = 1212 = 144.   
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β)  

 

i. Αν το σημείο Ε κινηθεί πάνω στη ευθεία ΑΒ που είναι παράλληλη στην πλευρά ΔΓ 

τότε η πλευρά ΔΓ παραμένει σταθερή αλλά οι δυο άλλες πλευρές του τριγώνου ΓΕΔ 

μεταβάλλονται. Αν το σημείο Ε κινείται στην προέκταση της ΑΒ προς το Β, 

απομακρυνόμενο από το σημείο Β, τα πλάγια τμήματα ΓΕ και ΔΕ συνεχώς 

μεγαλώνουν, αφού το  ίχνος τους Ε απέχει ολοένα και περισσότερο από τα ίχνη Β 

και A των κάθετων τμημάτων ΓΒ και ΔΑ αντίστοιχα. Οπότε η περίμετρος η 

περίμετρος του τριγώνου ΓΕΔ μεταβάλλεται και συνεχώς  αυξάνεται.  

ii. Για το εμβαδό του τριγώνου ΓΕΔ, θα πάρουμε ως βάση τη σταθερή πλευρά του ΔΓ, 

οπότε το ύψος του προς τη ΔΓ ισούται με την απόσταση των παραλλήλων ΑΒ και ΔΓ 

που είναι σταθερή και ίση με 12.  Το εμβαδό του τριγώνου ΓΕΔ σε οποιαδήποτε 

θέση της κορυφής Ε πάνω στην ευθεία ΑΒ είναι ίσο με :  
2412 

2
 = 1212 = 144.   

Παρατηρούμε ότι το εμβαδό του ορθογωνίου ΑΒΓΔ είναι: (ΑΒΓΔ) = 24  12 = 288.  

Άρα (ΓΕΔ) = 144 =  
288

2
 = 

(ΑΒΓΔ)

2
 .  

Συμπερασματικά αν το σημείο Ε κινείται στην προέκταση του τμήματος ΑΒ προς το Β 

απομακρυνόμενο από το σημείο Β, οι πλευρές ΓΕ και ΔΕ του τριγώνου ΓΕΔ 

μεταβάλλονται, η περίμετρος μεταβάλλεται (αυξάνεται) όπως έχει προκύψει στο βi) 

αλλά το εμβαδό του τριγώνου μένει σταθερό και ίσο με το μισό του εμβαδού του 

ορθογωνίου. 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α, θεωρούμε σημείο Ε της πλευράς του ΔΓ έτσι ώστε  

ΔΕ = 2. Αν γνωρίζουμε ότι: (ΒΕΔ) = 
(ΑΒΓΔ)

8
 τότε: 

α)  Να αποδείξετε ότι η πλευρά του τετραγώνου α είναι ίση με 8.         (Μονάδες 13)                                                                                                                            

β)  Να υπολογίσετε το μήκος του τμήματος ΒΕ.                                          (Μονάδες 12)    
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ΛΥΣΗ 

α) Το εμβαδόν του τριγώνου ΒΔΕ ισούται με:  (ΒΔΕ) = 
1

2
· ΔΕ ·ΒΓ= 

1

2
 ·2·α=α. 

Το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΒΓΔ ισούται με: (ΑΒΓΔ)= 𝛼2.  

Από την υπόθεση έχουμε: (ΒΕΔ) = 
(ΑΒΓΔ)

8
 , άρα α = 

𝛼2

8
  ή 8α = 𝛼2 ή 8 = α.  

Άρα η πλευρά του τετραγώνου είναι α = 8. 

β) Από το α) ερώτημα έχουμε ΒΓ = α = 8,  ΔΕ = 2 οπότε η ΓΕ = ΓΔ – ΔΕ = 8 – 2 = 6.  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΓΕ από πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε: 𝛣𝛦2 = 𝛣𝛤2 + 𝛤𝛦2 ή 

𝛣𝛦2 = 82 + 62   ή 𝛣𝛦2 = 64 + 36 = 100 ή ΒΕ = 10. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α. Στην πλευρά ΑΒ θεωρούμε σημείο Ε έτσι ώστε 

ΑΕ = 
3

5
 ΑΒ, και στην πλευρά ΑΔ θεωρούμε σημείο Ζ έτσι ώστε ΑΖ = 

4

5
 ΑΔ.  

α) Να υπολογίσετε συναρτήσει του α τα εμβαδά, του τριγώνου ΑΕΖ και του 

τετραγώνου ΑΒΓΔ.                                                                                             (Μονάδες 12) 

β) Αν γνωρίζουμε ότι το εμβαδόν του πενταγώνου ΕΒΓΔΖ είναι ίσο με 76 να 

υπολογίσετε το μήκος α της πλευράς του τετραγώνου ΑΒΓΔ.                  (Μονάδες 13)                                                                                                   

 

 

 

 

 16821



ΛΥΣΗ 

Από υπόθεση έχουμε ότι το τετράγωνο ΑΒΓΔ έχει πλευρά α, επίσης το τμήμα ΑΕ 

ισούται με: ΑΕ = 
3

5
 ΑΒ, δηλαδή ΑΕ = 

3

5
 α και το τμήμα ΑΖ ισούται με: ΑΖ = 

4

5
 ΑΔ δηλαδή 

ΑΖ = 
4

5
 α. 

α) Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΕΖ ισούται με:  

(ΑΕΖ) = 
1

2
· ΑΕ ·ΑΖ = 

1

2
 ·  

3

5
 α · 

4

5
 α = 

12

50
 · 𝛼2 =  

6

25
 · 𝛼2  

Το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΒΓΔ ισούται με: (ΑΒΓΔ) = α · α = 𝛼2 

 

β) Το εμβαδόν του πενταγώνου ΕΒΓΔΖ υπολογίζεται αν από το εμβαδόν του 

τετραγώνου ΑΒΓΔ αφαιρέσουμε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΖΕ.  

Από το α) έχουμε: (ΑΒΓΔ) = 𝛼2 και (ΑΕΖ) =  
6

25
 · 𝛼2 

Άρα: (ΕΒΓΔΖ) = (ΑΒΓΔ) - (ΑΖΕ) = 𝛼2 -  
6

25
 · 𝛼2 =  

19

25
 · 𝛼2.  

Από υπόθεση το εμβαδόν του πενταγώνου ΕΒΓΔΖ ισούται με 76, συνεπώς έχουμε: 

19

25
 · 𝛼2 = 76 ή 𝛼2 =  

25 · 76

19
 ή 𝛼2 =  

25 · 19 · 4

19
 ή 𝛼2 = 100 ή α = 10.  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 6, ΒΓ = 4 και Β� = 60ο.  

α) Να αποδείξετε ότι ΑΓ = 2√7.                  (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε το είδος του τριγώνου ως προς τις γωνίες του.              (Μονάδες 9) 

γ) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.                                                                 (Μονάδες 8) 

Δίνεται ότι ημ60ο =
	3
2  και συν60ο = 1

2. 

 

 17346



ΛΥΣΗ 

α) Σύμφωνα με το νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 

ΑΓ� = ΑΒ� + ΒΓ� − 2ΑΒ ⋅ΒΓ ⋅συνΒ�. 

Από τα δεδομένα έχουμε ότι ΑΒ = 6, ΒΓ = 4 και Β� = 60ο, άρα  

ΑΓ� = 6� + 4� − 2 ⋅6 ⋅4συν60ο ή ΑΓ� = 36 + 16 − 48 ⋅ 12 ή ΑΓ� = 28 ή ΑΓ = 2√7. 

β) Η μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου ΑΒΓ είναι η ΑΒ, αφού ΑΒ = 6 = 2 ⋅3 > 2√7 = ΑΓ, 

άρα η μεγαλύτερη γωνία του τριγώνου είναι η Γ�, γιατί βρίσκεται απέναντι από τη 

μεγαλύτερη πλευρά. Όμως ΑΒ� = 6� = 36 και ΑΓ� + ΒΓ� = (2√7)� + 4� = 28 + 16 = 44, 

άρα ΑΒ� < ΑΓ� + ΒΓ�. Επομένως Γ� < 90ο, άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι οξυγώνιο.  

γ) Για τον υπολογισμό του εμβαδού του τριγώνου ΑΒΓ χρησιμοποιούμε τον τύπο  

(ΑΒΓ) = 1
2ΑΒ ⋅ΒΓ ⋅ημΒ�. 

Όμως ΑΒ = 6, ΒΓ = 4 και Β� = 60ο, άρα (ΑΒΓ) = 1
2 ⋅6 ⋅4 ⋅ημ60ο = 12 ⋅

�3
2 = 6√3. 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο πλευράς 10 και το τρίγωνο ΑΔΕ είναι 

ισόπλευρο πλευράς 6.   

α) Να αποδείξετε ότι �ΑΓΔ� = 15√3.               (Μονάδες 12) 

β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΑΓΔΕ.                (Μονάδες 13) 

Δίνεται ότι ημ60ο =

3
2 . 
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ΛΥΣΗ 

α) Για τον υπολογισμό του εμβαδού του τριγώνου ΑΓΔ χρησιμοποιούμε τον τύπο  

(ΑΓΔ) = 1
2ΑΔ ⋅ΑΓ ⋅ημΑ�. 

Από τα δεδομένα έχουμε ότι ΑΔ = 6, ΑΓ = 10. Επιπλέον, είναι Α� = 60ο, γιατί το τρίγωνο 

ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. Άρα 

(ΑΓΔ) = 1
2 ⋅6 ⋅10 ⋅ημ60ο = 30 ⋅


3
2 = 15√3. 

β) Το εμβαδόν ισόπλευρου τριγώνου πλευράς α ισούται με 
α√�
�

, άρα το εμβαδόν του 

ισόπλευρου τριγώνου ΑΔΕ που έχει πλευρά 6 είναι (ΑΔΕ) = 62
3
4 = 9√3.  

Το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΑΓΔΕ είναι 

(ΑΓΔΕ) = (ΑΓΔ) + (ΑΔΕ) = 15√3 + 9√3 = 24√3. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς 3 και σημείο Ε της πλευράς ΑΔ, ώστε ΑΕ = 4 − √3. Στο 

ημιεπίπεδο που ορίζουν η ευθεία ΒΕ και το σημείο Γ κατασκευάζουμε ισόπλευρο τρίγωνο 

ΒΕΖ. Οι ΓΔ και ΕΖ τέμνονται στο σημείο Η και ΔΗ = √3. 

α) Να αποδείξετε ότι ΒΕ = 2�7 − 2√3.                 (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε το Η είναι το μέσο της ΕΖ.                                                                  (Μονάδες 8) 

γ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που βρίσκεται στο εσωτερικό του ισόπλευρου 

τριγώνου ΒΕΖ και εξωτερικά του τετραγώνου ΑΒΓΔ.                        (Μονάδες 9) 
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ΛΥΣΗ 

α) Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΕ έχουμε ότι  

ΒΕ� = ΑΒ
� + ΑΕ�. 

Από την υπόθεση έχουμε ότι ΑΒ = 3, ΑΕ = 4 − √3, οπότε  

ΒΕ� = 3� + (4 − √3)� ή ΒΕ� = 28 − 8√3 = 4(7 − 2√3) ή ΒΕ = 2�7 − 2√3. 

β) Είναι ΔΕ = ΑΔ− ΑΕ = 3 − �4 − √3� = √3 − 1. Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΔΕΗ έχουμε ότι ΕΗ� = ΔΕ� + ΔΗ�. Όμως ΔΗ = √3 από τα δεδομένα και 

ΔΕ = √3 − 1, οπότε 

ΕΗ� = (√3 − 1)� + (√3)
�
 ή ΕΗ� = 7 − 2√3 ή ΕΗ = �7 − 2√3  (1). 

Από την ισότητα (1) και το ερώτημα α) προκύπτει ότι ΒΕ = 2ΕΗ. Από τα δεδομένα το 

τρίγωνο ΒΕΖ είναι ισόπλευρο οπότε ΕΖ = ΒΕ. Επομένως ΕΖ = 2ΕΗ, δηλαδή το Η είναι το μέσο 

της ΕΖ. 

γ)  

 

Το εμβαδόν του ζητούμενου χωρίου ισούται με τη διαφορά του εμβαδού του τριγώνου ΒΓΗ 

από το τρίγωνο ΒΖΗ, δηλαδή (ΒΖΗ) − (ΒΓΗ).  

Το εμβαδόν ενός ισόπλευρου τριγώνου πλευράς α ισούται με 
α�√�
�

∙ Η πλευρά του 

ισόπλευρου τριγώνου ΒΕΖ ισούται με 2�7 − 2√3, επομένως  

(ΒΕΖ) = 4(7−2�3)�3
4  ή (ΒΕΖ) = 7√3− 6. 

Το σημείο Η είναι το μέσο της πλευράς του ισόπλευρου τριγώνου ΒΕΖ, οπότε  

(ΒZΗ) = (ΒΕΖ)
2 = 7�3−6

2    (2). 

Το εμβαδόν του ορθογώνιου τριγώνου ΒΓΗ είναι (ΒΓΗ) = ΒΓ ⋅ ΓΗ

2  με ΒΓ = 3 και ΓΗ = ΓΔ−

ΔΗ = 3 − √3, οπότε  
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(ΒΓΗ) = 3(3−�3)
2 = 9−3�3

2    (3)  

Από τις ισότητες (2) και (3) προκύπτει ότι  

(ΒΖΗ) − (ΒΓΗ) = 7�3−6
2 − 9−3�3

2 = 10�3−15
2 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Σε τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α του παρακάτω σχήματος, γράφουμε τεταρτοκύκλιο 

εσωτερικά του τετραγώνου με κέντρο Α και ακτίνα α. 

α) Αν Χ1 είναι το χωρίο του τετραγώνου που βρίσκεται εξωτερικά του τεταρτοκυκλίου,  

να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ισούται με: (Χ1) =  
𝛼2

4
 · (4-π)                   (Μονάδες 5) 

β) Με διάμετρο ΑΒ κατασκευάζουμε ημικύκλιο εσωτερικά του τετραγώνου. Αν Χ2 

είναι το χωρίο του ημικυκλίου και Χ3 το χωρίο του τεταρτοκυκλίου που βρίσκεται 

εξωτερικά του ημικυκλίου, να υπολογίσετε τα εμβαδά των δύο χωρίων Χ2 και Χ3.                       

                                                                                                                                (Μονάδες 11)                                                                                                   

γ) Ποιο από τα χωρία Χ1 κι Χ2 έχει το μεγαλύτερο εμβαδόν; Να δικαιολογήσετε την 

απάντησή σας.                                                                                                        (Μονάδες 9)  
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ΛΥΣΗ 

α) Το εμβαδόν του χωρίου Χ1 θα υπολογιστεί, αν από το εμβαδόν του τετραγώνου 

ΑΒΓΔ αφαιρέσουμε το εμβαδόν του τεταρτοκυκλίου με κέντρο το σημείο Α και ακτίνα 

ΑΒ. Έχουμε: (ΑΒΓΔ) = α · α = 𝛼2 και ( ) = 
𝜋 ∙ 𝛼2 ∙ 90𝜊

360𝜊  =  
𝜋 ∙ 𝛼2 

4
 .  

(Χ1) = (ΑΒΓΔ) - ( ) = 𝛼2 - 
𝜋 ∙ 𝛼2 

4
 = 

 𝛼2 

4
 ∙ (4-π) 

β) Το εμβαδόν Χ2 του ημικυκλίου με διάμετρο ΑΒ ισούται με:  

(Χ2) = 
𝜋∙ (

𝛼

2
)

2
 ∙ 180𝜊

360𝜊  =  
𝜋 ∙ 𝛼2 

8
       Το εμβαδόν Χ3 θα υπολογισθεί αν από το εμβαδόν 

του τεταρτοκυκλίου αφαιρέσουμε το Χ2 και θα έχουμε:  

Χ3 = ( ) - Χ2 = 
𝜋 ∙ 𝛼2 

4
 - 

𝜋 ∙ 𝛼2 

8
  = 

𝜋 ∙ 𝛼2 

8
 . 

γ) Χ2 - Χ1 =  
𝜋 ∙ 𝛼2 

8
  -  

 𝛼2 

4
 ∙ (4-π)  =  

𝜋 ∙ 𝛼2 

8
  -  

2 ∙ 𝛼2 

8
 ∙ (4-π)  = 

 𝛼2 

8
 ∙ [𝜋 − 2(4 − 𝜋)] =     

 𝛼2 

8
 ∙ (𝜋 − 8 + 2 𝜋) = 

 𝛼2 

8
 ∙ (3 𝜋 − 8) > 0  που σημαίνει ότι ισχύει Χ2 > Χ1 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Με πλευρές τις ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ κατασκευάζουμε εξωτερικά του 

τριγώνου ΑΒΓ, τα τετράγωνα ΑΒΗZ, ΑΓΘΙ, ΒΓΡΔ. Έστω Ε, Ε1, Ε2,  τα εμβαδά των 

τετραγώνων ΑΓΘΙ, ΑΒΗΖ,  ΒΓΡΔ αντίστοιχα.  Αν ισχύουν οι ισότητες  Ε1 = 4Ε, Ε2 = 5Ε 

τότε:  

α) να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με ορθή τη γωνία Α.  

                                                                                                                           (Μονάδες 9) 

β)  να αποδείξετε ότι τα εμβαδά των τριγώνων ΑΒΓ, ΑΙΖ, ΒΗΔ, ΓΡΘ είναι ίσα. 

                                                                                                                           (Μονάδες 9)                                       

γ) αν η ΑΓ=1  να υπολογίσετε το εμβαδόν του πολυγώνου ΖΗΔΡΘΙ. 

                                                                                                                           (Μονάδες 7)                                                                                                                                                                   
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ΛΥΣΗ 

Από τα δεδομένα έχουμε: (ΑΓΘΙ) = Ε, (ΑΒΗΖ) = Ε1, (ΒΓΡΔ) = Ε2 και ισχύουν:  

Ε1=4Ε (1), Ε2=5Ε (2). 

α) Θέτουμε ΒΓ = α, ΑΓ = β, ΑΒ = γ, τις πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ, τότε: 

Ε = β2 (3), Ε1 = γ2 (4) και Ε2 = α2 (5). 

Οι (1), (2) λόγω των (3), (4), (5) γράφονται:  

• γ2 = 4 β2 ή β2 +  γ2 = β2 + 4 β2 ή β2 +  γ2 = 5β2  

• α2 = 5 β2  

Οι τελευταίες δύο ισότητες έχουν τα δεύτερα μέλη τους ίσα, οπότε θα είναι και  

β2 +  γ2 = α2, που σημαίνει ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο, με υποτείνουσα την 

πλευρά α, άρα ορθή γωνία την Α. 

β) 

 

 

Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με κάθετες πλευρές β και γ, άρα (ΑΒΓ) = 
1

2
 β∙γ. 

Το τρίγωνο ΑΙΖ, είναι ορθογώνιο με κάθετες πλευρές β, γ, άρα (ΑΙΖ) = 
1

2
 β∙γ. 

Άρα (ΑΒΓ) =(ΑΙΖ). 

Λόγω των τετραγώνων, για τις γωνίες με κορυφή το Β έχουμε: 

ΗΒ̂Δ + ΔΒ̂Γ + ΑΒ̂Γ + ΑΒ̂Η = 3600 ή ΗΒ̂Δ + 90ο + ΑΒ̂Γ + 90ο = 3600 ή ΗΒ̂Δ + ΑΒ̂Γ = 1800. 
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Δηλαδή οι γωνίες ΗΒΔ και ΑΒΓ είναι παραπληρωματικές. Άρα ο λόγος των εμβαδών 

των τριγώνων ΒΗΔ, ΑΒΓ θα ισούται με το λόγο των γινομένων των πλευρών που 

περιέχουν τις παραπληρωματικές γωνίες. Δηλαδή 
(ΒΗΔ)

(ΑΒΓ)
 = 
ΒΗ∙ΒΔ

ΒΓ∙ΒΑ
 = 
γ∙α

α∙γ
 = 1, οπότε  

(ΒΗΔ)

(ΑΒΓ)
 = 1, άρα (ΒΗΔ) = (ΑΒΓ). 

Όμοια, για τις γωνίες με κορυφή το Γ έχουμε: 

ΘΓ̂Ρ + ΘΓ̂Α + ΑΓ̂Β + ΒΓ̂Ρ = 3600 ή ΘΓ̂Ρ + 90ο + ΑΓ̂Β + 90ο = 3600 ή ΘΓ̂Ρ + ΑΓ̂Β = 1800. 

Δηλαδή οι γωνίες ΘΓΡ και ΑΓΒ είναι παραπληρωματικές. Άρα ο λόγος των εμβαδών 

των τριγώνων ΓΡΘ, ΑΒΓ θα ισούται με το λόγο των γινομένων των πλευρών που 

περιέχουν τις παραπληρωματικές γωνίες. Δηλαδή 
(ΓΡΘ)

(ΑΒΓ)
 = 
ΓΡ∙ΓΘ

ΓΑ∙ΓΒ
 = 
α∙β

β∙α
 = 1, οπότε  

(ΓΡΘ)

(ΑΒΓ)
 = 1, άρα (ΓΡΘ) = (ΑΒΓ). 

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι: (ΑΒΓ) = (ΑΙΖ) = (ΒΗΔ) = (ΓΡΘ). 

γ) Είναι ΑΓ = 1 ή β = 1, οπότε από τις ισότητες του ερωτήματος (α): 

α2 = 5 β2 και γ2 = 4 β2, παίρνουμε: α2 = 5 και γ2 = 4, άρα α = √5 και γ =2. 

Έτσι λόγω του ερωτήματος (β), είναι: (ΑΙΖ) = (ΒΗΔ) = (ΓΡΘ) = (ΑΒΓ) = 
1

2
 β∙γ = 

1

2
∙1∙2 = 1. 

Επίσης Ε = β2 , Ε1 = γ2 και Ε2 = α2 ή Ε = 1, Ε1 = 4 και Ε2 = 5. Οπότε: 

(ΖΗΔΡΘΙ) = Ε + Ε1 + Ε2 + (ΑΙΖ) + (ΒΗΔ) + (ΓΡΘ) + (ΑΒΓ) = 1 + 4 + 5 + 1 +1 + 1 +1 = 14.  
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ΘΕΜΑ 3 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ τα μήκη των πλευρών του είναι α = 4,  β = √17 και γ = 5. 

α) Να βρείτε το είδος του τριγώνου ΑΒΓ, ως προς τις γωνίες του.                       (Μονάδες 9)                                                                                                                                         

β) Αν ΑΔ είναι  το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ από την κορυφή Α, τότε: 

i. να υπολογίσετε το ΔΒ.                                                                                    (Μονάδες 9) 

ii. να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ.                                          (Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) Από τα δεδομένα έχουμε: α = 4,  β = √17 και γ = 5, οπότε η πλευρά γ είναι η μεγαλύτερη 

πλευρά του τριγώνου. Θα συγκρίνουμε το τετράγωνο της μεγαλύτερης πλευράς με το 

άθροισμα των τετραγώνων των δύο άλλων.  

Είναι: γ2 = 52 = 25 και α2 + β2 = 42 + √172 = 16 + 17 = 33. 

Οπότε γ2 <  α2 + β2 άρα η Γ̂ < 900, επομένως το τρίγωνο ΑΒΓ είναι οξυγώνιο, εφόσον απέναντι 

από τη μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου βρίσκεται η μεγαλύτερη γωνία του. 

β)  

 

 

i. Λόγω του ερωτήματος (α), η γωνία Γ είναι οξεία. Οπότε από τη γενίκευση του 

Πυθαγορείου θεωρήματος είναι: 

               γ2 = α2 + β2 – 2α∙ΔΓ ή 25 = 33 – 2∙4∙ΔΓ ή 8∙ΔΓ = 8 ή ΔΓ = 1.  

               Οπότε ΔΒ = ΒΓ – ΔΓ = 4 – 1 = 3. 

ii. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ, από το Πυθαγόρειο θεώρημα είναι: 

ΑΔ2 = β2 – ΔΓ2 ή ΑΔ2 = √172  – 12 ή ΑΔ2 = 16, οπότε ΑΔ = 4. 

Έτσι (ΑΒΓ) = 
1

2
 α∙υα = 

1

2
 ∙ΒΓ∙ΑΔ = 

1

2
 ∙4∙4 = 8. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Δ στο εσωτερικό του τμήματος ΒΓ. Από το Δ φέρουμε 

παράλληλες στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ. Η παράλληλη στην ΑΒ τέμνει την ΑΓ στο Ζ και η 

παράλληλη στην ΑΓ τέμνει την ΑΒ στο Ε. Θεωρούμε Κ και Λ τα μέσα των ΒΔ και ΔΓ 

αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:       

α) 
( )

( )
2

ΒΕ∆
ΕΚ∆ =                                                                                           (Μονάδες 09) 

β) 
( )

( )
2

ΑΕ∆Ζ
ΕΖ∆ =          (Μονάδες 09) 

γ) Το εμβαδόν του ΚΕΖΛ είναι ανεξάρτητο της επιλογής του σημείου Δ.        (Μονάδες 07) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Στο τρίγωνο ΒEΔ, η ΕΚ είναι διάμεσος, οπότε τα τρίγωνα ΒΕΚ και ΕΚΔ έχουν ίσες βάσεις 

ΒΚ και ΚΔ και κοινό ύψος από το Ε. Επομένως τα εμβαδά τους θα είναι ίσα, δηλαδή  

(ΒΕΚ) = (ΕΚΔ). 

Άρα    (1).         

β) Το ΑΕΔΖ είναι παραλληλόγραμμο γιατί έχει τις απέναντι πλευρές του παράλληλες, αφού 

ΔΖ//ΑΕ και ΔΕ//ΑΖ. Η διαγώνιος ΕΖ του παραλληλογράμμου ΑΕΔΖ το χωρίζει σε δύο ίσα άρα 

και ισοδύναμα τρίγωνα, δηλαδή (ΕΖΔ) = (ΑΕΖ).  

Επομένως,   (2). 

γ) Στο τρίγωνο ΔΖΓ, η ΖΛ είναι διάμεσος, οπότε τα τρίγωνα ΔΖΛ και ΓΖΛ έχουν ίσες βάσεις ΔΛ 

και ΓΛ και κοινό ύψος από το Ζ. Επομένως τα εμβαδά τους θα είναι ίσα, δηλαδή  

(ΔΖΛ) = (ΓΖΛ). 

Άρα    (3). 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις σχέσεις (1), (2) ,(3) έχουμε: 

(ΕΚΔ)+(ΕΖΔ)+(ΔΖΛ)=  

Άρα: 

(ΚΕΖΛ) =  

Επομένως, το εμβαδόν του ΚΕΖΛ θα ισούται με το μισό του εμβαδού του τριγώνου ΑΒΓ 

ανεξάρτητα από τη θέση του σημείου Δ πάνω στη ΒΓ.         

( )( )
2

BED
EKD =

( )( )
2

AEDZ
EZD =

( )( )
2

DZG
DZL =

( ) ( )( )
2 2 2

AEDZ DZGBED
+ +

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

BED + AEDZ + DZG ABG
=
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ΘΕΜΑ 4 

Σε κύκλο (Ο,ρ) θεωρούμε τα σημεία Α, Β, Γ και Δ. Η πλευρά ΑΔ είναι ίση με την πλευρά λ6 

κανονικού εξάγωνου εγγεγραμμένου στον κύκλο. 

α) Αν η πλευρά ΑΒ ισούται με την πλευρά λ4 τετραγώνου εγγεγραμμένου στον κύκλο και το 

τόξο ΒΓ = 120ο :  

i. Να υπολογίσετε το μήκος της πλευράς ΓΔ ως συνάρτηση της ακτίνας.   

                (Μονάδες 08) 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν (τ) του κυκλικού τμήματος που περικλείεται από την 

κυρτή γωνία ΒΟ!Γ.                                                                                                 

 (Μονάδες 10) 

β) Κρατάμε τα σημεία Α και Δ σταθερά και μετακινούμε την χορδή ΒΓ παράλληλα προς την 

ΑΔ ώστε να διέρχεται από το Ο. Ποιο θα είναι το μήκος του τόξου ΑΒ;            

  (Μονάδες 07)  
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ΛΥΣΗ 

 

α)  

i. ΑΒ = λ4, επομένως το τόξο ΑΒ = 
360

90
4

ο
ο

=  γιατί αντιστοιχεί σε τόξο τετραγώνου. 

ΑΔ = λ6, επομένως το τόξο ΑΔ = 
360

60
6

ο
ο

=  γιατί αντιστοιχεί σε τόξο κανονικού εξάγωνου.  

Επομένως � � � �
360 360 90 120 60

ο ο ο ο ο
∆Γ = −ΑΒ−ΒΓ−Α∆ = − − − = 90ο. 

Επειδή το τόξο ΔΓ είναι 90ο, η χορδή ΔΓ = λ4, δηλαδή ισούται με ρ 2 . 

ii. Το εμβαδόν του κυκλικού τμήματος (τ) θα βρεθεί αν από το εμβαδόν του κυκλικού  

τομέα �ΟΒΓ  αφαιρέσουμε το εμβαδόν του τριγώνου (ΟΒΓ). 

( �ΟΒΓ )= 
2 2
120

360 3

ο

ο

πρ πρ
=   (1) 

(ΟΒΓ) = 
2

1 1 1 3 3
120 60

2 2 2 2 4

ο ο ρ
ΟΒ⋅ΟΓ ⋅ηµ = ρ⋅ρ⋅ηµ = ρ⋅ρ ⋅ =   (2) 

Οπότε:    (τ) = 
2 2

3

3 4

πρ ρ
−  

β)  

 

Αφού η ΒΓ διέρχεται από το Ο, τότε θα είναι διάμετρος παράλληλη στην ΑΔ. 
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Τα τόξα � �,ΑΒ Γ∆  θα είναι ίσα γιατί περιέχονται μεταξύ παραλλήλων χορδών. 

� � �
180

ο
ΒΑ + Α∆ + ∆Γ =  ή �2 60 180

ο ο
ΒΑ + =  ή �

180 60
60

2

ο ο
ο−

ΒΑ = = . 

Άρα το μήκος του τόξου ΑΒ θα είναι: 

�
AB

60
L

180 180 3

ο

ο ο

µ πρ
= πρ = πρ =  
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ΘΕΜΑ 2 

Τετράγωνο ΑΒΓΔ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας R, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

Αν το εμβαδόν του τετραγώνου είναι ίσο με 4, τότε:  

α) Να υπολογίσετε την ακτίνα R του κύκλου. 

(Μονάδες 13) 

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ του 

τετραγώνου και του περιγεγραμμένου κύκλου του είναι ίσο με 2π− 4. 

(Μονάδες 12) 

 

 18097



ΛΥΣΗ 

 
α) Γνωρίζουμε ότι οι διαγώνιοι ΑΓ και ΒΔ του τετραγώνου είναι κάθετες και το σημείο 

τομής τους είναι το κέντρο Ο του περιγεγραμμένου κύκλου. Έστω α η πλευρά του 

τετραγώνου. Με εφαρμογή του Πυθαγόρειου θεωρήματος στο τρίγωνο ΟΔΑ έχουμε: 

α2 = R2 + R2 = 2R2 

Από την υπόθεση, το εμβαδόν του τετραγώνου είναι Ετ = α2 = 4, οπότε προκύπτει: 

2R2 = 4		ή		R2 = 2		 

Άρα, R = √2 . 

β) Το εμβαδόν του κύκλου είναι: 

Εκ = πR2 = 2π 

Επομένως, το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ του τετραγώνου και του 

περιγεγραμμένου κύκλου του είναι: 

Ε = Εκ − Ετ = 2π − 4 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α = 4. Με κέντρα τις κορυφές του τετραγώνου και 

ακτίνα ρ = 2  σχεδιάζουμε τέσσερις κυκλικούς τομείς στο εσωτερικό του, όπως 

φαίνεται στο σχήμα.  

α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν κάθε κυκλικού τομέα. 

(Μονάδες 13) 

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου είναι  

Ε = 4(4 − π) 

(Μονάδες 12) 

 

 18098



ΛΥΣΗ 

 
α) Τα τόξα ΘΕ, ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ είναι τόξα ίσων κύκλων ακτίνας ρ = 2 και αντιστοιχούν σε 

ίσες επίκεντρες γωνίες 90ο. Επομένως, οι κυκλικοί τομείς ΑΘΕ, ΒΕΖ, ΓΖΗ, ΔΗΘ έχουν 

καθένας εμβαδόν ίσο με 

 (ΑΘΕ) = (ΒΕΖ) = (ΓΖΗ) = (ΔΗΘ) =
πρ290ο

360ο =
π ∙ 22 ∙ 90ο

360ο = π 

 

β) Tο εμβαδόν του τετραγώνου είναι  

Ετ = α! = 42 = 16 

Οπότε, το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου είναι: 

Ε = Ετ − 4(ΑΘΕ) = 16 − 4π = 4(4 − π) 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο σχήμα, τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒΔ είναι ισοσκελή με ΑΓ = ΒΓ = 3 και ΑΒ = ΑΔ = 2.  

α) Να αποδείξετε ότι οι γωνίες Β"  και ΒΑ#Γ είναι ίσες. 

(Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΔΑ είναι όμοια.  

(Μονάδες 9) 

γ) Να υπολογίσετε τον λόγο 
(ΑΒΓ)
(ΒΔΑ)

 των εμβαδών των δύο τριγώνων. 

(Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

 
α) Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με ΑΓ = ΒΓ. Άρα, οι γωνίες Β"  και ΒΑ#Γ θα είναι ίσες, 

ως προσκείμενες στη βάση ΑΒ. 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΔΑ είναι ισοσκελή και έχουν μία αντίστοιχη γωνία ίση, αφού 

ΒΑ#Γ = Β"  (η γωνία ΒΑ#Γ είναι προσκείμενη στη βάση ΑΒ του ισοσκελούς ΑΒΓ και η 

γωνία Β"  είναι προσκείμενη στη βάση ΒΔ του ισοσκελούς ΑΒΔ). 

Επομένως, τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒΔ είναι όμοια. 

 

γ) Αφού τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒΔ είναι όμοια, τότε ο λόγος των εμβαδών τους θα 

ισούται με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητάς τους. Ο λόγος ομοιότητας λ των δύο 

τριγώνων ισούται με τον λόγο των πλευρών που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες 

γωνίες ΒΑ#Γ	και	Β"  αντίστοιχα, δηλαδή είναι 

ΒΓ
ΑΔ

=
3
2

 

Επομένως, έχουμε: 

(ΑΒΓ)
(ΒΔΑ)

= %
ΒΓ
ΑΔ
&
2

= %	
3
2
	&

2

=
9
4
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ // ΓΔ και ΓΔ = 2ΑΒ. Δίνεται επίσης ότι το σημείο Κ είναι μέσο 

της ΓΔ και Μ τυχαίο σημείο στην ΑΔ.       

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. (BKΓ) = 
1
2

 (ΑΒΚΔ)               (Μονάδες 09) 

ii. (ΒΜΚ) = (ΒΚΓ)               (Μονάδες 09) 

β) Δίνεται η πρόταση: «Αν το σημείο Μ κινείται πάνω στο εσωτερικό της ΑΔ, τότε ο λόγος 

των εμβαδών (ΑΒΓΔ) και (ΜΒΚ) παραμένει σταθερός και ίσος με 3». Να διερευνήσετε την 

ορθότητα της πρότασης αιτιολογώντας την απάντησή σας.     

                                                                             (Μονάδες 07) 

 

 18173



ΛΥΣΗ 

α) Φέρουμε την ΒΚ. Επειδή ΓΔ = 2ΑΒ και Κ μέσο της ΓΔ, θα έχουμε ΑΒ =//ΔΚ, οπότε το ΑΒΚΔ 

είναι παραλληλόγραμμο και ΒΚ=//ΑΔ.  

i. Φέρουμε την ΒΕ κάθετη στην ΓΔ. Τότε το ΒΕ είναι ύψος από την κορυφή Β του 

τριγώνου ΒΚΓ αλλά και του παραλληλογράμμου ΑΒΚΔ. (ΑΒΚΔ) = ΔΚ∙ΒΕ και (ΒΚΓ) = 

2

ΚΓ⋅ΒΕ
.  

Όμως επειδή το Κ είναι μέσο της ΔΓ, έχουμε ΔΚ = ΚΓ. 

 Έτσι έχουμε (ΒΚΓ) = 
( )

2 2

∆Κ ⋅ΒΕ ΑΒΚ∆
= . 

ii. Φέρουμε το ύψος ΜΘ του τριγώνου ΒΜΚ. 

 Τότε θα έχουμε (ΒΜΚ) = 
( )

2 2

ΒΚ ⋅ΜΘ ΑΒΚ∆
= .  Από το i ερώτημα έχουμε ότι  

(ΒΚΓ) = 
( )

2

ΑΒΚ∆
. Επομένως (ΒΚΓ) = (ΒΜΚ).               

 

β)   

Από το α.ii) έχουμε ότι 2(ΒΜΚ) = (ΑΒΚΔ) και (ΒΜΚ) = (ΒΚΓ). 

Προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε 3(ΒΜΚ)= (ΑΒΚΔ) + (ΒΚΓ) =  (ΑΒΓΔ),  

δηλαδή 3
ΑΒΓ∆

=
ΒΜΚ

( )

( )
. 

Άρα, η προς διερεύνηση πρόταση είναι σωστή. Ο λόγος των εμβαδών είναι σταθερός και 

ίσος με 3. 
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ΘΕΜΑ 4 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουμε τις πλευρές ΒΑ και ΓΑ κατά τμήματα ΑΔ και ΑΕ 

αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

α) Αν είναι ΑΔ =
1
2

ΑΒ  και  ΑΕ =
2
5

ΑΓ,	να υπολογίσετε	τον	λόγο		
(ΑΔΕ)
(ΑΒΓ)

	. 

(Μονάδες 10) 

β) Αν είναι ΑΔ =
1
λ

ΑΒ  και  ΑΕ =
λ
μ

ΑΓ,	όπου	λ,	μ	είναι	θετικοί	ακέραιοι,	να	αποδείξετε  

ότι ο λόγος  
(ΑΔΕ)
(ΑΒΓ)

	είναι	ανεξάρτητος	από	την	τιμή	του	λ. 

(Μονάδες 10) 

γ) Ένας μαθητής ισχυρίζεται ότι «υπάρχουν άπειρα ζεύγη τιμών των ακεραίων λ και 

μ για τα οποία είναι (ΑΔΕ) = (ΑΒΓ)». Να εξετάσετε αν ο ισχυρισμός του είναι αληθής 

και να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

(Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

 
α) Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΓ έχουν ΔΑ!Ε = ΒΑ!Γ (ως κατακορυφήν), οπότε ο λόγος των 

εμβαδών τους ισούται με τον λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις 

γωνίες αυτές, δηλαδή: 

(ΑΔΕ)
(ΑΒΓ)

=
ΑΔ ∙ ΑΕ
ΑΒ ∙ ΑΓ

=
1
2 ΑΒ ∙ 2

5 ΑΓ

ΑΒ ∙ ΑΓ
=

1
2
∙

2
5
=

1
5

 

β) Εργαζόμενοι όπως στο προηγούμενο ερώτημα, έχουμε σε αυτή την περίπτωση: 

(ΑΔΕ)
(ΑΒΓ)

=
ΑΔ ∙ ΑΕ
ΑΒ ∙ ΑΓ

=

1
λ ΑΒ ∙ λ

μ ΑΓ

ΑΒ ∙ ΑΓ
=

1
λ
∙

λ
μ
=

1
μ

 

Επομένως, ο ζητούμενος λόγος είναι ανεξάρτητος από την τιμή του λ. 

γ) Αφού είναι (ΑΔΕ) = (ΑΒΓ), τότε από την ισότητα 

(ΑΔΕ)
(ΑΒΓ)

=
1
μ

 

προκύπτει ότι 

1 =
1
μ
			ή			μ = 1 

Άρα, τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι ισεμβαδικά για μ = 1 και για οποιαδήποτε τιμή 

του λ, αφού, όπως αποδείχτηκε στο ερώτημα (β), ο λόγος των εμβαδών των δύο 

τριγώνων είναι ανεξάρτητος από την τιμή του λ. Επομένως, υπάρχουν άπειρα ζεύγη 

τιμών των ακεραίων λ και μ, για τα οποία είναι (ΑΔΕ) = (ΑΒΓ). Τα ζεύγη αυτά είναι 

της μορφής 
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{(λ,	1), λ ∈ N*} 

  Άρα, ο ισχυρισμός του μαθητή είναι σωστός. 
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ΘΕΜΑ 4 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουμε τις πλευρές ΒΑ και ΓΑ κατά τμήματα ΑΔ και ΑΕ 

αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

α) Αν είναι ΑΔ = 2ΑΒ  και  ΑΕ =
1
2

ΑΓ,	να αποδείξετε	ότι	τα	τρίγωνα	ΑΔΕ	και	ΑΒΓ	είναι 

	ισοδύναμα. 

(Μονάδες 09) 

β) Αν προεκτείνουμε τις πλευρές ΒΑ και ΓΑ κατά τμήματα είναι ΑΔ = μ ∙ ΑΒ και      

ΑΕ = ν ∙ ΑΓ αντίστοιχα, όπου μ, ν είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί, ποια πρέπει να 

είναι η σχέση των αριθμών μ και ν ώστε τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΓ να είναι ισοδύναμα;  

(Μονάδες 10) 

γ) Αν είναι	ΑΓ =
3
2

ΑΒ και ΑΔ = 2ΑΒ, να βρείτε τις δυνατές θέσεις του Ε ώστε τα ΑΒΓ 

και ΑΔΕ να είναι όμοια. 

(Μονάδες 06) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΓ έχουν ΔΑ!Ε = ΒΑ!Γ (ως κατακορυφήν), οπότε ο λόγος των 

εμβαδών τους ισούται με τον λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις 

γωνίες αυτές, δηλαδή: 

(ΑΔΕ)
(ΑΒΓ)

=
ΑΔ ∙ ΑΕ
ΑΒ ∙ ΑΓ

=
2ΑΒ ∙ 1

2 ΑΓ

ΑΒ ∙ ΑΓ
= 2 ∙

1
2
= 1 

Επομένως, (ΑΔΕ) = (ΑΒΓ), δηλαδή τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΓ είναι ισοδύναμα. 

β) Αν προεκτείνουμε τις πλευρές ΒΑ και ΓΑ κατά τμήματα είναι ΑΔ = μ ∙ ΑΒ και  

ΑΕ = ν ∙ ΑΓ αντίστοιχα, όπου μ, ν είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί, τότε θα 

έχουμε: 

(ΑΔΕ)
(ΑΒΓ)

=
ΑΔ ∙ ΑΕ
ΑΒ ∙ ΑΓ

=
μ ∙ ΑΒ ∙ ν ∙ ΑΓ

ΑΒ ∙ ΑΓ
= μ ∙ ν 

Αφού τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΓ είναι ισοδύναμα, θα πρέπει μ ∙ ν = 1. Επομένως, οι 

αριθμοί μ και ν είναι αντίστροφοι.  

γ) Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΓ έχουν ΔΑ!Ε = ΒΑ!Γ (ως κατακορυφήν), οπότε θα είναι 

όμοια αν και μόνο αν έχουν τις προσκείμενες πλευρές σε αυτές τις γωνίες ανάλογες. 

Επομένως, θα πρέπει: 

ΑΓ
ΑΔ

=
ΑΒ
ΑΕ
	⇔

ΑΓ
ΑΒ

=
ΑΔ
ΑΕ
			(1)					ή					

ΑΓ
ΑΕ

=
ΑΒ
ΑΔ

⇔
ΑΓ
ΑΒ

=
ΑΕ
ΑΔ
				(2) 

Δίνεται ότι: 

ΑΓ
ΑΒ

=
3
2
				και			ΑΔ = 2ΑΒ 
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Η (1) γίνεται διαδοχικά: 

3
2
=

2ΑΒ
ΑΕ

				ή					ΑΕ =
4
3

ΑΒ 

Η (2) γίνεται διαδοχικά: 

3
2
=

ΑΕ
2ΑΒ

				ή					ΑΕ = 3ΑΒ 

Άρα,	τα	τρίγωνα	ΑΔΕ	και	ΑΒΓ	είναι	όμοια	όταν	ΑΕ =
4
3

ΑΒ		ή		ΑΕ = 3ΑΒ.	 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α. Στην διαγώνιό του ΑΓ θεωρούμε σημείο Ε τέτοιο ώστε 

ΕΓ = 
�

�
 ΑΓ. Με πλευρά την ΑΕ κατασκευάζουμε τετράγωνο ΑΙΘΕ όπως φαίνεται στο σχήμα.  

Έστω Η το σημείο τομής της ΔΓ με την ΕΘ.    

α)  

i. Να υπολογίσετε τον λόγο 
������

��	
��
 .                                                                  (Μονάδες 08) 

ii. Να υπολογίσετε το λόγο 
��
��

��
��
.              (Μονάδες 10) 

β) Κατασκευάζουμε τον περιγεγραμμένο κύκλο του ΑΙΘΕ. Να εξετάσετε αν ο λόγος του 

εμβαδού του κύκλου αυτού προς το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΒΓΔ εξαρτάται από το 

μήκος α της πλευράς του ΑΒΓΔ.                                                                                    (Μονάδες 07) 
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ΛΥΣΗ 

α) 

 

i. ΕΓ = 
1

4
ΑΓ, επομένως ΑΕ = 

3

4
ΑΓ.  

Από το πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε:  

2 2 2 2 2 22ΑΓ = ΑΒ + ΒΓ = α + α = α . Άρα 2ΑΓ = α . 

Τα τετράγωνα ΑΙΘΕ και ΑΒΓΔ είναι όμοια, άρα ο λόγος των εμβαδών τους ισούται με 

το τετράγωνο του λόγου ομοιότητάς τους.  

2

22
3

2
( ) 3 2 18 94

( ) 4 16 8

 α   ΑΙΘΕ ΑΕ = = = = =     ΑΒΓ∆ ΑΒ α    
 

.                

ii. Τα τρίγωνα ΕΗΓ και ΑΓΔ έχουν τις γωνίες τους �∆  και ɵΓΕΗ  ορθές και την γωνία ɵΕΓΗ

κοινή. Επομένως είναι όμοια γιατί έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία. 

Οι ανάλογες πλευρές τους φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

 Ίσες γωνίες 

 Ε� � Δ� ΕΓ�Η � ΕΓ�Η ΕΗ�Γ � ΓΑ�Δ 

Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΕΗΓ ΗΓ ΕΗ ΕΓ 

Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΑΓΔ ΑΓ ΑΔ ΔΓ 

 

Ο λόγος των εμβαδών τους θα ισούται με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητας, 

δηλαδή 

2

22
1

1 2 14

4 8

( )

( )

 ΑΓ   ΕΓΗ ΕΓ α 
= = = =     ΑΓ∆ ∆Γ α α    

 

. 

ΕΝΑΛΛΑΚΤΙΚΗ ΛΥΣΗ: Τα τρίγωνα ΕΗΓ και ΑΓΔ έχουν την γωνία ɵΕΓΗ κοινή. Η 

διαγώνιος ΑΓ του τετραγώνου διχοτομεί τις γωνίες του, άρα ɵΕΓΗ = 45ο. Επομένως 
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τα τρίγωνα ΕΗΓ και ΑΔΓ είναι ορθογώνια και ισοσκελή με ΕΓ = ΕΗ και ΑΔ = ΔΓ. Τα 

εμβαδά τους θα είναι: 

(ΕΓΗ) = 
21 1

2 2
⋅ ΕΓ ⋅ ΕΗ = ⋅ΕΓ  και (ΑΓΔ) = 

21 1

2 2
⋅ Α∆ ⋅∆Γ = ⋅α . 

( )
2

2
2

2

2 2 2
2

1 11
2

1 2 14 162
1 16 8

2

( )

( )

 ⋅ ΑΓ α⋅ΕΓ  ΕΓΗ α ⋅ = = = = =
ΑΓ∆ α α α⋅α

. 

β)  

 

Σχεδιάζουμε τον περιγεγραμμένο κύκλο του ΑΙΘΕ και έστω ρ η ακτίνα του. 

Από το α) ερώτημα έχουμε ότι ΑΕ = 
3

4
 ΑΓ = 

3
2

4
α . 

Το τετράγωνο ΑΙΘΕ είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο οπότε η  πλευρά του ΑΕ είναι πλευρά 

τετραγώνου εγγεγραμμένου σε κύκλο ακτίνας ρ, δηλαδή ΑΕ = 2ρ . 

Άρα 

3
2

34
42 2

αΑΕ α
ρ = = = .  

Επομένως ο ζητούμενος λόγος γίνεται 

2

2
2

2 2 2

3 9
ό  ύ 94 16

( ) 16

 π α π α εµβαδ ν κ κλου πρ  = = = = π
ΑΒΓ∆ α α α

, 

που είναι ανεξάρτητος του μήκους της πλευράς α του τετραγώνου ΑΒΓΔ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ, 	Α�= 36o . 
         

α) Αν η ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Β, να αποδείξετε ότι: 

i. Τα τρίγωνα ΒΔΓ και ΑΒΓ είναι όμοια.                                                               (Μονάδες 10) 

ii. Να γράψετε τους λόγους των ανάλογων πλευρών.                                      (Μονάδες 06) 

β)  Μετακινούμε το σημείο Δ στο εσωτερικό της ΑΓ. Για ποια θέση του σημείου Δ θα ισχύει 

( )
3

( )

ΑΒ∆
=

∆ΒΓ

.                                                                                                                           (Μονάδες 09) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΒ = ΑΓ, οπότε � ɵΒ = Γ . Όμως � � ɵ 180οΑ+Β+Γ = , 

 άρα �36 2 180ο ο
+ Β = και τελικά � ɵ

180 36
72

2

ο ο

ο−
Β = Γ = = .  

Η ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας �Β , οπότε � �
1 2

72
36

2

ο

ο
Β = Β = = (1). 

� �
1 36οΑ = Β = , άρα το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με ΑΔ = ΒΔ (2). 

�
1 36 36 72ο ο ο

∆ = + = , σαν εξωτερική γωνία του ΑΒΔ, επομένως το τρίγωνο ΒΔΓ είναι 

ισοσκελές με ΒΔ = ΒΓ (3). 

i. Τα τρίγωνα ΒΔΓ και ΑΒΓ έχουν: 

ɵΓ κοινή γωνία, 

� �
�

2 36
2

οΒ
Α = Β = = , από (1).  

Επομένως είναι όμοια, διότι έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία.                

ii. Οι ομόλογες πλευρές των όμοιων τριγώνων του προηγούμενου ερωτήματος 

φαίνονται στον παρακάτω πίνακα.  

 Ίσες γωνίες 

 Γ� � Γ� Β�� � Α� Δ�	 � Β� 

Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΒΔΓ ΒΔ ΔΓ ΒΓ 

Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΑΒΓ ΑΒ ΒΓ ΑΓ 

 

Επομένως οι λόγοι θα είναι 
A

ΒΓ ∆Γ Β∆
= =

Γ ΒΓ ΑΒ

.         

 18369-Λύση



β) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΔΒΓ έχουν τις γωνίες � �
1 2,∆ ∆ παραπληρωματικές. Ο λόγος των 

εμβαδών των τριγώνων θα ισούται με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν 

αυτές τις γωνίες, δηλαδή 
( )

( )

ΑΒ∆ Α∆⋅Β∆ Α∆
= =

∆ΒΓ ∆Γ ⋅Β∆ ∆Γ

. 

 Όμως 
( )

3
( )

ΑΒ∆
=

∆ΒΓ

, οπότε 3
Α∆

=
∆Γ

 ή ΑΔ = 3ΔΓ. Το Δ θα χωρίζει το ΑΓ σε δύο τμήματα ΑΔ και 

ΔΓ με λόγο 3:1. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ημικύκλιο κέντρου Ο και διαμέτρου ΑΒ = 2ρ. Στην προέκταση του ΑΒ προς το Β, 

θεωρούμε σημείο Μ. Από το Μ φέρουμε το εφαπτόμενο τμήμα ΜΓ στο ημικύκλιο. Αν η 

εφαπτόμενη του ημικυκλίου στο σημείο Α τέμνει την προέκταση της ΜΓ στο Δ τότε:       

α) Αν ΒΜ = 2ρ να αποδείξετε ότι ΜΓ = 2√2ρ.                                                 (Μονάδες 09) 

β)  

i. Να αποδείξετε ότι  
ΜΟ
ΜΓ

=ΜΔ
ΜΑ

.              (Μονάδες 09) 

ii. Αν για το Μ ισχύει ότι ΒΜ = λ×ρ, όπου λ θετικός αριθμός, να εξετάσετε αν υπάρχει 

τιμή του λ, τέτοια ώστε (ΑΔΜ) = 9(ΜΟΓ).                                                      (Μονάδες 07) 
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ΛΥΣΗ 

α)  

 

Το εφαπτόμενο τμήμα ΜΓ είναι κάθετο στην ακτίνα ΟΓ. 

ΜΟ = ΜΒ+ΒΟ = 2ρ+ρ = 3ρ. 

Εφαρμόζουμε το πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΜΟΓ:  

2 2 2OM O= Γ +ΜΓ , άρα ( )22 2 2 2 23 8ΜΓ = ΟΜ −ΟΓ = ρ −ρ = ρ , δηλαδή ΜΓ = 2 2ρ .               

β) 

i. Τα τρίγωνα ΟΜΓ και ΑΔΜ είναι όμοια γιατί έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία 

αντίστοιχα: � ɵ 90οΑ = Γ = και την γωνία �Μ κοινή. Επομένως οι ομόλογες πλευρές τους 

θα είναι ανάλογες:  

 Ίσες γωνίες 

 � ɵΑ = Γ  Μ κοινή � �Ο = ∆  

Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΟΜΓ ΜΟ ΟΓ ΜΓ 

Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΑΔΜ ΜΔ ΔΑ ΜΑ 

Μ∆ ΜΑ
=

ΜΟ ΜΓ
 ή 

Μ∆ ΜΟ
=

ΜΑ ΜΓ
.  

ii. Δείξαμε ότι τα τρίγωνα ΑΔΜ και ΟΜΓ είναι όμοια, επομένως ο λόγος των εμβαδών 

τους ισούται με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητάς τους. 

              

2 2

2

( )

( )

ΑΜ∆ ΑΜ ΑΜ = = ΟΜΓ ΓΜ ΓΜ 
.  (1) 

               ΟΜ = ΜΒ+ΒΟ = λρ+ρ = (λ+1)ρ. 

               Εφαρμόζουμε το πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΜΟΓ:  

                
2 2 2OM O= Γ + ΓΜ , άρα  

                 ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 2( 1) 2 1 1 2ΓΜ = ΟΜ −ΟΓ = λ + ρ −ρ = λ + λ + − ρ = λ + λ ρ .               

                ΑΜ = 2ρ+λρ= (λ+2)ρ. 

                 Η (1) γίνεται 
( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2

( ) ( 2) ( 2) 2

( ) 22

ΑΜ∆ ΑΜ λ+ ρ λ + λ +
= = = =

ΜΟΓ ΓΜ λ λ + λλ + λ ρ
. 
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              Αφού (ΑΔΜ) = 9(ΜΟΓ) θα έχουμε 
( ) 9( )

9
( ) ( )

ΑΜ∆ ΜΟΓ
= =

ΜΟΓ ΜΟΓ
και επομένως 

2
9

λ +
=

λ
 ή     

              2 9λ + = λή 8λ =2, άρα  λ = 
1

4
. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Δ μέσο της ΑΓ. Από το Δ φέρουμε ΔΕ παράλληλη στην ΒΓ και ίση με 

το μισό της ΑΒ όπως στο σχήμα.       

α)  

i. Να αποδείξετε ότι: 
("#$)
(&'$)

= "#
('$

.              (Μονάδες 10) 

ii. Αν το ΔΕΓΒ είναι παραλληλόγραμμο, τότε να αποδείξετε ότι (ΔΕΓ) = (ΑΒΔ).                

                                                                                                                                (Μονάδες 10) 

β) Σε ένα τεστ που χρειάστηκε από τους μαθητές να βρεθεί ο λόγος  
("#$)
(&'$)

 ένας μαθητής 

έγραψε: «Παρατηρώ ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΓ έχουν Δ" = Γ%, ως εντός εναλλάξ των 

παραλλήλων ΔΕ και ΒΓ που τέμνονται από την ΔΓ και δύο πλευρές τους ανάλογες, αφού 

"$
&$
= "#

&'
= )

(
.  Επειδή έχουν δύο πλευρές ανάλογες μία προς μία και τις γωνίες τους Δ", Γ% 

ίσες, τα τρίγωνα θα είναι όμοια. Επομένως, ο λόγος των εμβαδών τους θα ισούται με το 

τετράγωνο του λόγου ομοιότητάς τους.  
("#$)
(&'$)

= #"#
&'
$
(
= #)

(
$
(
= )

*
». Ο καθηγητής του 

του είπε ότι έχει κάνει ένα σημαντικό λάθος. Μπορείτε να εντοπίσετε σε ποιο σημείο ο 

συλλογισμός του μαθητή είναι λανθασμένος;                                                                          

(Μονάδες 05) 
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ΛΥΣΗ 

α)  

i. Τα τρίγωνα ΔΕΓ και ΑΒΓ έχουν τις γωνίες τους ɵ �
Γ=∆ , γιατί είναι εντός εναλλάξ των 

παραλλήλων ΔΕ και ΒΓ που τέμνονται από την ΔΓ. Επομένως ο λόγος των εμβαδών 

τους θα ισούται με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες 

αυτές: 
2 2

( )

( )

∆ΕΓ ∆Ε⋅∆Γ ∆Ε⋅∆Γ ∆Ε
= = =

ΑΒΓ ΑΓ⋅ΒΓ ∆Γ⋅ΒΓ ΒΓ
 (1), γιατί από υπόθεση ΑΓ = 2ΔΓ. 

 

ii. Αν ΔΕΓΒ παραλληλόγραμμο, τότε ΔΕ = ΒΓ. Επομένως η (1) γίνεται 

1

2 2 2

( )

( )

∆ΕΓ ∆Ε ΒΓ
= = =

ΑΒΓ ΒΓ ΒΓ
 (2) 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ η διάμεσος ΒΔ χωρίζει το τρίγωνο σε δύο ισοδύναμα τρίγωνα, τα 

ΑΒΔ και ΒΔΓ. Επομένως το καθένα από αυτά θα έχει το μισό εμβαδόν του ΑΒΓ. 

 
1

2

( )

( )

ΑΒ∆
=

ΑΒΓ
 (3) .  

                       

 

β) Ο μαθητής για να αποδείξει ότι τα τρίγωνα είναι όμοια χρησιμοποιεί το επιχείρημα ότι 

έχουν δύο πλευρές τους ανάλογες μία προς μια και τις γωνίες �∆  και ɵΓ ίσες. Για να 

εξασφαλίσουμε όμως την ομοιότητα από το κριτήριο θα έπρεπε οι γωνίες να είναι οι 

!"# $%& '() $*& +,-"./(012,-. #3) $456& 7 $!84&9
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περιεχόμενες των ανάλογων πλευρών, πράγμα το οποίο εδώ δεν συμβαίνει. Οι 

περιεχόμενες γωνίες στις πλευρές ΔΕ, ΔΓ και ΑΒ, ΑΓ είναι οι �∆  και �Α .  
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ΘΕΜΑ 2 

Η περίμετρος του ορθογωνίου ΑΒΓΔ του σχήματος είναι 36 και το Ε είναι σημείο στην 

πλευρά ΑΒ. Τα μήκη των τμημάτων x, y, z είναι ανάλογα προς τους αριθμούς 2,4,3 

αντίστοιχα.  

α) Να αποδείξετε ότι x =  4, y = 8 και  z = 6. (Μονάδες 13) 

β)  

i. Να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου ΓΕΔ.  

ii. Nα βρεθεί ο λόγος του εμβαδού του τριγώνου ΓΔΕ προς το εμβαδό του ορθογωνίου 

ΑΒΓΔ.  

 (Μονάδες 12) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Η περίμετρος του ορθογωνίου ΑΒΓΔ είναι 36. Οπότε 2 ΑΒ + 2 ΒΓ = 36 ή 2 (x + y) + 2 z = 36 

ή x + y + z = 18. Τα μήκη των τμημάτων x, y, z είναι ανάλογα προς τους αριθμούς 2,4,3 

αντίστοιχα, άρα ισχύει 
×

2
  =  

𝑦

4
  =  

𝑧

3
   = 

× +𝑦+𝑧 

2+4+3 
 = 

18

9 
 = 2. Άρα x = 22 = 4, y = 42 = 8 και    

z = 32 = 6. 

β)  

i. Για το εμβαδό του τριγώνου ΓΕΔ μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον τύπο   
βυ 

2
 

όπου η βάση έχει μήκος ΔΓ = ΑΒ = 4 + 8 = 12 και το ύψος είναι το κάθετο τμήμα από 

την κορυφή Ε προς την πλευρά ΔΓ που έχει μήκος ίσο με 6 , οπότε  

(ΓΕΔ) = 
126 

2
 = 66 = 36. 

ii. Το εμβαδό του ορθογωνίου ΑΒΓΔ είναι : (ΑΒΓΔ) = 12  6 = 72.  Το εμβαδό του 

τριγώνου ΓΕΔ είναι 36.  Οπότε  
(ΓΕΔ)

(ΑΒΓΔ)
 =  

36

 72
 = 

1

2
 .  Δηλαδή το εμβαδό του τριγώνου 

ΓΕΔ  είναι το μισό του εμβαδού του ορθογωνίου ΑΒΓΔ.         
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο με πλευρά α  και σημείο Σ στην προέκταση της πλευράς ΑΒ προς το Β 

τέτοιο ώστε ΒΣ = ΑΒ. 

 α) Να υπολογίσετε ως συνάρτηση του α: 

i. Το εμβαδό του τριγώνου ΣΔΓ. 

ii. Το μήκος της πλευράς ΣΓ του τριγώνου ΣΔΓ. 

 (Μονάδες 10) 

 β) Θεωρούμε τυχαίο σημείο Σ’ στην προέκταση της πλευράς ΑΒ προς το Β τέτοιο ώστε  

 ΒΣ’ > ΒΣ. Να συγκρίνετε αιτιολογώντας τις απαντήσεις σας:  

i. Το εμβαδό του τριγώνου Σ’ΔΓ με το εμβαδό του τριγώνου ΣΔΓ.  

ii. Το μήκος της πλευράς Σ’Γ με το μήκος της πλευράς ΣΓ των τριγώνων Σ’ΔΓ και ΣΔΓ 

αντίστοιχα.  

iii. Τις αποστάσεις του σημείου Δ από τις ευθείες ΣΓ και Σ’Γ. 

 (Μονάδες 15) 
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ΛΥΣΗ 

α) 

 

i. Για να υπολογίσουμε το εμβαδό του τριγώνου ΣΔΓ μπορούμε να πάρουμε ως 

βάση την πλευρά ΔΓ, οπότε το ύψος είναι η απόσταση της κορυφής Σ από την 

ευθεία ΔΓ που είναι ίση με α. Άρα (ΣΔΓ) = 
1

2
 α α = 

𝛼2

2
 . 

ii. Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΣΒΓ έχουμε ΣΓ2 = ΣΒ2 + ΒΓ2   ή 

ΣΓ2 =  𝛼2 + 𝛼2 ή ΣΓ2 = 2 𝛼2 ή ΣΓ = α√2 .  

β)  

 
 

i. Τα τρίγωνα Σ’ΔΓ και ΣΔΓ έχουν κοινή βάση τη ΔΓ και ύψος ίσο με την 

απόσταση των παραλλήλων πλευρών ΑΒ και ΔΓ, αφού οι κορυφές τους Σ και 

Σ’ βρίσκονται  στην ευθεία ΑΒ // ΔΓ. Οπότε τα τρίγωνα αυτά έχουν και ίσα 

εμβαδά.  

 (Σ’ΔΓ) = (ΣΔΓ) = 
1

2
 α α = 

𝛼2

2
 . 

ii. Από το σημείο Γ έχουμε το κάθετο τμήμα ΓΒ προς την ευθεία ΑΒ και τα 

πλάγια ΓΣ και ΓΣ’. Τα ίχνη Σ και Σ’ των πλάγιων τμημάτων ΓΣ και ΓΣ’ αντίστοιχα 

είναι τέτοια ώστε οι αποστάσεις τους από το ίχνος Β του κάθετου ΓΒ να είναι 
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άνισες και συγκεκριμένα ΒΣ’ > ΒΣ, οπότε και τα αντίστοιχα πλάγια είναι 

ομοίως άνισα δηλαδή ΓΣ’ > ΓΣ. 

iii. Η απόσταση του σημείου Δ από την ευθεία ΣΓ είναι ίση με το μήκος του 

τμήματος ΔΕ και η  απόσταση του σημείου Δ από την ευθεία Σ’Γ είναι ίση με 

το μήκος του τμήματος ΔΗ. Ισχύει (Σ’ΔΓ) =  
1

2
 Σ’Γ ΔΗ και (ΣΔΓ) =  

1

2
 ΣΓ ΔΕ. 

Δείξαμε στο ερώτημα βi) ότι τα τρίγωνα Σ’ΔΓ και ΣΔΓ είναι ισεμβαδικά  οπότε 

θα έχουμε:  

 
1

2
 Σ’Γ ΔΗ = 

1

2
 ΣΓ ΔΕ ή Σ’Γ ΔΗ = ΣΓ ΔΕ  ή  

𝛴′𝛤

𝛴𝛤
  = 

𝛥𝛦

𝛥𝛨
  και επειδή Σ’Γ > ΣΓ  

θα έχουμε ΔΕ > ΔΗ. Δηλαδή η απόσταση του σημείου Δ από  την ευθεία Σ’Γ 

είναι μικρότερη από την απόσταση του σημείου Δ από την ευθεία ΣΓ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με βάσεις ΑΒ  και ΓΔ, ώστε ΑΒ > ΓΔ. Από τις κορυφές Γ κα Δ φέρουμε 

ΓΕ//ΑΔ και ΔΖ//ΓΒ, με Ε και Ζ σημεία στην πλευρά ΑΒ του τραπεζίου.  

α) Να συγκρίνετε τα εμβαδά των τετραπλεύρων ΑΔΓΕ και ΒΓΔΖ. (Μονάδες 9) 

β) Να εκφράσετε τις περιμέτρους των  τετραπλεύρων ΑΔΓΕ και ΒΓΔΖ ως συνάρτηση των 

πλευρών του τραπεζίου ΑΒΓΔ. (Μονάδες 8) 

γ) Πώς θα πρέπει να κατασκευάσουμε το τραπέζιο ΑΒΓΔ ώστε  τα τετράπλευρα ΑΔΓΕ και 

ΒΓΔΖ να έχουν ίσες περιμέτρους και ίσα εμβαδά; (Μονάδες 8)   
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ΛΥΣΗ 

 

α) Τα τετράπλευρα ΑΔΓΕ και ΒΓΔΖ έχουν τις απέναντι πλευρές τους  ανά δύο 

παράλληλες, άρα είναι παραλληλόγραμμα. Για τα εμβαδά τους έχουμε : 

(ΑΔΓΕ) = ΔΓ ∙ υ (1), όπου υ είναι το ύψος του τραπεζίου ή αλλιώς η απόσταση των 

βάσεών του. 

(ΒΓΔΖ) = ΔΓ ∙ υ (2), όπου υ είναι το ύψος του τραπεζίου. 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι τα τετράπλευρα ΑΔΓΕ και ΒΓΔΖ είναι 

ισεμβαδικά. 

β) Το τετράπλευρο ΑΔΓΕ έχει περίμετρο Π1 = ΑΔ + ΔΓ + ΓΕ + ΕΑ, αλλά οι απέναντι 

πλευρές του είναι ίσες αφού είναι παραλληλόγραμμο, οπότε Π1 = 2 ∙ ΑΔ + 2 ∙ ΔΓ.  

Το τετράπλευρο ΒΓΔΖ είναι επίσης παραλληλόγραμμο οπότε έχει περίμετρο  

Π2 = ΒΓ + ΔΓ + ΔΖ + ΖΒ = 2 ∙ ΒΓ + 2 ∙ ΔΓ. 

γ) Από το ερώτημα α) έχουμε ότι τα τετράπλευρα ΑΔΓΕ και ΒΓΔΖ έχουν ίσα εμβαδά 

ανεξάρτητα από τη μορφή που έχει το αρχικό τραπέζιο. Για να έχουν και ίσες 

περιμέτρους θα πρέπει ΑΔ = ΒΓ, δηλαδή το αρχικό τραπέζιο να έχει τις μη παράλληλες 

πλευρές του ίσες, οπότε το τραπέζιο ΑΒΓΔ πρέπει να είναι ισοσκελές.  
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ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω ςχήμα: 

α) Να βρείτε το μήκοσ τησ πλευράσ ΔΕ. (Μονάδεσ 10) 

β) Να υπολογίςετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την τεθλαςμζνη γραμμή 

ΑΒΓΔΕΖΗΘΙΑ. (Μονάδεσ 15) 
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ΛΥΣΗ 

 

 

α) Φζροντασ το τμιμα ΓΖ, το τρίγωνο ΔΓΕ είναι ορκογώνιο με ΔΓ= 5 και ΓΕ=12. 

Εφαρμόηοντασ Πυκαγόρειο κεώρθμα ζχουμε: ΔΕ2=ΔΓ2+ΓΕ2 ι ΔΕ2=52+122 ι ΔΕ2=25+144 ι 

ΔΕ2=169, άρα ΔΕ=13. 

β) Το χωρίο αποτελείται από το ορκογώνιο τρίγωνο ΔΓΕ, το ορκογώνιο ΒΖΚΑ και το 

τετράγωνο ΚΗΘΙ. Υπολογίηουμε τα εμβαδά τουσ ξεχωριςτά. 

(ΔΓΕ) = 
 

 
 ΓΕ ΔΓ = 

 

 
 12 5 = 30 τ.μ. 

(ΒΖΚΑ) = ΒΖΑΒ = 74 = 28 τ.μ. 

(ΚΗΘΙ) = 32 = 9 τ.μ. 

Άρα (ΑΒΓΔΕΖΗΘΙ) = (ΔΓΕ) + (ΒΖΚΑ) + (ΚΗΘΙ) = 30 + 28 + 9 = 67 τ.μ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ του παρακάτω ςχήματοσ η διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτην πλευρά ΒΓ ζχει 

μήκοσ 3 και η πλευρά ΑΓ είναι ίςη με 4. Αν ΒΕ=5, τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι η διάμεςοσ ΑΕ είναι κάθετη ςτην πλευρά ΑΓ. (Μονάδεσ 10) 

β)  

i. Να δικαιολογήςετε γιατί (ΑΒΕ)=(ΑΓΕ). (Μονάδεσ 05) 

ii. Να υπολογίςετε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ. (Μονάδεσ 10) 
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ΛΥΣΗ 

 

 

α) Το τμιμα ΒΕ είναι το μιςό τθσ πλευράσ ΒΓ, αφοφ θ ΑΕ είναι διάμεςοσ ςτθν πλευρά ΒΓ, 

άρα ΕΓ=5. Στο τρίγωνο ΑΓΕ μεγαλφτερθ πλευρά του είναι θ ΓΕ και κα εξετάςουμε αν το 

τετράγωνο τθσ μεγαλφτερθσ πλευράσ του ιςοφται με το άκροιςμα των τετραγώνων των 

άλλων δφο πλευρών του. Δθλαδι αν Γ Ε 2 =ΑΓ 2 +ΑΕ 2  
 5 2 =4 2 +3 2   25=16+925=25 

που ιςχφει. Άρα το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ορκογώνιο με Ε ̂Γ = 90ο, οπότε ΑΕΑΓ. 

 β)  

i. Γνωρίηουμε ότι θ διάμεςοσ ενόσ τριγώνου χωρίηει το τρίγωνο ςε δφο ιςοδφναμα 

τρίγωνα, άρα (ΑΒΕ) = (ΑΓΕ).  

ii. Το ΑΓΕ είναι ορκογώνιο τρίγωνο, άρα το εμβαδό του κα ιςοφται με το θμιγινόμενο 

των κάκετων πλευρών του, δθλαδι (ΑΓΕ) = 
 

 
 ΑΕ ΑΓ = 

 

 
 3 4 = 6 τ.μ. 

Από το β) i. ερώτθμα ζχουμε ότι (ΑΒΕ)=(ΑΓΕ), άρα (ΑΒΓ)=2(ΑΓΕ). Βρικαμε ότι (ΑΓΕ)=6, 

επομζνωσ (ΑΒΓ) = 26 =12 τ.μ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΒΓ=13 και ΓΔ=14. Αν ΓΕ είναι το κάκετο τμιμα από το 

ςθμείο Γ ςτθν πλευρά ΑΒ και το τμιμα ΑΕ ζχει μικοσ 9, τότε:   

α) Να υπολογίςετε το μικοσ του τμιματοσ ΓΕ. (Μονάδεσ 13) 

β) Να υπολογίςετε το εμβαδό 

i. του παραλλθλογράμμου ΑΒΓΔ.  

ii. του τραπεηίου ΑΕΓΔ.  

 (Μονάδεσ 12) 

  

 

 

 

 

      (Μονάδες 8) 

  

 

 

 

 

 18560



ΛΥΣΗ  

Ζςτω το παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΒΓ=13 και ΓΔ=14. Φζρουμε ΓΕΑΒ. 

  

α) ΑΒ = ΓΔ ωσ απζναντι πλευρζσ του παραλλθλογράμμου ΑΒΓΔ. Για το τμιμα ΒΕ 

ζχουμε:  ΒΕ = ΑΒ – ΑΕ = 14 – 9 = 5. Στο ορκογώνιο τρίγωνο ΓΕΒ εφαρμόηοντασ 

Πυκαγόρειο κεώρθμα ζχουμε:  

Γ Ε 2 = Γ Β 2 - Β Ε 2  ι Γ Ε 2 = 1 3 2 - 5 2  ι Γ Ε 2 = 1 6 9 - 2 5  ι  Γ Ε 2 = 1 4 4 , άρα ΓΕ=12. 

β)  

i. Το μικοσ ΓΕ είναι θ απόςταςθ των απζναντι πλευρών ΑΒ και ΓΔ του 

παραλλθλογράμμου ΑΒΓΔ. Άρα (ΑΒΓΔ)= Α Β Γ Ε = 1 4 1 2 , δθλαδι (ΑΒΓΔ)=168 

τ.μ. 

ii. Το τραπζηιο ΑΕΓΔ είναι ορκογώνιο και οι βάςεισ του είναι οι ΑΕ και ΓΔ. Άρα 

(ΑΕΓΔ)=  
     

 
 Γ Ε  =  

    

 
 1 2 = 2 3 6 , δθλαδι (ΑΕΓΔ)=138 τ.μ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Προεκτείνουμε την πλευρά ΒΓ κατά τμήμα ΓΔ=ΒΓ και την πλευρά ΑΒ 

κατά τμήμα ΒΕ=ΑΒ.  

α) Αν (ΑΒΓ)= 25 m2, να αποδείξετε ότι (ΒΔΕ)=50 m2. (Μονάδεσ 10) 

β) Από την κορυφή Α φζρουμε ευθεία παράλληλη ςτην ΕΔ και από την κορυφή Δ ευθεία 

παράλληλη ςτην ΕΑ που τζμνονται ςτο ςημείο Ζ. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του 

τριγώνου ΑΖΔ είναι 4-πλάςιο του εμβαδοφ του τριγώνου ΑΒΓ. (Μονάδεσ 15) 
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ΛΥΣΘ  

Ζςτω το τρίγωνο ΑΒΓ με (ΑΒΓ) = 25 m2 ςτο οποίο ζχουμε προεκτείνει τθν πλευρά  

α = ΒΓ κατά τμιμα ΓΔ = α και τθν πλευρά γ = ΑΒ κατά τμιμα ΒΕ = γ. 

  

α) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΔΕ ζχουν  ̂ +  ̂εξ =180ο , άρα ο λόγοσ των εμβαδών τουσ κα 

ιςοφται με το λόγο των γινομζνων των πλευρών που περιζχουν τισ γωνίεσ αυτζσ. 

Δθλαδι  
     

     
 = 

   

    
 = 

 

 
 , άρα (ΒΔΕ) = 2(ΑΒΓ) ι (ΒΔΕ) = 50 m2.  

β) Στο τρίγωνο ΑΒΔ το τμιμα ΑΓ είναι διάμεςοσ που αντιςτοιχεί ςτθν πλευρά ΒΔ, 

οπότε τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΓΔ είναι ιςοδφναμα, δθλαδι (ΑΓΔ) = (ΑΒΓ). Θ διαγώνιοσ 

ΑΔ χωρίηει το παραλλθλόγραμμο ςε δφο ίςα τρίγωνα, τα ΑΗΔ και ΑΕΔ, οπότε αυτά 

είναι ιςοδφναμα, δθλαδι (ΑΔΗ) = (ΑΕΔ).   

Επομζνωσ (ΑΗΔ) = (ΑΕΔ) = (ΑΒΓ) + (ΑΓΔ) + (ΒΔΕ) = 4(ΑΒΓ). 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράσ α. 

α) Να αποδείξετε ότι  το μικοσ τθσ διαγωνίου ΒΔ ιςοφται με α√   και να βρείτε το εμβαδό 

του. (Μονάδεσ 05) 

β)  

i. Να ςχεδιάςετε το τετράγωνο ΒΔΖΗ ζτςι ώςτε το ςθμείο Α να είναι εςωτερικό ςθμείο 

του και να αποδείξετε ότι το ςθμείο Α είναι το κζντρο του τετραγώνου ΒΔΖΗ.  

 (Μονάδεσ 07) 

ii. Να υπολογίςετε το εμβαδόν του ΒΔΖΗ και να το ςυγκρίνετε με το εμβαδό του 

αρχικοφ τετραγώνου ΑΒΓΔ. (Μονάδεσ 08) 

γ) Επαναλαμβάνουμε το ςχεδιαςμό όπωσ περιγράφθκε παραπάνω και ςχθματίηουμε νζο 

τετράγωνο, με πλευρά κάκε φορά, τθ διαγώνιο του προθγοφμενου τετραγώνου.  

Δθλαδι με πλευρά τθ διαγώνιο ΔΗ του τετραγώνου ΒΔΖΗ ςχεδιάηουμε νζο τετράγωνο, το 

ΔΗΘΚ. Με πλευρά τθ διαγώνιο ΗΚ του ΔΗΘΚ ςχεδιάηουμε νζο τετράγωνο κ.ο.κ. Αν κζλουμε 

να ςχεδιάςουμε τετράγωνο του οποίου το εμβαδό του κα είναι 16 φορζσ το εμβαδό του 

αρχικοφ τετραγώνου ΑΒΓΔ, πόςεσ φορζσ ακόμθ πρζπει  να επαναλάβουμε το ςχεδιαςμό 

αυτό; Να δικαιολογιςετε τθν απάντθςι ςασ.  (Μονάδεσ 05) 
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ΛΥΣΗ 

α) Εφαρμόηοντασ Πυκαγόρειο Θεϊρθμα ςτο τρίγωνο ΑΒΔ ζχουμε: 

ΒΔ2=ΑΒ2+ΑΔ2 ι ΒΔ2 = α2 + α2 ι ΒΔ2 = 2α2, οπότε ΒΔ= α√ . Για το εμβαδόν του ΑΒΓΔ, ζχουμε 

(ΑΒΓΔ) = α2. 

β)  

i.  

 

 

Τα τμιματα ΔΑ και ΒΑ είναι κάκετα μεταξφ τουσ ωσ πλευρζσ του αρχικοφ 

τετραγϊνου ΑΒΓΔ. Η γωνία Β ̂Α είναι 45ο αφοφ θ διαγϊνιοσ ΒΔ διχοτομεί τθ γωνία  ̂ 

του τετραγϊνου. Επειδι Β ̂Ζ = 90ο ωσ γωνία του τετραγϊνου ΒΔΖΗ, Α ̂Ζ = 45ο . 

Οπότε το τμιμα ΔΑ διχοτομεί τθ γωνία  ̂ του τετραγϊνου, άρα  το ΔΑ ανικει ςτθ 

διαγϊνιο του τετραγϊνου ΒΔΖΗ. Ομοίωσ θ ΒΑ διχοτομεί τθ γωνία  ̂ του τετραγϊνου 

ΒΔΖΗ και το ΒΑ ανικει ςτθν άλλθ διαγϊνιό του. Οι δφο διαγϊνιεσ του τετραγϊνου 

ΒΔΖΗ τζμνονται ςτο ςθμείο Α, δθλαδι το Α είναι το κζντρο του. 

ii. Η πλευρά του τετραγϊνου ΒΔΖΗ είναι ίςθ με α√ , οπότε για το εμβαδον του 

ζχουμε: (ΒΔΖΗ) = (α√ )2 ι (ΒΔΖΗ) = 2α2. Στο α) ερϊτθμα βρικαμε ότι το εμβαδό του 

ΑΒΓΔ είναι α2, οπότε παρατθροφμε ότι (ΒΔΖΗ) = 2(ΑΒΓΔ). 
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γ)  

 

Στο τετράγωνο ΒΔΖΗ θ πλευρά του ιςοφται με  α√  . Επομζνωσ θ διαγϊνιόσ του ΔΗ , 

ςφμφωνα με το α)  ερϊτθμα, κα είναι ίςθ με α√  √  = 2α. Επομζνωσ θ πλευρά του 

τετραγϊνου ΔΗΘΚ είναι 2α, οπότε (ΔΗΘΚ) = 4α2. Συγκρίνοντασ το εμβαδό του 

τετραγϊνου ΔΗΘΚ με το εμβαδό του ΒΔΖΗ παρατθροφμε ότι (ΔΗΘΚ) = 2(ΒΔΖΗ), όπωσ 

και (ΒΔΖΗ) = 2(ΑΒΓΔ). Επομζνωσ (ΔΗΘΚ) = 2(ΒΔΖΗ) = 4(ΑΒΓΔ). Δθλαδι, ςχεδιάηοντασ 

τετράγωνο με πλευρά τθ διαγϊνιο ενόσ τετραγϊνου, το νζο τετράγωνο ζχει διπλάςιο 

εμβαδό από το προθγοφμενό του. Το αρχικό τετράγωνο ΑΒΓΔ με πλευρά ίςθ με α, ζχει 

εμβαδό α2, το ΒΔΖΗ ζχει εμβαδό 2α2 , το ΔΗΘΚ ζχει εμβαδό 4α2. Σχεδιάηοντασ 

τετράγωνο με πλευρά τθ διαγϊνιο του ΔΗΘΚ κα προκφψει τετράγωνο με εμβαδό 8α2.  

Επομζνωσ για να ςχεδιάςουμε τετράγωνο του οποίου το εμβαδό του κα είναι 16 φορζσ 

το εμβαδό του αρχικοφ τετραγϊνου ΑΒΓΔ, κα πρζπει να κάνουμε τθ διαδικαςία αυτι 

ςυνολικά τζςςερισ (4) φορζσ. Δθλαδι, μετά το τετράγωνο ΔΗΘΚ του ςχιματοσ κα 

χρειαςτεί να φτιάξουμε, όπωσ περιγράφθκε, δφο ακόμθ τετράγωνα.  
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ΘΕΜΑ 4 

Ο παπποφσ του Πζτρου ζχει ζναν κιπο ςχιματοσ ορκογωνίου και κζλει να φυτζψει ςτον 

μιςό διάφορα λουλοφδια και ςτο υπόλοιπο γκαηόν. Λζει λοιπόν ςτον Πζτρο ότι ζχει 

ςκεφτεί κάποιουσ απλοφσ τρόπουσ να τον χωρίςει ςε δφο κομμάτια που να ζχουν το ίδιο 

εμβαδό.  

α) Να ςχεδιάςετε δφο (2) τρόπουσ με τουσ οποίουσ χωρίηεται ο κιποσ ςε δφο κομμάτια 

ίδιου εμβαδοφ και να αιτιολογιςετε τισ επιλογζσ ςασ.  

 (Μονάδεσ 10) 

β) Ο Πζτροσ  προτείνει ςτον παπποφ του ζναν δικό του τρόπο για το χωριςμό. Για να 

ορίςει το κομμάτι που κα φυτευτεί με λουλοφδια χρθςιμοποιεί τρεισ πζτρεσ.  Τοποκετεί 

τθν πρϊτθ πζτρα ςε ζνα εςωτερικό ςθμείο τθσ μιασ πλευράσ του κιπου και τισ άλλεσ δφο 

ςτισ απζναντι κορυφζσ του ορκογωνίου. Δείχνει ςτον παπποφ του το τρίγωνο που 

ςχθματίηεται εξθγϊντασ του πωσ είναι το μιςό του κιπου. Προτείνει δε ςτον παπποφ του, 

το τριγωνικό χωρίο που ςχθματίηεται, να το μετακινιςει εκείνοσ ςε όποια κζςθ νομίηει 

καλφτερα μετακινϊντασ μόνο τθν πρϊτθ πζτρα, χωρίσ παρ’ όλα αυτά να αλλάξει το 

εμβαδό του. 

i.  Να  ςχεδιάςετε τον τρόπο που προτείνει ο Πζτροσ και να αποδείξετε ότι, το 

εμβαδό του ςχθματιηόμενου τριγωνικοφ χωρίου είναι το μιςό του κιπου.  

 (Μονάδεσ 08) 

ii. Τι εννοεί ο Πζτροσ λζγοντασ ότι «το τριγωνικό χωρίο μπορεί να μετακινθκεί όταν 

αλλάηει θ κζςθ τθσ πρϊτθσ πζτρασ ςε εςωτερικό ςθμείο τθσ πλευράσ του κιπου 

και παρ’ όλα αυτά δεν αλλάηει το εμβαδό του»; Να δικαιολογιςετε τθν απάντθςι 

ςασ. (Μονάδεσ 07)  
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ΛΥΣΘ 

α)  

 

                1θ περίπτωςθ                   2θ περίπτωςθ 

 

             3θ περίπτωςθ                   4θ περίπτωςθ 

Κάποιοι τρόποι με τουσ οποίουσ μπορεί να χωριςτεί ζνα ορκογϊνιο ςε δφο ιςεμβαδικά 

χωρία είναι είτε φζροντασ τισ μεςοπαράλλθλεσ των απζναντι πλευρϊν του ορκογωνίου είτε 

τισ διαγϊνιζσ του. Οι δφο πρϊτεσ περιπτϊςεισ όπωσ και θ 3θ και 4θ  κεωροφνται 

διαφορετικζσ αφοφ το χωρίο είναι κιποσ και ζχει ςθμαςία ο προςανατολιςμόσ του. 

Αν ΑΒ = ΓΔ = α και ΑΔ = ΒΓ = β τότε (ΑΒΓΔ) = αβ.  

Στθν 1θ περίπτωςθ ζχουμε (ΑΒΘΘ)=(ΘΘΓΔ) =α  
 

 
 = 

      

 
 . 

Στθν 2θ περίπτωςθ ζχουμε (ΑΕΗΔ)=(ΕΒΓΗ) = 
 

 
 β = 

      

 
 . 

Στθν 3θ και 4θ περίπτωςθ τα τρίγωνα που δθμιουργοφνται από κάκε διαγϊνιο γνωρίηουμε 

ότι είναι ίςα, άρα και ιςοδφναμα με (ΑΒΓ)=(ΑΔΓ)=(ΑΒΔ)=(ΒΓΔ)= 
 

 
 α β = 

      

 
 . 

Ζνασ άλλοσ τρόποσ που μπορεί επίςθσ να χωριςτεί το ορκογϊνιο ςε δφο ιςεμβαδικά χωρία 

είναι ο εξισ: 
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Θεωροφμε ζνα ςθμείο Κ ςτθν πλευρά ΑΒ και ζνα ςθμείο Λ ςτθν απζναντι πλευρά ΓΔ τζτοια 

ϊςτε ΑΚ = ΓΛ. Αν ΑΚ =ΓΛ =x, τότε ΚΒ = ΛΔ = α – x. Τα δφο τραπζηια ΑΚΛΔ και ΓΛΚΒ ζχουν ίςεσ 

τισ βάςεισ τουσ και το φψοσ τουσ είναι θ διάςταςθ ΑΔ του ορκογωνίου. Οπότε (ΑΚΛΔ) = 

(ΓΛΚΒ) = 
     

 
  β = 

 

 
 β = 

      

 
 . 

β)  

i.  

 

Ζςτω ότι το εςωτερικό ςθμείο μιασ πλευράσ του ορκογωνίου είναι το ςθμείο Ι, τότε 

οι απζναντι κορυφζσ είναι οι Γ και Δ. Οπότε ςχθματίηεται το τρίγωνο ΙΔΓ που θ 

πλευρά του ΔΓ είναι το μικοσ α του ορκογωνίου και το φψοσ προσ αυτι είναι θ 

απόςταςθ του Ι από τθ ΔΓ, δθλαδι θ άλλθ διάςταςθ του ορκογωνίου που ιςοφται με 

β. Άρα (ΙΔΓ) = 
 

 
 α β = 

      

 
 . 

ii.  
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Ζςτω ότι θ κζςθ του ςθμείου Ι μεταβάλλεται και μπορεί να είναι οποιοδιποτε 

εςωτερικό ςθμείο τθσ πλευράσ ΑΒ. Σε κάκε τζτοια μετακίνθςθ του ςθμείου Ι, το 

τρίγωνο που ςχθματίηεται ζχει εμβαδό το μιςό του αρχικοφ ορκογωνίου όπωσ 

αποδείχκθκε ςτο β) i. ερϊτθμα. Και οι κζςεισ του Ι είναι τα άπειρα εςωτερικά 

ςθμεία τθσ πλευράσ ΑΒ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται δφο κφκλοι με κζντρα Ο και Κ. Ο κφκλοσ με κζντρο Ο ζχει ακτίνα R=7 ενώ ο 

κφκλοσ με κζντρο Κ ζχει ακτίνα ρ=2. Το τμήμα ΑΒ είναι το κοινό εξωτερικό εφαπτόμενο 

τμήμα των δφο κφκλων και το τμήμα ΚΕ είναι παράλληλο ςτο τμήμα ΑΒ με Ε ςημείο του 

τμήματοσ ΟΑ. Η διάκεντροσ ΟΚ τζμνει τον κφκλο (Ο,R) ςτο ςημείο Γ και τον κφκλο (Κ,ρ) ςτο 

ςημείο Δ.  

α) Αν η θζςη των δφο κφκλων είναι τζτοια ώςτε, η απόςταςη των ςημείων Γ και Δ είναι 

ΓΔ=4, τότε: 

i. Να υπολογίςετε το μήκοσ του τμήματοσ ΑΒ. (Μονάδεσ 10) 

ii. Να βρείτε το εμβαδόν του τετραπλεφρου ΑΒΚΟ. (Μονάδεσ 07) 

β) Ποια πρζπει να είναι η ςχετική θζςη των 2 κφκλων, ώςτε το εμβαδόν του ΑΒΚΕ να 

ιςοφται με 4√   τ.μ.;  (Μονάδεσ 08) 

 

 

 

      (Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

α)  

 

i. Οι ακτίνεσ ΟΑ και ΚΒ είναι κάκετεσ ςτο εφαπτόμενο τμιμα ΑΒ ςτα ςθμεία επαφισ Α 

και Β. Το τμιμα ΚΕ είναι παράλλθλο ςτο ΑΒ και αφοφ ΑΒΟΑ, κα είναι και ΚΕΟΑ. 

Άρα το τετράπλευρο ΑΒΚΕ ζχει 3 ορκζσ γωνίεσ και είναι ορκογϊνιο. Επομζνωσ 

ΑΕ=ΚΒ=2 και ΟΕ=ΟΑ-ΕΑ=7-2=5. Στο ορκογϊνιο τρίγωνο ΟΕΚ θ υποτείνουςά του ΟΚ 

είναι ΟΓ+ΓΔ+ΔΚ=7+4+2=13. Εφαρμόηοντασ το Πυκαγόρειο κεϊρθμα ζχουμε: 

ΚΕ2=ΟΚ2-ΟΕ2 ι ΚΕ2=132-52 ι ΚΕ2=169-25 ι ΚΕ2=144, άρα ΚΕ=12. Άρα ΑΒ = ΚΕ =12.  

ii. Στο τετράπλευρο ΑΒΚΟ είναι ΟΑΑΒ και ΚΒΑΒ, άρα ΟΑ//ΚΒ. Επίςθσ ΟΑ=7≠2=ΚΒ, 

άρα οι απζναντι πλευρζσ του είναι παράλλθλεσ και άνιςεσ, οπότε δεν είναι 

παραλλθλόγραμμο. Άρα το ΑΒΚΟ είναι τραπζηιο,  ςτο οποίο θ μικρι του βάςθ είναι 

θ ΚΒ, θ μεγάλθ βάςθ του θ ΟΑ και το φψοσ του είναι το μικοσ του εφαπτόμενου 

τμιματοσ  ΑΒ. Οπότε (ΑΒΚΟ) =  
     

 
  ΑΒ =  

   

 
  12 = 54 τ.μ. 

β)  Το ΑΒΚΕ είναι ορκογϊνιο, άρα (ΑΒΚΕ) = ΑΒΚΒ. Επειδι (ΑΒΚΕ) = 4√  , ζχουμε: 

4√   = ΑΒ2 άρα ΑΒ = 2√  . Από το α) ερϊτθμα ΑΒ=ΚΕ, οπότε ΚΕ=2√   και από το Π.Θ. 

ςτο τρίγωνο ΟΚΕ είναι: ΟΚ2 = ΟΕ2+ΚΕ2 ι ΟΚ2=52+(2√  )2 , ι ΟΚ2 = 25+56, ι ΟΚ2=81, άρα 

ΟΚ=9. Για το τμιμα ΟΚ ιςχφει ότι ΟΚ=ΟΓ+ΓΔ+ΔΚ, ι 9=7+ΓΔ+2, δθλαδι 9=9+ΓΔ, οπότε ΓΔ=0. 

Δθλαδι θ διάκεντροσ ΟΚ των δφο κφκλων ιςοφται με το άκροιςμα των ακτινϊν τουσ.  Άρα οι 

κφκλοι εφάπτονται εξωτερικά.  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με  ̂ =90ο. 

Με πλευρά την υποτείνουςα ΒΓ και ζξω από το τρίγωνο, γράφουμε το τετράγωνο ΒΓΔΕ. 

Προεκτείνουμε την πλευρά ΒΑ προσ το Α και παίρνουμε ςημείο Ζ τζτοιο ώςτε ΒΖ = ΒΓ. Από 

τα ςημεία Γ και Ζ φζρουμε παράλληλεσ προσ τα τμήματα ΒΖ και ΒΓ αντίςτοιχα, που 

τζμνονται ςτο ςημείο Η.   

α) Να δικαιολογήςετε γιατί το τετράπλευρο ΒΓΗΖ είναι ρόμβοσ και να βρείτε τισ 

περιμζτρουσ του ρόμβου και του τετραγώνου. (Μονάδεσ 10) 

β) Δίνονται οι ιςχυριςμοί: 

Ιςχυριςμόσ 1: «Ο ρόμβοσ και το τετράγωνο αφοφ ζχουν ίςεσ περιμζτρουσ, θα ζχουν και 

ίςα εμβαδά». 

Ιςχυριςμόσ 2: «Ο ρόμβοσ ζχει μικρότερο εμβαδό από το τετράγωνο και μάλιςτα, όπωσ 

ζχουν καταςκευαςτεί τα δφο τετράπλευρα δεν γίνεται να είναι ποτζ ιςεμβαδικά». 

Εξετάςτε ποιοσ από τουσ 2 παραπάνω ιςχυριςμοφσ είναι ςωςτόσ και να δικαιολογήςετε 

πλήρωσ την απάντηςή ςασ.  (Μονάδεσ 15)  
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ΛΥΣΘ 

Ζςτω το ορκογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με  ̂ =90ο και ΒΓΔΕ το τετράγωνο με πλευρά τθν 

υποτείνουςα ΒΓ του τριγώνου. Προεκτείνουμε τθν πλευρά ΒΑ προσ το Α και παίρνουμε 

ςθμείο Η τζτοιο ώςτε ΒΗ = ΒΓ. Οι παράλλθλεσ από το Γ ςτθ ΒΗ και από το Η ςτθ ΒΓ τζμνονται 

ςτο Θ.  

  

α) Το τετράπλευρο ΒΓΘΗ ζχει τισ απζναντι πλευρζσ του παράλλθλεσ, οπότε είναι 

παραλλθλόγραμμο. Επιπλζον οι διαδοχικζσ πλευρζσ του ΒΓ και ΒΗ είναι ίςεσ από τθν 

καταςκευι, οπότε το ΒΓΘΗ είναι ρόμβοσ με πλευρά ίςθ με τθν υποτείνουςα ΒΓ του 

ορκογωνίου τριγώνου ΑΒΓ. Άρα θ περίμετροσ του ρόμβου είναι ίςθ με 4ΒΓ. Επίςθσ το 

τετράγωνο ΒΓΔΕ ζχει πλευρά ίςθ με τθν υποτείνουςα ΒΓ του τριγώνου, άρα θ περίμετρόσ 

του είναι ίςθ με 4ΒΓ. Δθλαδι ο ρόμβοσ και το τετράγωνο ζχουν ίςεσ περιμζτρουσ. 

β) Για το εμβαδό του τετραγώνου ζχουμε ότι (ΒΓΔΕ) = ΒΓ2. Ενώ, για το εμβαδό του ρόμβου, 

αφοφ ο ρόμβοσ είναι παραλλθλόγραμμο, ζχουμε: (ΒΓΘΗ) = ΒΗΓΑ με ΓΑ θ απόςταςθ των 

παραλλιλων πλευρών του ΒΗ και ΓΘ. Συγκρίνοντασ τα δφο εμβαδά παρατθροφμε ότι,  για το 

εμβαδό του τετραγώνου το τμιμα ΒΓ πολλαπλαςιάηεται με το ΒΓ και για το εμβαδό του 

ρόμβου, το ΒΓ πολλαπλαςιάηεται με το ΑΓ. Το τμιμα ΑΓ είναι κάκετθ πλευρά του 

ορκογωνίου τριγώνου ΑΒΓ και το τμιμα ΒΓ είναι υποτείνουςα. Όμωσ θ κάκετθ πλευρά είναι 

πάντα μικρότερθ τθσ υποτείνουςασ, επομζνωσ το εμβαδό του ρόμβου είναι μικρότερο από 

το εμβαδό του τετραγώνου και δεν γίνεται ποτζ τα δφο ςχιματα να είναι ιςεμβαδικά. Άρα ο 

ιςχυριςμόσ 2 είναι ςωςτόσ.  
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ΘΕΜΑ 3 

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε, Ζ των πλευρών ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ αντίστοιχα 

τέτοια ώστε  

ΔΒ =
1
5

ΑΒ, 	ΕΓ =
1
4

ΒΓ, 	ΖΓ =
1
2

ΑΓ 

α) Να υπολογίσετε τους λόγους 

(ΔΒΕ)
(ΑΒΓ)

	 ,
(ΕΓΖ)
(ΑΒΓ)

	 ,
(ΖΑΔ)
(ΑΒΓ)

 

(Μονάδες 15) 

β) Αν είναι (ΑΒΓ) = 120, να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΔΕΖ. 

(Μονάδες 10) 
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ΛΥΣΗ 

 
α) Σύμφωνα με τα δεδομένα της άσκησης έχουμε:  

ΔΒ =
1
5

ΑΒ,	οπότε	ΑΔ =
4
5

ΑΒ 

ΕΓ =
1
4

ΒΓ,	οπότε	ΒΕ =
3
4

ΒΓ 

ΖΓ =
1
2

ΑΓ,	οπότε	ΑΖ =
1
2

ΑΓ 

Τα τρίγωνα ΔΒΕ και ΑΒΓ έχουν κοινή τη γωνία Β$. Οπότε, ο λόγος των εμβαδών τους 

ισούται με τον λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τη γωνία Β$  σε 

καθένα από τα τρίγωνα. Έτσι είναι: 

(ΔΒΕ)
(ΑΒΓ)

=
ΔΒ ∙ ΒΕ
ΑΒ ∙ ΒΓ

		ή		
(ΔΒΕ)
(ΑΒΓ)

=
1
5 ΑΒ 3

4 ΒΓ

ΑΒ ∙ ΒΓ
	ή		

(ΔΒΕ)
(ΑΒΓ)

=
3

20
 

Τα τρίγωνα ΕΓΖ και ΑΒΓ έχουν κοινή τη γωνία Γ$. Οπότε, ο λόγος των εμβαδών τους 

ισούται με τον λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τη γωνία Γ$ σε 

καθένα από τα τρίγωνα. Έτσι είναι: 

(ΕΓΖ)
(ΑΒΓ)

=
ΕΓ ∙ ΖΓ
ΒΓ ∙ ΑΓ

			ή			
(ΕΓΖ)
(ΑΒΓ)

=
1
4 ΒΓ 1

2 ΑΓ

ΒΓ ∙ ΑΓ
		ή			

(ΕΓΖ)
(ΑΒΓ)

=
1
8

 

Τα τρίγωνα ΖΑΔ και ΑΒΓ έχουν κοινή τη γωνία Α'. Οπότε, ο λόγος των εμβαδών τους 

ισούται με τον λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τη γωνία Α' σε 

καθένα από τα τρίγωνα. Έτσι είναι: 

(ΖΑΔ)
(ΑΒΓ)

=
ΑΔ ∙ ΑΖ
ΑΒ ∙ ΑΓ

			ή			
(ΖΑΔ)
(ΑΒΓ)

=
4
5 ΑΒ 1

2 ΑΓ

ΑΒ ∙ ΑΓ
		ή			

(ΖΑΔ)
(ΑΒΓ)

=
4

10
=

2
5

 

β) Από το σχήμα έχουμε ότι:  

 19037-Λύση



(ΑΒΓ) = (ΔΒΕ) + (ΕΓΖ) + (ΖΑΔ) + (ΔΕΖ) 

Από το προηγούμενο ερώτημα είναι: 

(ΔΒΕ) =
3

20
(ΑΒΓ) =

3
20
∙ 120 = 18 

(ΕΓΖ) =
1
8

(ΑΒΓ) =
1
8
∙ 120 = 15 

(ΖΑΔ) =
4

10
(ΑΒΓ) =

2
5
∙ 120 = 48 

Οπότε: 

(ΑΒΓ) = 18 + 15 + 48 + (ΔΕΖ)			ή			(ΔΕΖ) = 39 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται  κύκλος (Ο,R) και η χορδή του ΑΒ ίση με την πλευρά κανονικού εξαγώνου 

εγγεγραμμένου στον κύκλο. Στο σημείο Α φέρνουμε την εφαπτομένη  x’x του κύκλου 

και από το Β την κάθετη στην x’x που την τέμνει στο Γ. Να αποδείξετε ότι:   

α) ΑΓ = 
R√3

2
 .                                                                                                   (Μονάδες 8) 

β) (ΟΑΓΒ) = 
3√3R2

8
 .                                                                                      (Μονάδες 7)                                                                                                                                                                                                                          

γ) το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου, που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα 

είναι: Ε =  
(9√3−4π)R2

24
 .                                                                            (Μονάδες 10)   
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ΛΥΣΗ 

α) 

 

Φέρνουμε τις ακτίνες ΟΑ, ΟΒ. 

Από τα δεδομένα, η ΑΒ είναι πλευρά κανονικού 6-γώνου εγγεγραμμένου στον κύκλο 

οπότε το τόξο ΑΒ θα ισούται με 
3600

6
 = 600. Άρα και η επίκεντρη γωνία ΑΟΒ θα 

ισούται με 600 επομένως το τρίγωνο ΟΑΒ θα είναι ισόπλευρο πλευράς R. Δηλαδή  

ΑΒ = R = OA = OB και επιπλέον θα έχει όλες του τις γωνίες ίσες με 600. 

Η ΟΑ ως ακτίνα που αντιστοιχεί στο σημείο επαφής, είναι κάθετη στην εφαπτομένη 

x’x, επομένως η γωνία ΟΑΓ είναι ορθή. 

Άρα η γωνία Α1 θα ισούται με 300, οπότε στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η ΒΓ = 
ΑΒ

2
 = 
R

2
. 

Έτσι στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ από το πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε: 

ΑΓ2 = ΑΒ2 - ΒΓ2 ή ΑΓ2 = R2 – (
R

2
)2 ή ΑΓ2 = R2 – 

R2

4
 ή ΑΓ2 =  

3R2

4
, οπότε ΑΓ = 

R√3

2
 . 

β) Λόγω του ερωτήματος (α), οι ΟΑ, ΒΓ ως κάθετες στην x’x, θα είναι μεταξύ τους 

παράλληλες. Άρα το τετράπλευρο ΟΑΓΒ είναι τραπέζιο με βάσεις ΟΑ, ΒΓ και ύψος ΑΓ. 

Οπότε (ΟΑΓΒ) = 
ΟΑ+ΒΓ

2
 ∙ΑΓ = 

R+
R

2

2
 ∙
R√3

2
 = 
3R

4
 ∙
R√3

2
 = 
3√3R2

8
 . 

γ) Το ζητούμενο εμβαδό θα βρεθεί αν από το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ, 

αφαιρέσουμε το εμβαδό του κυκλικού τμήματος τ1. Δηλαδή Ε = (ΑΒΓ) – (τ1)(1). 
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Λόγω του ερωτήματος (α) έχουμε: 

(ΑΒΓ) = 
1

2
 ∙ΒΓ∙ΑΓ = 

1

2
 ∙
R

2
∙
R√3

2
 = 
R2√3

8
. 

 

(τ1) = (Ο


 ) – (ΟΑΒ) = 
πR2μ

360
 - 

R2√3

4
 = 

πR2∙600

360
 - 

R2√3

4
 = 

πR2

6
 - 

R2√3

4
 = 

2πR2−3√3R2

12
 . 

Έτσι η (1) δίνει: Ε = 
R2√3

8
 - 
2πR2−3√3R2

12
 = 
3√3R2−4πR2+6√3R2

24
 = 
9√3R2−4πR2

24
 

= 
(9√3−4π)R2

24
 . 

Εναλλακτικά: Το ζητούμενο εμβαδό είναι: Ε = (ΟΑΓΒ) – (Ο


 ). 

Λόγω του ερωτήματος (β) το (ΟΑΓΒ) = 
3√3R2

8
 . 

Επίσης: (Ο


 ) = 
πR2μ

360
 = 
πR2∙600

360
 = 
πR2

6
 . 

Έτσι Ε = 
3√3R2

8
 - 
πR2

6
 = 
9√3R2−4πR2

24
 = 
(9√3−4π)R2

24
 . 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΒΓ = 8. Στην προέκταση της ΓΒ προς το Β 

παίρνουμε σημείο Δ, ώστε ΔΒ = 4 και Ε είναι το μέσο της ΑΓ.   

α) Να αποδείξετε ότι �ΑΒΓ� = 4ΑΓ ∙ ημΓ.                           (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι �ΓΔΕ� = 3ΑΓ ∙ ημΓ.                            (Μονάδες 9) 

γ) Να υπολογίσετε τον λόγο των εμβαδών των τριγώνων ΑΒΓ και ΓΔΕ και να βρείτε το 

εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, αν το εμβαδόν του τριγώνου ΓΔΕ είναι 12 τ.μ.           (Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

α) Για το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ ισχύει ο τύπος 

�ΑΒΓ� =
1
2

ΒΓ ∙ ΑΓ ∙ ημΓ. 

Από τα δεδομένα έχουμε ότι ΒΓ = 8, επομένως  

�ΑΒΓ� =
1
2
∙ 8 ∙ ΑΓ ∙ ημΓ = 4ΑΓ ∙ ημΓ. 

β) Για το εμβαδόν του τριγώνου ΓΔΕ ισχύει ο τύπος 

�ΓΔΕ� =
1
2

ΓΔ ∙ ΓΕ ∙ ημΓ. 

Από τα δεδομένα έχουμε ότι ΒΓ = 8 και ΔΒ = 4, επομένως ΓΔ = ΒΓ + ΔΒ = 8 + 4 = 12. 

Επιπλέον ΓΕ =
ΑΓ

2
, γιατί Ε είναι το μέσο της ΑΓ. Άρα  

�ΓΔΕ� =
1
2
∙ 12 ∙

ΑΓ

2
∙ ημΓ = 3ΑΓ ∙ ημΓ. 

γ) Από τα ερωτήματα α) και β) προκύπτει ότι ο λόγος των εμβαδών των τριγώνων ΑΒΓ και 

ΓΔΕ είναι  

�ΑΒΓ�

�ΓΔΕ�
=
4ΑΓ ∙ ημΓ

3ΑΓ ∙ ημΓ
=
4

3
∙ 

Όμως �ΓΔΕ� = 12 τ.μ. επομένως  

�ΑΒΓ�

��
=



�
   ή �ΑΒΓ� = 16 τ.μ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Η κορνίζα του παρακάτω σχήματος αποτελείται από δύο όμοια ορθογώνια με παράλληλες 

πλευρές και κοινό κέντρο Ο. Το ορθογώνιο Α’Β’Γ’Δ’ έχει το μισό εμβαδόν από το ορθογώνιο 

ΑΒΓΔ.  

α) Να βρείτε τον λόγο ομοιότητας του ορθογωνίου ΑΒΓΔ προς το ορθογώνιο Α’Β’Γ’Δ’.   

(Μονάδες 5) 

β) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ είναι όμοια.             (Μονάδες 6) 

γ) Στην κορνίζα τοποθετούμε μια φωτογραφία που χωράει ακριβώς στο κάδρο, χωρίς να 

χάνεται κανένα μέρος της. Η διαγώνιος ΑΓ της κορνίζας έχει μήκος 40 cm και ΑΟ�Β = 120
ο. 

i. Πόσο μήκος έχει η διαγώνιος της φωτογραφίας;                  (Μονάδες 6) 

ii. Πόσο είναι το εμβαδόν της φωτογραφίας;                                                    (Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

α) Αφού το ορθογώνιο Α’Β’Γ’Δ’ έχει το μισό εμβαδόν από το ορθογώνιο ΑΒΓΔ, θα είναι 

�ΑΒΓΔ� = 2�Α′Β′Γ′Δ′�  ή  

�ΑΒΓΔ�
�Α′Β′Γ′Δ′�

= 2. 

Αν είναι λ ο λόγος ομοιότητας του ορθογωνίου ΑΒΓΔ προς το ορθογώνιο Α’Β’Γ’Δ’, τότε  

�ΑΒΓΔ�
�Α′Β′Γ′Δ′�

= λ
2
. 

Άρα λ
� = 2 ή λ = √2. 

β)  

 

Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ έχουν Α�� = Α�′� ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες των 

παραλλήλων ΑΒ, Α’Β’ που τέμνονται από την ΑΓ και Β	 = Β′� = 90ο. Επομένως τα δύο 

τρίγωνα είναι όμοια, γιατί έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία.  

γ) i. Από το ερώτημα α) έχουμε ότι ο λόγος ομοιότητας των δύο ορθογωνίων είναι λ = √2 , 

δηλαδή 
ΑΒ

Α′Β′
= √2.  

Επιπλέον, από την ομοιότητα των τριγώνων ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ έχουμε ότι 
ΑΒ

Α′Β′
=

ΑΓ

Α′Γ′
∙ 

Επομένως 
ΑΓ

Α′Γ′
= √2. 

Όμως ΑΓ = 40, άρα 
��
Α′Γ′

= √2 ή Α′Γ′ = 40
�2

= 20√2, δηλαδή η διαγώνιος της φωτογραφίας 

έχει μήκος 20√2 cm.  

ii. Οι διαγώνιοι του ορθογωνίου Α’Β’Γ’Δ’ έχουν το ίδιο μήκος και διχοτομούνται. Επομένως  

ΟΑ′ = ΟΒ′ = ΟΓ′ = ΟΔ′ = Α′Γ′

2 = 20�2
2 = 10√2. 
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Είναι Α′Ο�Β′ = Γ′Ο�Δ′ = 120ο ως κατακορυφήν. Για το εμβαδόν των τριγώνων ΟΑ’Β’ και ΟΓ’Δ’ 

ισχύει  

�ΟΑ′Β′� = 1
2ΟΑ′ ∙ ΟΒ′ ∙ ημ120ο = 1

2 ∙ 10√2 ∙ 10√2 ∙
�3
2 = 50√3    

και    

�ΟΓ′Δ′� = 1
2ΟΓ′ ∙ ΟΔ′ ∙ ημ120ο = 1

2 ∙ 10√2 ∙ 10√2 ∙
�3
2 = 50√3 .   

Είναι Α′Ο�Δ′ = Β′Ο�Γ′ = 60ο ως παραπληρωματικές της γωνίας Α′Ο�Β′ = 120ο. Για το εμβαδόν 

των τριγώνων ΟΑ’Δ’ και ΟΒ’Γ’ ισχύει  

�ΟΑ′Δ′� = 1
2ΟΑ′ ∙ ΟΔ′ ∙ ημ60ο = 1

2 ∙ 10√2 ∙ 10√2 ∙
�3
2 = 50√3    

και    

�ΟΒ′Γ′� = 1
2ΟΒ′ ∙ ΟΓ′ ∙ ημ60ο = 1

2 ∙ 10√2 ∙ 10√2 ∙
�3
2 = 50√3 .   

Το εμβαδόν της φωτογραφίας είναι  

�Α′Β′Γ′Δ′� = �ΟΑ′Β′� + �ΟΓ′Δ′� + �ΟΑ′Δ′� + �ΟΒ′Γ′� = 4 ∙ 50√3 = 200√3	cm�. 

 

2
η
 λύση για το ερώτημα γ)ii. 

Το τρίγωνο ΟΑ΄Δ΄ είναι ισοσκελές, αφού ΟΑ′ = ΟΔ′ ως μισά των ίσων διαγωνίων του 

ορθογωνίου Α΄Β΄Γ΄Δ΄ και Α′Ο�Δ′ = 60ο. Άρα ΟΑ′�Δ′ = 60ο. Όμως η γωνία Β′Α′�Δ′ είναι ορθή, 

επομένως ΟΑ′�Β΄ = 90ο−60ο = 30ο. 

Η γωνία ΟΑ′�Β΄ του ορθογωνίου τριγώνου Α΄Β΄Γ΄ ισούται με 30�, οπότε η απέναντι πλευρά 

Β΄Γ΄ είναι το μισό της υποτείνουσας Α΄Γ΄, δηλαδή Β΄Γ΄ = Α΄Γ΄

2 = Α΄Γ΄

2 = 10√2. 

Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο Α΄Β΄Γ΄ έχουμε ότι  

Α΄Β΄
� = Α΄Γ΄

� − Β΄Γ΄
�
. 

Όμως Α′Γ′ = 20√2 και Β′Γ′ = 10√2, οπότε  

Α΄Β΄
� = �20√2�� − �10√2�� ή Α΄Β΄

� = 600 ή Α΄Β΄ = 10√6. 

Το εμβαδόν της φωτογραφίας είναι  

�Α′Β′Γ′Δ′� = Α΄Β΄ ∙ Β΄Γ΄ = 10√6 ∙ 10√2 = 200√3	cm�. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται κύκλος με κέντρο Ο, ακτίνα ρ και εμβαδόν ίσο με 16π. 

α) Να υπολογίσετε την ακτίνα ρ του κύκλου.                                                              (Μονάδες 07) 

β) Αν η ακτίνα ρ του κύκλου είναι 4 να υπολογίσετε: 

i. Την πλευρά του εγγεγραμμένου τετραγώνου στον κύκλο.                         (Μονάδες 09) 

ii. Το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται ανάμεσα στο τετράγωνο και στον κύκλο.  

                                                                                                                                (Μονάδες 09) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Το εμβαδόν του κύκλου δίνεται από τον τύπο Ε = πρ2. Επομένως 16π = πρ2 , άρα ρ = 4.  

β)  

i. Η πλευρά τετραγώνου εγγεγραμμένου σε κύκλο με ακτίνα ρ ισούται με ρ√2. 

Επομένως για ρ = 4 έχουμε ότι η πλευρά του τετραγώνου είναι ΑΒ = ρ√2 = 4√2. 

ii. Το εμβαδόν του κύκλου είναι 16π, ενώ το εμβαδόν του τετραγώνου είναι Ε = ΑΒ2 = 

�4√2�
2
= 16 ∙ 2 = 32. Επομένως το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τον 

κύκλο και το τετράγωνο θα είναι ίσο με 16π – 32.  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές ΒΓ = √3, ΑΒ = √2, ΑΓ = 1. 

α) Να αποδείξετε ότι Α� = 90ο.                                                                                       (Μονάδες 09) 

β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.                                                   (Μονάδες 07) 

γ) Να υπολογίσετε το ύψος ΑΔ.                                                                                     (Μονάδες 09) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) 

Έχουμε:  

ΒΓ2 = �√3�
2
= 3 

ΑΒ2 + ΑΓ2 = �√2�
2
+ 12 = 2 + 1 = 3 

Επομένως, είναι ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2, άρα η γωνία που βρίσκεται απέναντι από την πλευρά ΒΓ είναι 

ορθή, δηλαδή Α� = 90ο. 

β) Το εμβαδόν του τριγώνου είναι 

�ΑΒΓ� =
1

2
ΑΒ ∙ ΑΓ =

1

2
√2∙1 =

1

2
√2 

γ) Φέρουμε το ύψος ΑΔ. Το εμβαδόν του τριγώνου μπορεί να δοθεί και από τον τύπο  

(ΑΒΓ) = 
1

2
ΒΓ∙ΑΔ 

Στο ερώτημα β) βρήκαμε ότι (ΑΒΓ) = 
1
2

2
 . 

 Έτσι έχουμε: 

1
2

2
=
1
3

2
⋅ Α∆   ή  2 = 3 ⋅ Α∆    ή   ΑΔ = 

2 2 3 6

33 3 3

= =  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς 2α και με διαμέτρους τις ΒΓ και ΒΑ φτιάχνουμε εξωτερικά 

του τετραγώνου ημικύκλια, όπως φαίνεται στο σχήμα.       

α) Να αποδείξετε ότι το μήκος κάθε ημικυκλίου ισούται με π⋅α.                         (Μονάδες 07) 

β)  

i. Αν η περίμετρος της καρδιάς είναι 2π+4, να υπολογίσετε το α.                (Μονάδες 06) 

ii. Αν α = 1 να βρείτε το μήκος του τμήματος που ενώνει τα κέντρα των δύο 

ημικυκλίων. 

                                                                                                                                              (Μονάδες 06) 

γ) Αν (τ) είναι το άθροισμα των εμβαδών των δυο ημικυκλίων να συγκρίνετε τον λόγο 

AB

( )

( )

τ

Γ∆
 με την μονάδα. Να αιτιολογήστε την απάντησή σας.                              (Μονάδες 06)  
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ΛΥΣΗ 

 

α) Το κάθε ημικύκλιο έχει ακτίνα ρ ίση με το μισό της πλευράς του τετραγώνου, δηλαδή  

ρ = 
2

2

α
= α . Το μήκος τόξου μο θα είναι 

180

ο

ο

πρµ
, δηλαδή 

180

180

ο

ο

πα
= πα . 

β)   

i. Η περίμετρος της καρδιάς αποτελείται από τα δύο ημικύκλια και τις πλευρές ΑΔ και 

ΔΓ. Από το α) ερώτημα το κάθε ημικύκλιο έχει μήκος πα οπότε η περίμετρος θα 

ισούται με πα + πα + 2α + 2α = 2πα + 4α. Από υπόθεση έχουμε ότι η περίμετρος 

είναι 2π + 4, οπότε 2πα + 4α = 2π + 4 ή (2π + 4)α = 2π + 4, άρα α = 1. 

ii. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΖ (Β� � 90
�)  έχουμε ΒΕ = ΒΖ = α. Εφαρμόζουμε το 

πυθαγόρειο θεώρημα: 2 2 2 2 2 2
2ΕΖ = ΒΕ + ΒΖ = α + α = α  ή 2ΕΖ = α . Για α = 1 

έχουμε 2ΕΖ = . 

γ) Τα δύο ημικύκλια είναι ίσα γιατί έχουν την ίδια ακτίνα α, οπότε το άθροισμά τους θα 

είναι ένας κυκλικός δίσκος με ακτίνα α. Το εμβαδόν του θα είναι (τ) = 
2 2πρ = πα . 

Το τετράγωνο ΑΒΓΔ έχει εμβαδόν ( )
22 2

2 4( )ΑΒ = α = α . 

Ο ζητούμενος λόγος 
2

2
4 4

( )

( )

τ πα π
= =

ΑΒΓ∆ α
. 

Επειδή π < 4 το κλάσμα 
4

π
 θα είναι μικρότερο της μονάδας, το ίδιο και ο ζητούμενος λόγος.  

Εναλλακτική λύση γ). 

Το εμβαδόν των δύο ημικυκλίων θα είναι ίσο με το εμβαδόν του εγγεγραμμένου κύκλου 

του τετραγώνου, διότι τα ημικύκλια έχουν ακτίνα α και ο εγγεγραμμένος στο τετράγωνο 

κύκλος έχει και αυτός ακτίνα α (η διάμετρος ισούται με 2α). Επειδή ο κύκλος είναι 
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εγγεγραμμένος στο τετράγωνο (σχήμα) το εμβαδόν του είναι μικρότερο από αυτό του 

τετραγώνου, οπότε το κλάσμα 

1
( )

( )

τ
<

ΑΒΓ∆
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ΘΕΜΑ 2 

Έστω τρίγωνο     με       . Από σημείο   της πλευράς    ώστε     , φέρνουμε 

παράλληλη στη    η οποία τέμνει την    στο σημείο  .  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. τα τρίγωνα     και     είναι όμοια και να γράψετε τον λόγο ομοιότητας ,  

ii. το εμβαδόν του τριγώνου     είναι το μισό του εμβαδού του τριγώνου    .    

         (Μονάδες 18) 

β) Αν το εμβαδόν του τριγώνου     είναι  , να βρείτε τα εμβαδά του τριγώνου     και 

του τραπεζίου     .                                                                                                        (Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) i) Γνωρίζουμε ότι το τρίγωνο που ορίζεται από τις ευθείες δύο πλευρών τριγώνου και μία 

παράλληλη προς την τρίτη πλευρά του, έχει πλευρές ανάλογες προς τις πλευρές του 

αρχικού τριγώνου. Επίσης, αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ανάλογες μία προς μία, 

τότε είναι όμοια. Επομένως τα τρίγωνα     και     είναι όμοια. Ο λόγος ομοιότητάς τους 

είναι    
  

  
   

 

   
 . 

ii) Αν δυο τρίγωνα είναι όμοια τότε ο λόγος των εμβαδών τους ισούται με το τετράγωνο του 

λόγου ομοιότητας. Επομένως ο λόγος των εμβαδών των τριγώνων     και     θα είναι   

     

     
       

 

   
 
 
  

 

   
  ή          

 

   
      . 

β) Δίνεται ότι        , οπότε από το ερώτημα α) i) είναι        
 

   
      . Επίσης 

το εμβαδόν του τραπεζίου      θα είναι                         . 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω σχήμα, το ορθογώνιο τρίγωνο     έχει υποτείνουσα       και 

αντίστοιχο ύψος     . Με κέντρο το   και ακτίνα    γράφουμε κύκλο, ο οποίος τέμνει 

τις πλευρές    και    του τριγώνου     , στα σημεία   και   αντίστοιχα. 

α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου     .                                                 (Μονάδες 8) 

β) Να υπολογίσετε τα εμβαδά: 

i. του κυκλικού τομέα       ,                                                                               (Μονάδες 9) 

ii. του σκιασμένου χωρίου που είναι εσωτερικά του τριγώνου     και εξωτερικά του 

κύκλου, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχήμα.                                        (Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

α) Είναι       και     , επομένως το εμβαδόν του τριγώνου      είναι  

       
 

   
          ή          

 

   
         ή           . 

β) i) Ο κυκλικός τομέας         είναι γωνίας           και ακτίνας       , οπότε 

το εμβαδόν του είναι 

          
    

    
   

        

    
      . 

ii) Το εμβαδόν   του χωρίου που είναι εσωτερικά του τριγώνου     και εξωτερικά του 

κύκλου είναι ίσο με τη διαφορά των εμβαδών του τριγώνου     και του κυκλικού τομέα  

      .  Επομένως είναι 

                       . 
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ΘΕΜΑ 4 

α) Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο     με πλευρές                και αντίστοιχα ύψη  

                 . Να αποδείξετε ότι: 

i.  Το τρίγωνο     είναι αμβλυγώνιο.                                                               (Μονάδες 6) 

ii. Το εμβαδόν του τριγώνου     είναι       και τα ύψη του είναι       και   

                .                                                                                                     (Μονάδες  7) 

iii.  Το τρίγωνο που κατασκευάζεται με πλευρές ίσες με τα ύψη              είναι  

       οξυγώνιο.                                                                                                            (Μονάδες  7) 

β) Θεωρήστε τον ισχυρισμό: «Το τρίγωνο που κατασκευάζεται με πλευρές ίσες με τα ύψη 

οποιουδήποτε ισοσκελούς και αμβλυγωνίου τριγώνου, είναι ισοσκελές και οξυγώνιο.» Είναι 

αληθής ή  ψευδής ο παραπάνω ισχυρισμός; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.      

                                                                                                           (Μονάδες 5) 

  

 

 21124



 

 

ΛΥΣΗ 

α) i) Θα συγκρίνουμε το τετράγωνο της μεγαλύτερης πλευράς του τριγώνου     με το 

άθροισμα των τετραγώνων των άλλων δύο πλευρών του. 

Είναι             και                   , άρα          οπότε 

       , άρα το τρίγωνο     θα είναι αμβλυγώνιο.      

ii) Το ύψος       από την κορυφή   του ισοσκελούς τριγώνου     είναι και διάμεσος, 

οπότε     
 

 
  

  

 
    .  

 

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο     (       , έχουμε   

  
          ή    

          ή    
        ή       . 

Το εμβαδόν του τριγώνου     είναι      
 

 
      

 

 
           .  

Επίσης    
 

 
     ή       

  

 
 

   

  
       και     

 

 
     ή       

  

 
 

   

  
      .  

iii) Είναι          και      . 

Είναι   
    

    
  ή              ή       που ισχύει.  

Άρα το τρίγωνο με πλευρές ίσες με τα ύψη του τριγώνου    , είναι οξυγώνιο.        

β) Έστω       οι πλευρές οποιουδήποτε ισοσκελούς και αμβλυγωνίου τριγώνου    με 

    και       ,    τα αντίστοιχα ύψη. Επειδή το τρίγωνο     είναι αμβλυγώνιο, η 

αμβλεία γωνία θα είναι η   . Τότε          ή          ή   
 

 
      ή   

 

 
     (1). 

Είναι    
 

 
      

 

 
      

 

 
    , άρα  

 

 
      

 

 
     και επειδή     προκύπτει      . 

Επομένως το τρίγωνο που κατασκευάζεται με πλευρές ίσες με τα ύψη του τριγώνου    , 

είναι ισοσκελές. 

Επίσης είναι  
 

 
      

 

 
      ή   

 

 
   

   

   
  άρα η από την (1) έχουμε  

   

   
    ή        άρα 

        . Επομένως   
    

    
  ή     

  που ισχύει. Άρα το τρίγωνο που 
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κατασκευάζεται με πλευρές ίσες με τα ύψη του τριγώνου    , είναι οξυγώνιο. Επομένως ο 

ισχυρισμός είναι αληθής. 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα το τετράγωνο ΑΒΓΔ έχει πλευρά √2 και το τετράγωνο ΔΕΖΗ έχει 

πλευρά 1. 

α) Να αποδείξετε ότι ΑΓ = 2.                                                                                             (Μονάδες 6)                                                                                                                                                                                                                                 

β) Να αποδείξετε ότι 

i. ΑΖ2 = 4 + 2√2 .                                                                                                    (Μονάδες 7) 

ii. ΓΖ2 = 4 − 2√2 .                                                                                                     (Μονάδες 7) 

γ) Να υπολογίστε σε μοίρες το μέτρο της γωνίας  ˆ ˆΑΖΓ = ω .                                       (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α)  Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με εφαρμογή του πυθαγορείου θεωρήματος έχουμε: 

2 2
2 2 2ΑΓ = ΑΒ +ΒΓ = 2 + 2 = 4  επομένως ΑΓ = 2 . 

β)  

i. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΗΖ είναι ΑΗ = ΑΔ + ΔΗ = 2 +1 , επομένως έχουμε:  

.2 2 2 2 2ΑΖ = ΑΗ +ΗΖ = ( 2 +1) +1 = 2+2 2 +1+1 = 4 +2 2  

ii. Είναι ΕΓ = ΔΓ – ΔΕ = 2 1− . Τότε στο ορθογώνιο τρίγωνο ΖΕΓ έχουμε: 

.2 2 2 2 2ΖΓ = ΖΕ +ΕΓ = 1 +( 2 -1) = 1+2-2 2 +1 = 4 -2 2  

γ) Από το β ερώτημα προκύπτει ότι 

ΑΖ 4 2 2= +  και  ΖΓ = 4 -2 2  

Στο τρίγωνο ΑΖΓ με εφαρμογή του νόμου των συνημιτόνων προκύπτει  

 2 2 2ΑΓ = ΑΖ + ΖΓ -2ΑΖ ΖΓ συνω  ή  

  22 = 4 +2 2 + 4 -2 2 -2 4 +2 2 4 -2 2 συνω  ή 

( )( ) 2 4 +2 2 4 -2 2 συνω = 4   ή  

( ) 
2

22 4 - 2 2 συνω = 4  ή  

2
συνω =

2
 άρα ˆ οω = 45 . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και Μ, Ν τα μέσα των πλευρών του ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα. Να 

αποδείξετε ότι: 

α) (ΑΒΓ) = (ΑΓΔ) =
1

2
(ΑΒΓΔ)                                                                                         (Μονάδες 8) 

β)  
(ΒΜΝ)

(ΑΒΓ)
=

1

4
                                                                                                                     (Μονάδες 12) 

γ) (ΒΜΝ) =
1

8
(ΑΒΓΔ)                                                                                                          (Μονάδες 5) 

 

 21189



 

 

ΛΥΣΗ 

α) Για τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΓΔ έχουμε  

• ΑΓ είναι κοινή πλευρά. 

• ΑΒ = ΓΔ αφού το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

• ΒΓ = ΑΔ αφού το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

συνεπώς τα τρίγωνα είναι ίσα, άρα έχουν ίσα εμβαδά, δηλαδή (ΑΒΓ) = (ΑΓΔ) 

τότε  

(ΑΒΓΔ) = (ΑΒΓ) + (ΑΓΔ) = (ΑΒΓ) + (ΑΒΓ) = 2(ΑΒΓ) 

δηλαδή  


1

(ΑΒΓ) = (ΑΓΔ) = (ΑΒΓΔ)
2

 

 

β) Αφού τα Μ, Ν είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, τότε  

ΑΒ
ΜΑ = ΜΒ =

2
  και 

ΒΓ
ΒΝ = ΝΓ =

2
 

Τα τρίγωνα ΒΜΝ και ΑΒΓ έχουν την γωνία B̂   κοινή, επομένως  


 

   

ΑΒ ΒΓ
(ΒΜΝ) ΜΒ ΒΝ ΑΒ ΒΓ 12 2= = = =
(ΑΒΓ) ΑΒ ΒΓ ΑΒ ΒΓ 4 ΑΒ ΒΓ 4

, δηλαδή 
(ΒΜΝ) 1

=
(ΑΒΓ) 4

 

γ) Από το (β) ερώτημα έχουμε  

(ΒΜΝ) 1
=

(ΑΒΓ) 4
 ή 

1
(ΒΜΝ) = (ΑΒΓ)

4
 

επειδή από το (α) ερώτημα έχουμε 
1

(ΑΒΓ) = (ΑΒΓΔ)
2

, τότε θα είναι 

1 1

2 8
   

1 1
(ΒΜΝ) = (ΑΒΓ) = (ΑΒΓΔ) = (ΑΒΓΔ)

4 4
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ΘΕΜΑ 4 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ, η ΑΜ είναι διάμεσός του και το σημείο Ε είναι το μέσο της ΑΜ. Από το Ε 

φέρουμε παράλληλες στις ΑΒ και ΑΓ, οι οποίες τέμνουν τη ΒΓ στα σημεία Δ και Ζ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) (ΑΜΒ) = (ΑΜΓ)                                                                                                               (Μονάδες 5) 

β) (ΜΕΔ) = 
1

8
∙(ΑΒΓ)                                                                                                          (Μονάδες 12) 

γ) (ΑΒΔΕ) = (ΑΓΖΕ)                                                                                                          (Μονάδες 8) 

 

 

 

 21194



 

 

ΛΥΣΗ 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ, ΑΜ η διάμεσός του και Ε το μέσο της ΑΜ, ΔΕ // ΑΒ και ΕΖ // ΑΓ. 

 

α) Έστω ΑΗ = υ το κοινό ύψος των τριγώνων ΑΜΒ και ΑΜΓ. Έχουμε  

 
1

(ΑΜΒ) = ΒΜ υ
2

 και  
1

(ΑΜΓ) = ΜΓ υ
2

 

Η ΑΜ είναι διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ, επομένως  ΒΜ = ΜΓ και από τις παραπάνω σχέσεις 

έχουμε                                                     (ΑΜΒ) = (ΑΜΓ). 

β) Στο τρίγωνο ΑΜΒ το Ε είναι το μέσο της ΑΜ και ΕΔ // ΑΒ, επομένως και το Δ είναι το μέσο 

της ΒΜ, άρα                                
1

ΜΔ = ΒΜ
2

 και 
1

ΜΕ = ΑΜ
2

 

Από το (α) ερώτημα έχουμε              
1

(ΑΜΒ) = (ΑΜΓ) = (ΑΒΓ)
2

 

Τα τρίγωνα ΜΕΔ και ΑΜΒ έχουν την γωνία ˆΑΜΒ  κοινή, επομένως  

  


 

1 1
ΑΜ ΒΜ

(ΜΕΔ) ΜΕ ΜΔ 12 2= = =
(ΑΜΒ) ΑΜ ΒΜ ΑΜ ΒΜ 4

 

άρα                                       

   
1 1 1 1

(ΜΕΔ) = (ΑΜΒ) = (ΑΒΓ) = (ΑΒΓ)
4 4 2 8

 

γ) Από το (α) ερώτημα είναι (ΑΜΒ) = (ΑΜΓ)    (1), επιπλέον στο τρίγωνο ΔΕΖ είναι  

1 1
ΒΜ ΜΓ ΜΖ

2 2
 =  =ΔΜ =  

συνεπώς η ΕΜ είναι διάμεσος του, άρα (ΜΕΔ) = (ΜΕΖ)   (2) 

Αφαιρώντας τις σχέσεις (1) – (2) έχουμε: 

(ΑΜΒ) – (ΜΕΔ) = (ΑΜΓ) – (ΜΕΖ)  ή   

(ΑΒΓΔ) = (ΑΓΖΕ) 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με κάθετες πλευρές β = 8 και γ = 6. 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε του τριγώνου ΑΒΓ είναι Ε = 24                                     (Μονάδες 5) 

β) Να υπολογίσετε: 

i. Να υπολογιστεί το μήκος της πλευράς α του τριγώνου ΑΒΓ.                                     (Μονάδες 6) 

ii. Το ύψος του υα που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα α του τριγώνου.                       (Μονάδες 7) 

iii. Την ακτίνα ρ του εγγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου.                                            (Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) Το εμβαδό του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ υπολογίζεται από τον τύπο   
1
β γ

2
Ε =  όπου β 

και γ οι κάθετες πλευρές του, επομένως αντικαθιστώντας τα μήκη των πλευρών β και γ του 

τριγώνου έχουμε: 

 
1

Ε = 8 12 = 24
2

. 

 

β)   

i. Το μήκος της υποτείνουσας α του ορθογωνίου τριγώνου προσδιορίζεται με την  

βοήθεια του Πυθαγορείου θεωρήματος, επομένως: 

2 2 2 2 2α = β + γ = 8 +6 = 100  άρα α = 100 = 10 . 

ii. Το εμβαδό του ορθογωνίου τριγώνου δίνεται από τον τύπο   α

1
Ε = α υ

2
. 

Αντικαθιστώντας την τιμή του εμβαδού Ε = 24   από το πρώτο ερώτημα και το μήκος της 

πλευράς α = 10 στον παραπάνω τύπο προκύπτει: 

   α

1
24 = 10 υ

2
 ή α

24
υ =

5
. 

iii. Αν ρ είναι η ακτίνα του εγγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου και τ η ημιπερίμετρος  

του τριγώνου, τότε το εμβαδό του Ε είναι Ε = τ ρ  . Η ημιπερίμετρος τ του τριγώνου ΑΒΓ 

είναι: 

α +β + γ 10 + 8 + 6 24
τ = = = = 12

2 2 2
. 
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Αντικαθιστώντας τις τιμές του εμβαδού Ε = 24  και της ημιπεριμέτρου τ = 12  στον τύπο  

Ε = τ ρ  έχουμε:    

24 = 12 ρ  ή  ρ = 2 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο πλευράς 2α και  Λ το μέσο της 

πλευράς  του ΓΔ. Έστω ότι το ημικύκλιο, που σχεδιάζεται στο εσωτερικό του τετραγώνου με 

διάμετρο την πλευρά του ΑΒ, έχει εμβαδόν 10. Τότε:  

α) Να αποδείξετε ότι:  

i. Tο εμβαδό του τετραγώνου ΑΒΓΔ είναι (ΑΒΓΔ) = 
80

π
ˑ              (Μονάδες 6) 

ii. ΑΛ2 =  
100

π
                                                                                                               (Μονάδες 6) 

β)  Με κέντρο το Α και ακτίνα ΑΛ κατασκευάζουμε τεταρτοκύκλιο Α ΜΝ⏜ , και έστω  Μ, Ν είναι 

τα σημεία τομής του με τις προεκτάσεις των πλευρών του τετραγώνου ΑΒ, ΑΔ αντίστοιχα. Να 

υπολογίσετε:  

i. Το εμβαδό του σκιασμένου χωρίου ΑΒΜΝΑ.                 (Μονάδες 8) 

ii. Τον λόγο του εμβαδού του τεταρτοκυκλίου Α ΜΝ⏜ προς το εμβαδό του τετραγώνου 

ΑΒΓΔ.                                                                                                                        (Μονάδες 5) 
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ΘΕΜΑ 4 

α)   

i. To ημικύκλιο με διάμετρο ΑΒ = 2α έχει ακτίνα α και εμβαδόν 
2

ΑΒ

πα
Ε =

2
. Αφού το  

εμβαδό του ημικυκλίου είναι 10 τότε: 

2

ΑΒ

πα
Ε =

2
   ή     

2πα
10 =

2
    ή     2πα = 20     ή    2 20

α =
π

 

Το εμβαδό του τετραγώνου ΑΒΓΔ με πλευρά 2α είναι: 

2 2 20 80
(ΑΒΓΔ) = (2α) = 4α = 4 =

π π
 

ii. Το σημείο Λ είναι το μέσο της πλευράς ΓΔ του τετραγώνου, επομένως 
2α

ΔΛ = = α
2

.  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΛ εφαρμόζοντας το πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε: 

2 2 2 2 2 2ΑΛ = ΑΔ + ΔΛ = (2α) +α = 5α  

Από το α) i. ερώτημα είναι 2 20
α =

π
, επομένως  2 2 20 100

ΑΛ = 5α = 5 =
π π

 

β)  

i. Το ζητούμενο εμβαδό Ε του σκιασμένου σχήματος, υπολογίζεται αν από το εμβαδό  

του τεταρτοκυκλίου ΑΜΝ⏜ αφαιρέσουμε το εμβαδό ΑΒΕ  του ημικυκλίου με διάμετρο την ΑΒ. 

Το εμβαδόν του τεταρτοκυκλίου ΑΜΝ⏜ είναι: 

(ΑΜΝ⏜) =
π ⋅ ΑΛ2

4
=
π ⋅

100
π

4
=
100

4
= 25 

επομένως το ζητούμενο εμβαδό Ε του σκιασμένου σχήματος είναι: 

𝛦 = (ΑΜΝ⏜)− ΕΑΒ = 25 − 10 = 15 

ii. Aπό το ερώτημα (β.i) το εμβαδό του τεταρτοκυκλίου ΑΜΝ⏜ είναι (ΑΜΝ⏜) = 25και από 

το α) i. ερώτημα το εμβαδό του τετραγώνου ΑΒΓΔ είναι
80

(ΑΒΓΔ) =
π

, επομένως ο 

λόγος του εμβαδού του τεταρτοκυκλίου (ΑΜΝ⏜) προς το εμβαδό του τετραγώνου 

(ΑΒΓΔ) θα είναι: 

(ΑΜΝ⏜)

(ΑΒΓΔ)
=
25

80
π

=
25π

80
=
5π

16
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, με �̂� ορθή γωνία και ο περιγεγραμμένος κύκλος του 
τριγώνου, που έχει κέντρο το Κ και ακτίνα ρ. Επίσης δίνεται ότι το μήκος του κύκλου ισούται 
με 10π. 
α) Να αποδείξετε ότι η ακτίνα ρ του κύκλου έχει μήκος 5.            (Μονάδες 08) 

β) Αν η χορδή ΑΒ έχει μήκος 6 να υπολογίσετε: 

i. το μήκος της χορδής ΑΓ του κύκλου,                          (Μονάδες 10) 

ii. το εμβαδόν τριγώνου ΑΒΓ.                (Μονάδες 07) 
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ΛΥΣΗ 

α) Το μήκος του κύκλου (Κ,ρ)  είναι L 2π ρ=  . Άρα, 
L

ρ
2π

= . 

Εφόσον L 10π= θα είναι 
10π

ρ
2π

=  ή ρ 5= . 

β)  i. Το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχει κάθετες πλευρές τις ΑΒ και ΑΓ και υποτείνουσα τη ΒΓ, 

που είναι διάμετρος του κύκλου.  

Για τη διάμετρο ΒΓ ισχύει ότι ΒΓ 2ρ 10= = . 

Εφαρμόζοντας το Πυθαγόρειο Θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε: 

2 2 2ΒΓ ΑΒ ΑΓ= +  ή  2 2 2ΑΓ ΒΓ ΑΒ= −  ή  2ΑΓ 100 36= −  ή 2ΑΓ 64=  ή  ΑΓ 8= . 

ii. Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι ίσο με 
ΑΒ ΑΓ 6 8 48

(ΑΒΓ) 24
2 2 2

 
= = = = . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με 𝛢𝛣 = 𝛢𝛤 = 5 και η γωνία της κορυφής �̂� έχει 𝜂𝜇𝜑 = 
2

5
 . 

α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.    (Μονάδες 12) 

β) Να σχεδιάσετε το ύψος BΗ του τριγώνου ΑΒΓ και να υπολογίσετε το μήκος του. 

          (Μονάδες 13) 
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ΛΥΣΗ 

α) Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι 
1 1 2

(ΑΒΓ) ΑΒ ΑΓ ημφ 5 5 5
2 2 5

=    =    = . 

β)  Σχεδιάζουμε το ύψος ΒΗ του ΑΒΓ από την κορυφή Β, κάθετα στην πλευρά ΑΓ. 

 

Για το εμβαδόν του ΑΒΓ ισχύει ότι 
1 1 5

(ΑΒΓ) ΑΓ ΒΗ 5 ΒΗ ΒΗ
2 2 2

=   =   =  . 

Από τη λύση του ερωτήματος α) έχουμε ότι (ΑΒΓ) 5= . 

Άρα 
5

ΒΗ 5
2
 =  ή 

2
ΒΗ 5

5
=   ή  ΒΗ 2= . 
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ΘΕΜΑ 2 

Σε κύκλο (Κ, ρ) εμβαδού Ε = 4π είναι εγγεγραμμένο τετράγωνο ΑΒΓΔ, όπως στο παρακάτω 
σχήμα. Να υπολογίσετε: 
α) την ακτίνα ρ του κύκλου (Κ, ρ).      (Μονάδες 07) 

β) το μήκος της διαμέτρου ΑΓ του κύκλου (Κ, ρ) και της πλευράς ΑΒ του τετραγώνου ΑΒΓΔ.

          (Μονάδες 10) 

γ) το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΒΓΔ.     (Μονάδες 08) 
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ΛΥΣΗ 

α) Για το εμβαδόν Ε του κύκλου (Κ, ρ) ισχύει ότι 2Ε πρ= . Όμως Ε 4π= , άρα 2πρ 4π=  ή 2ρ 4=  

ή ρ 2= . 

β) Για τη διάμετρο ΑΓ του κύκλου (Κ, ρ) ισχύει ότι ΑΓ 2ρ 4= = . 

Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με 
Λ

οΒ 90=  και ισοσκελές με ΑΒ = ΒΓ, που είναι ίσες ως 

πλευρές του τετραγώνου ΑΒΓΔ.  

Εφαρμόζοντας το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε: 

2 2 2ΑΓ ΑΒ ΒΓ= +  ή 2 2 2ΑΓ ΑΒ ΑΒ= +  ή 22ΑΒ 16=  ή 2ΑΒ 8=  ή ΑΒ 8= . 

(εναλλακτικά:  

Γνωρίζουμε ότι το μήκος της πλευράς λ4 του τετραγώνου που είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας ρ 

είναι 4λ ρ 2= . Άρα 4λ 2 2 4 2 8= =  = .) 

γ) Το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΒΓΔ είναι 2 2(ΑΒΓΔ) ΑΒ ( 8) 8= = = . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 1. Στις προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ και ΑΓ παίρνουμε σημεία 

Δ και Ε, αντίστοιχα, ώστε η ΔΕ να είναι παράλληλη στη ΒΓ και ΒΔ = 2.   

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι όμοια με λόγο ομοιότητας 
1

3
. 

          (Μονάδες 10) 

β) Αν η περίμετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι ίση με 8,5, να υπολογίσετε την περίμετρο του 

τριγώνου ΑΔΕ.         (Μονάδες 08) 

γ) Αν το εμβαδόν του τριγώνου ΑΔΕ είναι 15, να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. 

(Μονάδες 07) 
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ΛΥΣΗ 

α) Σύμφωνα με εφαρμογή του θεωρήματος του Θαλή, οι πλευρές του τριγώνου ΑΔΕ είναι 

ανάλογες προς τις πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ, εφόσον το ΑΔΕ ορίζεται από τις ευθείες των 

πλευρών ΑΒ και ΑΓ του ΑΒΓ και την ΔΕ που είναι παράλληλη στην ΒΓ. Επομένως τα τρίγωνα 

ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι όμοια με 
ΑΒ ΑΓ ΒΓ

ΑΔ ΑΕ ΔΕ
= = . 

Ο λόγος ομοιότητας των τριγώνων ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι 
ΑΒ ΑΒ 1 1

ΑΔ ΑΒ ΒΔ 1 2 3
= = =

+ +
. 

β) Ο λόγος των περιμέτρων δύο όμοιων τριγώνων είναι ίσος με τον λόγο ομοιότητάς τους, 

άρα οι περίμετροι των όμοιων τριγώνων ΑΒΓ και ΑΔΕ έχουν λόγο 
1

3
. 

Επομένως η περίμετρος του ΑΔΕ είναι τριπλάσια της περιμέτρου του ΑΒΓ, δηλαδή είναι ίση 

με 3 8,5 25,5 = . 

γ) Ο λόγος των εμβαδών δύο όμοιων τριγώνων είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου 

ομοιότητάς τους, άρα ο λόγος των εμβαδών (ΑΒΓ) και (ΑΔΕ) των όμοιων τριγώνων ΑΒΓ και 

ΑΔΕ, αντίστοιχα είναι 
1

9
. Δηλαδή:  

(ΑΒΓ) 1

(ΑΔΕ) 9
=  ή 

(ΑΔΕ)
(ΑΒΓ)

9
=   ή 

15 5
(ΑΒΓ)

9 3
= = . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με μήκη πλευρών ΑΒ=6,  ΑΓ=8,  και ΒΓ=10. 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο.              (Μονάδες 10)                                                                                                                   

β) Αν  ΑΔ είναι ύψος του τριγώνου ΑΒΓ τότε: 

i. Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι όμοια με λόγο ομοιότητας  

              λ = 
3

4
 .                                                                                      (Μονάδες 10) 

ii. Να υπολογίσετε το λόγο: 
(ΑΒΔ)

(ΑΓΔ)
.                            (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α) Από τα δεδομένα έχουμε: ΑΒ=6,  ΑΓ=8,  και ΒΓ=10, οπότε ΒΓ > ΑΒ, ΑΓ. 

Επίσης ΒΓ2 = 102 = 100 και ΑΒ2 + ΑΓ2 = 62 + 82 = 36 + 64 = 100. 

Άρα ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2, οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ, είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα τη ΒΓ και 

ορθή γωνία την Α. 

β) 

i.  

 

 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ είναι: Α̂1 + Β̂ = 900. 

Επίσης στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι: Γ̂ + Β̂ = 900. 

Οπότε Α̂1 + Β̂ = Γ̂ + Β̂ ή Α̂1 = Γ̂. Επομένως τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΓΔ είναι όμοια, 

με λόγο ομοιότητας λ = 
ΑΒ

ΑΓ
 = 
6

8
 = 
3

4
 . 

ii. Γνωρίζουμε ότι ο λόγος των εμβαδών ομοίων τριγώνων ισούται με το 

τετράγωνο του λόγου ομοιότητας. 

Οπότε λόγω του ερωτήματος (β, ι)  θα είναι:  
(ΑΒΔ)

(ΑΓΔ)
 = λ2 = ( 

3

4
 )2 = 

9

16
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Για τα σημεία Α, Β και Γ του κύκλου (Ο,R) στο παρακάτω σχήμα ισχύει ότι ΑΒ = R και 

ΒΓ = R 2 . Να υπολογίσετε ως συνάρτηση του R: 

α) τα μήκη των τόξων ΑΒ, ΒΓ.                                                                     (Μονάδες 8)                                                                                                                                   

β) το μήκος του μη κυρτογώνιου τόξου ΑΓ και το εμβαδό του κυκλικού τομέα (Ο


 ) 

που αντιστοιχεί στην κυρτή γωνία ΑΟΓ.                                                  (Μονάδες 8)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          

γ) το άθροισμα των εμβαδών των κυκλικών τμημάτων (τ1) και (τ2), όπως αυτά 

σημειώνονται στο σχήμα.                                                                          (Μονάδες 9)                                                                                                                           
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ΛΥΣΗ 

α) Από τα δεδομένα έχουμε:  

ΑΒ = R = λ6, οπότε το τόξο ΑΒ αντιστοιχεί στην κεντρική γωνία κανονικού 6-γώνου, 

άρα η ΑΟ̂Β = 600, επομένως το μέτρο του τόξου ΑΒ ισούται με μ = 600 (1). 

ΒΓ = R 2 = λ4, οπότε το τόξο ΒΓ αντιστοιχεί στην κεντρική γωνία κανονικού 4-γώνου,  

άρα η ΒΟ̂Γ = 900, επομένως το μέτρο του τόξου ΒΓ ισούται με μ = 900 (2). 

Για το μήκος ℓ1 του τόξου ΑΒ έχουμε: ℓ1 = 
πRμ

180
 = 
πR∙60

180
 = 
πR

3
 . 

Για το μήκος ℓ2 του τόξου ΒΓ έχουμε: ℓ2 = 
πRμ

180
 = 
πR∙90

180
 = 
πR

2
 . 

β) Λόγω των (1), (2) για την κυρτή γωνία ΑΟΓ έχουμε: ΑΟ̂Γ = ΑΟ̂Β + ΒΟ̂Γ = 1500.  

Το μήκος ℓ3, του μη κυρτογώνιου τόξου ΑΓ, θα βρεθεί αν από το μήκος του κύκλου 

αφαιρέσουμε τα μήκη των τόξων ΑΒ, ΒΓ, που υπολογίσαμε στο ερώτημα (α). Δηλαδή: 

ℓ3 = 2πR - ℓ1 – ℓ2 = 2πR - 
πR

3
 – 
πR

2
 = 
12πR−2πR−3πR

6
 = 
7πR

6
 . 

Επίσης: (Ο


 ) = 
πR2μ

360
 = 
πR2∙150

360
 = 
5πR2

12
 . 

γ) Για το εμβαδό τ1, του κυκλικού τμήματος που ορίζεται από την χορδή ΑΒ έχουμε: 

(τ1) = (Ο


 ) – (ΟΑΒ). 

Όμως (Ο


 ) = 
πR2μ

360
 = 
πR2∙60

360
 = 
πR2

6
 . 

Επίσης το τρίγωνο ΟΑΒ, είναι ισόπλευρο, με πλευρά R. Οπότε (ΟΑΒ) = 
R2√3

4
 . 

Επομένως (τ1) = 
πR2

6
 – 
R2√3

4
 =  

2πR2−3R2√3

12
 = 
(2π−3√3)R2

12
 . 

Για το εμβαδό τ2, του κυκλικού τμήματος που ορίζεται από την χορδή ΒΓ έχουμε: 

(τ2) = (Ο


 ) – (ΟΒΓ). 

Όμως (Ο


 ) = 
πR2μ

360
 = 
πR2∙90

360
 = 
πR2

4
 . 

Επίσης το τρίγωνο ΟΒΓ, είναι ορθογώνιο λόγω της (2), με κάθετες πλευρές ΟΒ, ΟΓ άρα 

(ΟΒΓ) = 
1

2
 ΟΒ∙ΟΓ =

1

2
∙R∙R = 

R2

2
. 
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Επομένως (τ2) = 
πR2

4
 – 
R2

2
 =  

πR2−2R2

4
 = 
(π−2)R2

4
 . 

Έτσι: (τ1) + (τ2) = 
(2π−3√3)R2

12
 + 
(π−2)R2

4
 = 
(2π+3π−6−3√3)R2

12
 = 
(5π−6−3√3)R2

12
. 
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ΘΕΜΑ 3 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, με Γ̂ = 900, Α̂ = 300 και ΑΒ = 2. 

α) Να αποδείξετε ότι ΑΓ = √3.                                                                   (Μονάδες 7) 

β) Φέρνουμε κάθετη στην ΑΒ, στο σημείο Β, που τέμνει την προέκταση της ΑΓ στο Δ. 

Να αποδείξετε ότι ΑΔ = 
4√3

3
 .                                                                    (Μονάδες 10)                                             

γ) Αν Κ είναι το μέσο της ΑΔ, να αποδείξετε ότι  (ΚΑΒ) = 
√3

3
.              (Μονάδες 8)    
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ΛΥΣΗ 

α) 

 

 

Από τα δεδομένα έχουμε: ΑΒ = 2, Γ̂ = 900 και Α̂ = 300 οπότε η ΒΓ = 
ΑΒ

2
 = 

2

2
 = 1. 

Έτσι στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, από το Πυθαγόρειο Θεώρημα είναι:  

ΑΓ2 = ΑΒ2 - ΒΓ2 ή ΑΓ2 = 22 - 12 ή ΑΓ2 = 3, οπότε ΑΓ = √3. 

β) 

 

Από τα δεδομένα τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΒΓ είναι ορθογώνια. 

Επίσης, έχουν τη γωνία Α κοινή, οπότε θα είναι όμοια. Επομένως θα έχουν τις 

ομόλογες πλευρές τους ανάλογες. Άρα  
ΑΔ

ΑΒ
 = 

ΑΒ

ΑΓ
 . 

Όμως η ΑΒ = 2 και λόγω του ερωτήματος (α) η ΑΓ = √3 οπότε έχουμε: 

ΑΔ

2 
 = 

2 

√3 
 ή ΑΔ = 

4

√3 
 = 

4√3

3
 . 

γ) Το Κ είναι μέσο του ΑΔ επομένως η ΑΚ = 
ΑΔ

2 
 .  

Η τελευταία ισότητα λόγω του ερωτήματος (β, i) δίνει: ΑΚ = 
2√3

3
 . 
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Έτσι (ΚΑΒ) = 
1

2
 ∙ΑΒ∙ΑΚ∙ημ300 = 

1

2
 ∙2∙

2√3

3
∙
1

2
 = 

√3

3
. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται το τραπέζιο ΑΒΓΔ του παρακάτω σχήματος, με Α̂ = Δ̂ = 900 και ΑΔ = 4,  ΑΒ = 5,  

Δ Γ= 8. Από την κορυφή Β του τραπεζίου, φέρνουμε την ΒΕ κάθετη στην πλευρά ΔΓ. 

α) Να υπολογίσετε το μήκος του τμήματος ΕΓ.                                   (Μονάδες 8) 

β) Να υπολογίσετε το μήκος της πλευράς ΒΓ του τραπεζίου.          (Μονάδες 9)                                                                                                                      

γ) Να υπολογίσετε το λόγο: 
(ΒΔΓ)

(ΑΒΓΔ)
  .                                                 (Μονάδες 8)  
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ΛΥΣΗ 

α) Από τα δεδομένα έχουμε: Α̂ = Δ̂ = 900 και ΑΔ=4,  ΑΒ=5,  ΔΓ=8. 

Το ΑΒΕΔ είναι ορθογώνιο (έχει τρείς γωνίες ορθές), οπότε ΒΕ = ΑΔ = 4  

και ΔΕ = ΑΒ = 5. Άρα η ΕΓ = ΔΓ – ΔΕ = 8 – 5 = 3. 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΓ από το πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε: 

ΒΓ2 = ΒΕ2 + ΕΓ2 ή ΒΓ2 = 42 + 32 ή ΒΓ2 = 25, άρα ΒΓ = 5. 

γ)  

 

Λόγω του ερωτήματος (α) είναι: 

• (ΒΔΓ) = 
1

2
ΔΓ∙ΒΕ = 

1

2
∙8∙4 = 16 

• (ΑΒΓΔ) = 
ΑΒ+ΔΓ

2
 ∙ΑΔ = 

5+8

2
 ∙4 = 26 

 οπότε: 
(ΒΔΓ)

(ΑΒΓΔ)
 = 

16

26
 = 

8

13
 .  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές ΑΒ=8 , ΑΓ=12 και γωνία Α̂ = 60ο .  

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι (ΑΒΓ)=24√3.  

 (Μονάδες 13) 

β) Αν ΒΔ και ΓΕ διάμεσοι του τριγώνου ΑΒΓ, να αποδείξετε ότι : 

i. Τα τρίγωνα ΒΕΓ και ΑΕΓ είναι ισοδύναμα. (Μονάδες 4) 

ii. Τα τρίγωνα ΕΒΓ και ΔΓΒ είναι ισοδύναμα με (ΕΒΓ)=(ΔΓΒ)=12√3 

 (Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

 

 

 

α) Είναι (ΑΒΓ) = 
1 

2
∙ΑΒ∙ΑΓημΑ= 

1

2
∙8∙12∙

√3

2
 = 24√3.            

β)  

i. Γνωρίζουμε ότι η διάμεσος του τριγώνου χωρίζει το τρίγωνο σε δύο ισοδύναμα 

τρίγωνα . Αφού η ΓΕ είναι διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ, άρα (ΒΕΓ)=(ΑΕΓ). 

ii.  Αφού (ΒΕΓ)=(ΑΕΓ) και (ΒΕΓ)+(ΑΕΓ)=(ΑΒΓ), άρα (ΒΕΓ) = 
1

2
∙(ΑΒΓ)= 

1

2
∙24√3=12√3. Ομοίως 

αφού η ΒΔ είναι διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ είναι (ΔΒΓ)= 
1

2
∙(ΑΒΓ) = 12√3, οπότε 

(ΔΒΓ)=(ΕΒΓ)= 12√3. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 6 cm και ΑΓ = 3 cm και Α̂ οξεία. Εξωτερικά του τριγώνου με 

πλευρές τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα του τριγώνου ΑΒΓ σχηματίζουμε τα τετράγωνα 

ΑΒΔΕ και ΑΓHZ και φέρνουμε την ΕΖ , όπως στο παρακάτω σχήμα. 

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΕΖ και ΑΒΓ είναι ισοδύναμα. (Μονάδες 10) 

β) Αν το εμβαδόν του πολυγωνικού χωρίου ΕΖΗΓΒΔ είναι (ΕΖΗΓΒΔ)=54cm2  : 

i. Να αποδείξετε ότι η γωνία Α του τριγώνου ΑΒΓ είναι Α̂ =30ο. (Μονάδες 10) 

ii. Να βρείτε το εμβαδόν του τετραγώνου που έχει για  πλευρά την πλευρά ΒΓ  του 

τριγώνου ΑΒΓ. (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ  

 

α) Είναι ΒΑΓ̂+ΕΑΖ̂=360ο-90ο-90ο=180ο και άρα οι γωνίες ΒΑΓ και ΕΑΖ είναι παραπληρωματικές. 

Γνωρίζουμε όμως ότι αν μία γωνία ενός τριγώνου είναι ίση ή παραπληρωματική με μια γωνία 

ενός άλλου τριγώνου, τότε ο λόγος των εμβαδών των δύο τριγώνων είναι ίσος με το λόγο των 

γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές. Άρα  
(ΑΒΓ)

(ΕΑΖ)
 = 

ΑΒ∙ΑΓ

ΑΕ∙ΑΖ
 = 1 οπότε 

(ΑΒΓ)=(ΕΑΖ).  

β)   

i. Από το α) ερώτημα έχουμε ότι (ΑΒΓ)=(ΕΑΖ) και από υπόθεση είναι (ΕΖΗΓΒΔ)=54. 

Είναι (ΑΒΓ)+(ΑΒΔΕ)+(ΑΕΖ)+(ΑΓΗΖ)=(ΕΖΗΓΒΔ) ή (ΑΒΓ)+36+(ΑΒΓ)+9=54 ή 2 ∙(ΑΒΓ)=9 

ή (ΑΒΓ)=
9

2
  ή  

1

2
 ∙ ΑΒ∙ΑΓημÂ=

9

2
  ή  

1

2
∙63ημÂ=

9

2
  ή ημÂ=

1

2
 και εφόσον η γωνία Α̂ είναι 

οξεία , έχουμε ότι  Α̂=30ο .  

ii. Από νόμο συνημιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει  

ΒΓ2=ΑΒ2+ΑΓ2-2∙ΑΒ∙ΑΓ∙συν30ο=62+32-2∙6∙3∙
√3

2
=45-18√3  

  Άρα το εμβαδόν του ζητούμενου τετραγώνου είναι Ε=ΒΓ2=45-18√3. 
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ΘΕΜΑ 4 

Ζςτω ΑΒΓΔ τραπζηιο με Α̂ = Δ̂ = 90ο , ΑΒ=5 , ΓΔ=13 και εμβαδόν (ΑΒΓΔ)=54. Ο κφκλοσ με 

διάμετρο τθ ΒΓ τζμνει τθ ΓΔ ςτο ςθμείο Ε. 

α) Να αποδείξετε ότι ΑΔ = 6. (Μονάδεσ 6) 

β) Να υπολογίςετε το μικοσ των  ΒΕ και ΒΓ. (Μονάδεσ 6) 

γ) Αν ΟΚ είναι θ κάκετθ από το ςθμείο Ο ςτθν ΕΓ, να αποδείξετε ότι ΟΚ=3, και να 

υπολογίςετε το μικοσ τθσ ΟΔ. (Μονάδεσ 6) 

δ) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΒΔΟ. (Μονάδεσ 7) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Εφόςον το εμβαδόν του ΑΒΓΔ είναι 54 είναι: 

  (ΑΒΓΔ)=
(     )   

 
    54=

(    )   

 
            ΑΔ= 

  

  
 = 6 

 

β)   

 

 

Η γωνία ΒΕ̂Γ=90ο (εγγεγραμμζνθ ςε θμικφκλιο), άρα και ΒΕ̂Δ=90ο, οπότε το τετράπλευρο 

ΑΒΕΔ ζχοντασ ςφμφωνα με τθν υπόκεςθ  Α̂ = Δ̂ = 90ο και ΒΕ̂Δ=90ο, δθλαδι τρεισ γωνίεσ 

ορκζσ, είναι ορκογώνιο και επομζνωσ ΒΕ=ΑΔ (απζναντι πλευρζσ ορκογωνίου), άρα ΒΕ=6. 

Ακόμθ ΔΕ=ΑΒ=5, οπότε ΕΓ=ΔΓ-ΔΕ=13-5=8. Εφαρμόηοντασ το Πυκαγόρειο κεώρθμα ςτο 

τρίγωνο ΒΕΓ  ζχουμε ΒΓ2=ΒΕ2+ΕΓ2= 36+64=100. Άρα ΒΓ=10. 

γ)  

 

 

   

Η κάκετοσ ΟΚ από το κζντρο  Ο ςτθ χορδι ΕΓ του κφκλου διχοτομεί τθ χορδι, άρα το Κ είναι 

το μζςο του τμιματοσ ΕΓ. Το Ο ωσ κζντρο του κφκλου είναι το μζςο τθσ διαμζτρου ΒΓ. 
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Οπότε το ΟΚ ενώνει τα μζςα των πλευρών ΒΓ και ΕΓ του τριγώνου ΒΕΓ και άρα  ΟΚ = 
ΒΕ

2
 = 3. 

Αφοφ θ ΟΚ είναι κάκετοσ ςτθν ΕΓ, άρα κα είναι κάκετοσ και ςτθν ΔΓ, οπότε το τρίγωνο ΔΟΚ 

είναι ορκογώνιο και εφαρμόηοντασ το Πυκαγόρειο κεώρθμα ςτο τρίγωνο ΔΟΚ ζχουμε: 

 ΔΟ2=ΔΚ2+ΟΚ2 = 81+9 =90 . Άρα ΔΟ=3√   . 

δ) Το εμβαδόν του τριγώνου ΒΔΓ είναι (ΒΔΓ) = 
ΔΓ.ΒΕ

2
 = 

13.6

2
 = 39. Γνωρίηουμε ότι θ διάμεςοσ 

ενόσ τριγώνου χωρίηει το τρίγωνο ςε δφο ιςοδφναμα τρίγωνα και εφόςον θ ΔΟ είναι  

διάμεςοσ  του τριγώνου ΒΔΓ, άρα  :  

(ΒΔΟ) = 
(ΒΔΓ)

2
 = 

39

2
 . 
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ΘΕΜΑ 1 

α) Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στην κόλλα σας 

δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη ΣΩΣΤΟ, αν η πρόταση 

είναι σωστή ή ΛΑΘΟΣ, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

i. Το τρίγωνο που ορίζεται από τις ευθείες δύο πλευρών τριγώνου και μία 

παράλληλη προς την τρίτη πλευρά του, έχει πλευρές ανάλογες προς τις 

πλευρές του αρχικού τριγώνου. 

ii. Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι πάντοτε όμοια. 

iii. Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, ο λόγος των τετραγώνων των καθέτων πλευρών 

του είναι ίσος με το λόγο  των προβολών τους πάνω στην υποτείνουσα.  

iv. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 
2 2 2α β γ +  , τότε το τρίγωνο είναι πάντοτε 

οξυγώνιο. 

v. Δύο κανονικά πολύγωνα με τον ίδιο αριθμό πλευρών είναι όμοια.        

                                                                                                        (Μονάδες 10)                                                                                                                                                                                                   

β) Αν μια γωνία ενός τριγώνου είναι ίση ή παραπληρωματική με μια γωνία ενός άλλου 

τριγώνου, τότε να αποδείξετε ότι ο λόγος των εμβαδών των δύο τριγώνων είναι ίσος 

με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές.   

                                                                                                                     (Μονάδες 15) 
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ΛΥΣΗ 

α) 

i. Σωστό 

ii. Λάθος 

iii. Σωστό  

iv. Λάθος 

v. Σωστό 

β) Θεώρημα ΙΙΙ σελίδα 82. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Από τυχαίο σημείο Δ της πλευράς ΑΒ φέρουμε παράλληλη προς 

την πλευρά ΒΓ η οποία τέμνει την πλευρά ΑΓ στο σημείο Ε.  

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΓ είναι όμοια. 

(Μονάδες 10) 

β) Να	υπολογίσετε	τον	λόγο	των	εμβαδών	
(ΑΔΕ)
(ΑΒΓ) 	όταν	το	σημείο	Δ	είναι	μέσο	της	ΑΒ. 

(Μονάδες 10) 

γ) Να βρείτε τη θέση του σημείου Δ ώστε 
(ΔΕΓ)
(ΑΒΓ)

=
2
9
. 

(Μονάδες 05) 
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ΛΥΣΗ 

 
α) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ έχουν Β! = ΑΔ!Ε (ως εντός εκτός και επί τα αυτά των 

παραλλήλων ΔΕ και ΒΓ που τέμνονται από την ΒΔ) και κοινή τη γωνία Α#. Αφού τα 

τρίγωνα έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία, τότε θα είναι όμοια. 

β) Όπως αποδείχτηκε στο ερώτημα (α), τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΓ είναι όμοια, οπότε θα 

έχουν τις ομόλογες πλευρές τους ανάλογες. Οι ομόλογες πλευρές των δύο τριγώνων 

σημειώνονται στον ακόλουθο πίνακα: 

 Ίσες γωνίες 
 Α# = Α# ΑΕ!Δ = Γ! ΑΔ!Ε = Β! 
Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΑΔΕ ΔΕ ΑΔ ΑΕ 
Απέναντι πλευρά στο τρίγωνο ΑΒΓ ΒΓ ΑΒ ΑΓ 

Δίνεται ότι το σημείο Δ είναι μέσο της ΑΒ. Επομένως, ο λόγος ομοιότητας λ των 

τριγώνων ΑΔΕ και ΑΒΓ είναι: 

λ =
ΑΔ
ΑΒ

=
ΑΔ

2ΑΔ
=

1
2

 

Αφού τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΓ είναι όμοια, τότε ο λόγος των εμβαδών τους θα ισούται 

με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητας, δηλαδή: 

(ΑΔΕ)
(ΑΒΓ)

= λ2 = $
1
2
%
2

=
1
4

 

γ) Ζητάμε τη θέση του σημείου Δ ώστε να είναι 

(ΔΕΓ)
(ΑΒΓ)

=
2
9

 

Είναι: 
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(ΔΕΓ) = (ΔΑΓ) − (ΑΔΕ)			και			λ =
ΑΔ
ΑΒ

 

Οπότε έχουμε διαδοχικά: 

(ΔΑΓ) − (ΑΔΕ)
(ΑΒΓ)

=
2
9

 

(ΔΑΓ)
(ΑΒΓ)

−
(ΑΔΕ)
(ΑΒΓ)

=
2
9

 

Από (β) ερώτημα είναι	
(ΑΔΕ)
(ΑΒΓ)

= λ2,	οπότε: 

λΑΒ ∙ ΑΓ
ΑΒ ∙ ΑΓ

− λ2 =
2
9

 

λ − λ2 =
2
9

 

9λ2 − 9λ + 2 = 0 

Οι λύσεις της τελευταίας εξίσωσης είναι: 

λ =
2
3
			ή				λ =

1
3
	 

Άρα, το σημείο Δ χωρίζει εσωτερικά την πλευρά ΑΒ σε λόγο λ τέτοιο ώστε: 

ΑΔ
ΑΒ

=
2
3
			ή				

ΑΔ
ΑΒ

=
1
3
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ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΒΓ//ΑΔ) και έστω Ε το σημείο τομής των διαγωνίων του 

ΑΓ και ΒΔ. 

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι ισοδύναμα. 

(Μονάδες 13) 

β) Να συγκρίνετε τα εμβαδά των γραμμοσκιασμένων τριγώνων ΑΒΕ και ΔΓΕ. 

(Μονάδες 12) 

 

 22032



ΛΥΣΗ 

 

α) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ έχουν κοινή βάση ΑΔ. Επίσης, τα ύψη τους ΒΖ και ΓΗ είναι 

ίσα με το ύψος του τραπεζίου ΑΒΓΔ. Οπότε, τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ θα είναι 

ισοδύναμα, δηλαδή: 

(ΑΒΔ) � (ΑΓΔ)    (1) 

β) Έχουμε ότι:  

(ΑΒΔ) � (ΑΒΕ) � (ΑΕΔ)			και			(ΑΓΔ) � (ΑΕΔ) � (ΔΓΕ)			 

Αντικαθιστώντας στην ισότητα (1) έχουμε: 

(ΑΒΕ) � (ΑΕΔ)	 � (ΑΕΔ) � (ΔΓΕ)			 

Οπότε: 

(ΑΒΕ)	 � (ΔΓΕ� 

δηλαδή, τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΔΓΕ είναι ισοδύναμα. 
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ΘΕΜΑ 2 

Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ του σχήματος παριστάνει την κάτοψη ενός κτήματος με   

ΑΒ = 60 m, ΒΓ = 80 m, Δ" = 60ο, Β" = 90ο και ΑΔ = ΓΔ. 

α) Να υπολογίσετε το μήκος της διαγωνίου ΑΓ. 

(Μονάδες 09) 

β) Να αιτιολογήσετε γιατί το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισόπλευρο. 

(Μονάδες 04) 

γ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν των τριγώνων ΑΒΓ και ΑΔΓ. Πόσο είναι το συνολικό 

εμβαδόν του κτήματος; 

(Μονάδες 12) 
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ΛΥΣΗ 

 
α) Εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ. Έχουμε 

διαδοχικά: 

ΑΓ2 = ΑΒ2 + ΒΓ2 

ΑΓ2 = 602 + 802 

ΑΓ2 = 3600 + 6400 

ΑΓ2 = 10000 

Επομένως, ΑΓ = 100 m. 

β) Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΔΓ είναι Δ# = 60ο. Οπότε, το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισόπλευρο 

με ΑΔ = ΑΓ = ΓΔ = 100 m. 

γ) Το εμβαδόν του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ είναι: 

(ΑΒΓ) =
1
2

ΑΒ ∙ ΒΓ =
1
2
∙ 60 ∙ 80 = 2400  m2 

Το εμβαδόν του ισοπλεύρου τριγώνου ΑΔΓ είναι: 

(ΑΔΓ) =
ΑΓ2√3

4
= 2500 ∙ √3  m2 

Το συνολικό εμβαδόν του κτήματος θα είναι: 

(ΑΒΓΔ) = (ΑΒΓ) + (ΑΔΓ) = (2400 + 2500 ∙ √3 ) m2 
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ΘΕΜΑ 3 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς 2α. Με κέντρα τις κορυφές του τετραγώνου και 

ακτίνα α σχεδιάζουμε τέσσερις κυκλικούς τομείς στο εσωτερικό του όπως φαίνεται 

στο σχήμα.  

α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν κάθε κυκλικού τομέα ως συνάρτηση του α. 

(Μονάδες 08) 

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου καμπυλόγραμμου χωρίου 

είναι: 

Ε = α2(4 − π) 

(Μονάδες 12) 

γ) Να υπολογίσετε την περίμετρο του γραμμοσκιασμένου καμπυλόγραμμου χωρίου. 

(Μονάδες 05) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Τα τόξα ΘΕ� , ΕΖ� , ΖΗ�, ΗΘ�  είναι τόξα ίσων κύκλων ακτίνας α και αντιστοιχούν σε ίσες 

επίκεντρες γωνίες 90ο. Επομένως, οι κυκλικοί τομείς ΑΘΕ� , ΒΕΖ� , ΓΖΗ�, ΔΗΘ�  έχουν ο 

καθένας εμβαδόν  

 (Α ΘΕ� ) � (Β ΕΖ� ) � (Γ ΖΗ� ) � (Δ ΗΘ� ) �
πα290ο

360ο �
πα2

4
 

β) Tο εμβαδόν του τετραγώνου είναι  

Ετ � �2α�2 � 4α� 

Οπότε, το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου είναι: 

Ε � Ετ � 4(Α ΘΕ� ) � 4α2 � 4
πα2

4
� 4α2 � πα2 � α2�4 � π) 

γ) Το μήκος καθενός από τα ίσα τόξα ΘΕ� , ΕΖ� , ΖΗ�, ΗΘ�  είναι: 

ℓ
ΘΕ� � ℓ

ΕΖ� � ℓ
ΖΗ� � ℓ

ΗΘ� �
πα90ο

180ο �
πα

2
 

Οπότε, η περίμετρος του γραμμοσκιασμένου καμπυλόγραμμου χωρίου είναι: 

L � 4ℓ
ΘΕ� � 4

πα

2
� 2πα 
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ΘΕΜΑ 4 

Θεωρούμε κύκλο με κέντρο Γ και ακτίνα R. Έστω ΑΒ διάμετρος του κύκλου και Δ, Ε 

σημεία της τέτοια ώστε ΑΔ � ΔΕ � ΕΒ. Σχεδιάζουμε τα ημικύκλια ΑΔ και ΑΕ πάνω 

από τη διάμετρο ΑΒ και τα ημικύκλια ΒΕ και ΒΔ κάτω από τη διάμετρο ΑΒ, όπως 

φαίνεται στο σχήμα.  

α) Να υπολογίσετε τα εμβαδά ε1 και ε3 των καμπυλόγραμμων σχημάτων ΑΔΒΖ και 

ΒΕΑΗ αντίστοιχα. 

(Μονάδες 12) 

β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν ε2 του γραμμοσκιασμένου καμπυλόγραμμου 

σχήματος ΑΔΒΕ.  

(Μονάδες 08) 

γ) Να εξετάσετε αν ο κύκλος χωρίζεται σε τρία ισοδύναμα καμπυλόγραμμα σχήματα. 

(Μονάδες 05) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Από την εκφώνηση έχουμε ότι: 

ΑΔ = ΔΕ = ΕΒ = ΑΒ

3
= 2R

3
 

Τα ημικύκλια ΑΔ�  και ΒΕ� έχουν ακτίνα 

ρ
1
= ΑΔ

2
= R

3
 

και εμβαδόν 

ε = πρ
1

2180ο

360ο =
π �R

3
�

2

180ο

360ο = πR2

18
 

Τα ημικύκλια ΑΕ� και ΒΔ� έχουν ακτίνα  

ρ
2
= ΑΕ

2
= ΑΔ = 2R

3
 

και εμβαδόν 

τ = πρ
2

2180ο

360ο =
π �2R

3
�

2

180ο

360ο = 2πR2

9
 

Τα ημικύκλια ΑΗΒ� και ΑΖΒ� έχουν ακτίνα R και εμβαδόν 

σ = πR2

2
 

Οπότε, τα καμπυλόγραμμα σχήματα ΑΔΒΖ και ΒΕΑΗ έχουν εμβαδόν 

ε1 = ε
3
= σ+ ε − τ = πR2

2
+ πR2

18
− 2πR2

9
= 9πR2

18
+ πR2

18
− 4πR2

18
= 6πR2

18
= πR2

3
 

β) Το εμβαδόν του κύκλου με διάμετρο ΑΒ είναι  

Ε = πR2 

Επομένως, το καμπυλόγραμμο σχήμα ΑΔΒΕ έχει εμβαδόν 

 22058-Λύση



ε2 = Ε − ε	 − ε3 = πR2 − πR2

3
− πR2

3
= πR2

3
 

γ) Παρατηρούμε ότι 

ε1 = ε
2
= ε3 =

πR2

3
= Ε

3
 

Άρα, ο κύκλος χωρίζεται σε τρία ισοδύναμα καμπυλόγραμμα σχήματα. 
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ΘΕΜΑ 2 

Ζνα τρίγωνο ΑΒΓ ζχει μήκη πλευρϊν α = 17, β = 8, γ = 15.  

α) Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογϊνιο. (Μονάδεσ 13) 

β) Αν ΑΔ είναι το φψοσ του τριγϊνου ΑΒΓ:  

i. Να δικαιολογήςετε γιατί τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι όμοια και να βρείτε το λόγο 

ομοιότητάσ τουσ λ.  

ii. Να υπολογίςετε το λόγο των εμβαδϊν  
     

     
 .  

 (Μονάδεσ 12) 
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ΛΥΣΗ 

  

α) Η μεγαλφτερη πλευρά του τριγώνου είναι η α. Θα εξετάςουμε αν το άθροιςμα των 

τετραγώνων των άλλων δφο πλευρών του είναι ίςο με το τετράγωνο τησ πλευράσ α. 

β 2 + γ 2 = 8 2 + 1 5 2  ή β 2 + γ 2 = 6 4 + 2 2 5  ή β 2 + γ 2 = 2 8 9  

α 2 = 1 7 2  ή α 2 = 2 8 9  

Άρα β2 + γ2 = α2, οπότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με υποτείνουςα την πλευρά α=17 και 

 ̂=90ο. 

 β)  

 

i. Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι ορθογώνια με  ̂    ̂1  αφοφ είναι και οι δφο γωνίεσ 

ςυμπληρωματικζσ τησ γωνίασ  ̂.  Άρα είναι όμοια και ο λόγοσ ομοιότητάσ τουσ θα 

είναι ίςοσ με το λόγο των υποτεινουςών τουσ. Δηλαδή λ =  
  

  
 = 

  

 
 .  
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ii. Ο λόγοσ των εμβαδών των τριγώνων ΑΒΔ και ΑΓΔ θα ιςοφται με το τετράγωνο του 

λόγου ομοιότητάσ τουσ, αφοφ είδαμε ςτο προηγοφμενο ερώτημα ότι αυτά είναι 

όμοια με λόγο ομοιότητασ λ =  
  

 
. 

Άρα  
     

     
 = (

  

 
)
 

= 
   

  
 .  
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο με ΑΒ = 4α και ΑΔ = πα. Στο εσωτερικό του 

ορθογωνίου σχεδιάστηκε ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ. 

α) Να αποδείξετε ότι το ημικύκλιο χωρίζει το ορθογώνιο σε δύο ισεμβαδικά χωρία.  

 (Μονάδες 8) 

β) Αν η διαγώνιος ΒΔ τέμνει το ημικύκλιο στο σημείο Ε και Μ είναι το μέσο της ΑΒ,  

i. να αποδείξετε ότι ΑΒ� = ΒΔ ∙ ΒΕ και ΑΔ� = ΒΔ ∙ ΔΕ.                 (Μονάδες 6) 

ii. να αποδείξετε ότι ΒΕ = 16α

�16+π2
 και ΔΕ = π2α

�16+π2
,             (Μονάδες 6) 

iii.  να υπολογίσετε το συνΒΜ� Ε.             (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α) Το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ δίνεται από τον τύπο 

�ΑΒΓΔ� = ΑΒ ∙ ΑΔ = 4α ∙ πα = 4πα�. 

Το εμβαδόν του ημικυκλίου ακτίνας R = ΑΒ2 = 4α2 = 2α δίνεται από τον τύπο  

Ε
 = πR22 = π�2α�22 = 4πα22 = 2πα� (1). 

Το εμβαδόν του χωρίου που βρίσκεται στο εσωτερικό του ορθογωνίου ΑΒΓΔ και εξωτερικά 

του ημικυκλίου γίνεται από τον τύπο 

Ε� = �ΑΒΓΔ� − Ε
 = 4πα� − 2πα� = 2πα� (2). 

Από τις ισότητες (1) και (2) προκύπτει ότι Ε
 = Ε�, επομένως το ημικύκλιο χωρίζει το 

ορθογώνιο σε δύο ισεμβαδικά χωρία. 

β) Η διαγώνιος ΒΔ τέμνει το ημικύκλιο στο σημείο Ε. Φέρουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΕ.  

 

i. Η γωνία ΑΕ�Β είναι εγγεγραμμένη σε ημικύκλιο, επομένως ΑΕ�Β = 90ο. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ η ΒΕ είναι η προβολή της κάθετης πλευράς ΑΒ πάνω στην 

υποτείνουσα ΒΔ, επομένως  

ΑΒ� = ΒΔ ∙ ΒΕ     (1). 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ η ΔΕ είναι η προβολή της κάθετης πλευράς ΑΔ πάνω στην 

υποτείνουσα ΒΔ, επομένως  

ΑΔ� = ΒΔ ∙ ΔΕ      (2). 

ii. Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ έχουμε ότι 

ΒΔ� = ΑΒ
� + ΑΔ�. 

Από την υπόθεση έχουμε ότι ΑΒ = 4α, ΑΔ = πα, οπότε  

ΒΔ� = �4α�� + �πα��   ή   ΒΔ� = �16 + π��α�   ή   ΒΔ = α√16 + π�. 

Είναι ΑΒ = 4α και ΒΔ = α√16 + π�, επομένως η (1) γίνεται 

�4α�� = α√16 + π� ∙ ΒΕ   ή  ΒΕ = 16α

�16+π2
∙ 

Είναι ΑΔ = πα και ΒΔ = α√16 + π�, επομένως η (2) γίνεται 
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�πα�� = α√16 + π� ∙ ΔΕ   ή  ΔΕ = π2α

�16+π2 ∙ 
iii. Έστω Μ το μέσο της ΑΒ.  

 

Τα ευθύγραμμα τμήματα ΜΕ και ΜΒ είναι ακτίνες του ημικυκλίου διαμέτρου ΑΒ, επομένως  

ΜΕ = ΜΒ = ΑΒ2 = 4α2 = 2α. 

Σύμφωνα με το νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο ΒΕΜ ισχύει 

ΒΕ� = ΜΒ� + ΜΕ� − 2ΜΒ ⋅ΜΕ ⋅συνΒΜ� Ε  ή  συνΒΜ� Ε = ΜΒ
2+ΜΕ

2−ΒΕ
2

2ΜΒ ⋅ΜΕ
∙ 

Όμως ΜΕ = ΜΒ = 2α και ΒΕ = 16α

�16+π2
, οπότε 

συνΒΜ� Ε = �2α�2+�2α�2−256α2
16+π22∙2α ⋅2α

    ή   συνΒΜ� Ε = �8− 256
16+π2�α2
8α2    ή   συνΒΜ� Ε = π2−1616+π2 ∙ 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με γωνίες Α̂ = 200, Β̂ = 1000, και η διχοτόμος ΑΕ της γωνίας του Α̂. Από 

το Β φέρνουμε την κάθετη προς την ΑΕ και έστω Ζ , Δ τα σημεία τομής της καθέτου με τις ΑΕ, 

ΑΓ αντίστοιχα.  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. ΓΒ̂Δ =  Α̂ =  200              (Μονάδες 10) 

ii. Το τρίγωνο ΒΔΓ είναι όμοιο με το τρίγωνο ΑΒΓ, να γράψετε τα ζεύγη των ομόλογων 

πλευρών τους και να αιτιολογήσετε γιατί είναι αυτές οι πλευρές ομόλογες .               

          (Μονάδες 10) 

β)  Να σχεδιάσετε εξωτερικά του τριγώνου ΑΒΓ δύο τετράπλευρα: ένα τετράγωνο με πλευρά 

την ΒΓ και ένα ορθογώνιο που η μία του πλευρά είναι η πλευρά ΑΓ του τριγώνου ΑΒΓ και η 

άλλη του πλευρά είναι ευθύγραμμο τμήμα ίσο με το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ. Να εξετάσετε αν 

τα δυο τετράπλευρα, που σχεδιάσατε, έχουν ίσα εμβαδά.  

                                                                                                                                      (Μονάδες 5)        
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ΛΥΣΗ 

α)  

 

i. Αφού η ΑΕ είναι διχοτόμος της γωνίας Α̂, τότε Α̂1= Α̂2 = 
Α̂

2
 = 

200

2
 = 100.  

Επειδή το τρίγωνο ΒΖΑ είναι ορθογώνιο, αφού η ΒΔ είναι κάθετη στην ΑΕ, οι γωνίες 

του Α̂1 και Β̂1 είναι συμπληρωματικές και θα ισχύει  Α̂1 +  Β̂1 = 900 με Α̂1= 100. 

Επομένως Β̂1 = 900 − 100 ή Β̂1 =  800. 

Είναι ΓΒ̂Α =  Β̂ = 1000, οπότε θα είναι Β̂2 =  ΓΒ̂Α − Β̂1 με Β̂1 = 800. Επομένως  

 Β̂2 = 1000 − 800 = 200 ή  ΓΒ̂Δ = 200. Συνεπώς ΓΒ̂Δ =  Α̂ =  200.                

ii. Τα τρίγωνα ΒΔΓ και ΑΒΓ έχουν ΓΒ̂Δ =  Α̂ , από το i. ερώτημα και τη γωνία Γ̂ κοινή, 

οπότε θα είναι όμοια γιατί έχουν δυο γωνίες τους ίσες μία προς μία. Αφού τα 

τρίγωνα είναι όμοια θα έχουν και τις τρίτες γωνίες τους ίσες, δηλαδή ΓΔ̂Β = ΑΒ̂Γ.  

Συνεπώς, τα ζεύγη των ομόλογων πλευρών είναι οι ΓΔ, ΒΓ ως πλευρές που 

βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες ΓΒ̂Δ και Α̂, οι ΒΔ, ΑΒ ως πλευρές που 

βρίσκονται απέναντι από τη γωνία Γ̂ (κοινή) και οι ΒΓ, ΑΓ ως πλευρές που βρίσκονται 

απέναντι από τις ίσες γωνίες  ΓΔ̂Β και ΑΒ̂Γ.  

β)  
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Έστω ΒΓΗΘ είναι το τετράγωνο με πλευρά την ΒΓ και ΑΓΙΚ είναι το ορθογώνιο με διαστάσεις 

την ΑΓ και το τμήμα ΓΔ.  

Το εμβαδόν του τετραγώνου  ΒΓΗΘ είναι (ΒΓΗΘ) = ΒΓ2 και το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΓΙΚ 

είναι (ΑΓΙΚ) = ΑΓ∙ ΓΔ.  

Τα εμβαδά των τετραπλεύρων θα είναι ίσα αν ισχύει η σχέση; 

ΒΓ2 = ΑΓ∙ ΓΔ ή αν ισχύει 
ΒΓ

ΑΓ
=  

ΓΔ

ΒΓ
  (1) 

Από το ερώτημα α) ii. τα τρίγωνα ΒΔΓ και ΑΒΓ είναι όμοια, οπότε οι λόγοι των ομόλογων 

πλευρών τους θα είναι ίσοι, δηλαδή θα ισχύει 
ΓΔ

ΒΓ
=  

ΒΔ

ΑΒ
=  

ΒΓ

ΑΓ
. Επομένως, θα ισχύει ότι  

ΒΓ

ΑΓ
=  

ΓΔ

ΒΓ
 , άρα και ΒΓ2 = ΑΓ∙ ΓΔ.  

Συνεπώς, ισχύει η σχέση (1), άρα τα τετράπλευρα ΒΓΗΘ και ΑΓΙΚ έχουν ίσα εμβαδά. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ του οποίου οι πλευρές ΑΒ και ΑΓ έχουν σταθερά μήκη 3 και 4 αντίστοιχα.       

α) Αν η γωνία Α έχει μέτρο 60ο, τότε να υπολογίσετε: 

i. Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.              (Μονάδες 08) 

ii. Το μήκος της πλευράς ΒΓ.              (Μονάδες 09) 

β) Πόσο πρέπει να είναι το μέτρο της γωνίας Α ώστε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ να γίνεται 

μέγιστο; Να υπολογίσετε το μέγιστο εμβαδόν και να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.   

       (Μονάδες 08) 
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ΛΥΣΗ 

 

α)  

i. Για την εύρεση του εμβαδού του τριγώνου χρησιμοποιούμε τον τύπο: 

o1 1 3
E AB A 3 4 60 6 3 3

2 2 2
= ⋅ Γ ⋅ηµΑ = ⋅ ⋅ ηµ = ⋅ =  

ii. Εφαρμόζουμε τον νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΓ: 

2 2 2
2ΒΓ = ΑΒ + ΑΓ − ΑΒ ⋅ ΑΓ ⋅ συνΑ= 2 2 o 1

3 4 2 3 4 60 9 16 24 13
2

+ − ⋅ ⋅ ⋅ συν = + − ⋅ = . 

Άρα, ΒΓ = 13 .                

β) Το εμβαδόν του τριγώνου δίνεται από τον τύπο  

                                           
1 1

E AB A 3 4 6
2 2

= ⋅ Γ ⋅ ηµΑ = ⋅ ⋅ ηµΑ = ⋅ηµΑ . 

Για την γωνία Α του τριγώνου ισχύει ότι 0ο < Α < 180ο, άρα 0 < ημΑ ≤ 1. Η μέγιστη τιμή του  

ημΑ είναι 1, όταν η γωνία Α είναι 90ο. Επομένως, το εμβαδόν γίνεται μέγιστο όταν η γωνία 

Α είναι ορθή και η μέγιστη τιμή του είναι Ε = 6⋅1 = 6 τ.μ.                
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ΘΕΜΑ 4 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ θεωρούμε σημείο Δ εσωτερικό της πλευράς του ΒΓ. Έστω Μ το μέσο Μ του 

τμήματος ΑΔ. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. (ΑΒΜ) = 
1

2
 (ΑΒΔ)                 (Μονάδες 8) 

ii. (ΑΒΜ) + (ΜΔΓ) = 
1

2
 (ΑΒΓ)                 (Μονάδες 9) 

β)  Να εξετάσετε αν υπάρχει θέση του σημείου Δ τέτοια ώστε τα τρίγωνα ΑΒΜ και ΜΔΓ να 

έχουν ίσα εμβαδά. Στην περίπτωση που υπάρχει θέση του σημείου Δ για την οποία τα 

εμβαδά των τριγώνων ΑΒΜ και ΜΔΓ είναι ίσα, να βρείτε τι μέρος του εμβαδού του 

τριγώνου ΑΒΓ είναι το εμβαδόν του κάθε τριγώνου ΑΒΜ και ΜΔΓ. Να αιτιολογήσετε την 

απάντησή σας. 

(Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ, Δ σημείο της ΒΓ και Μ το μέσο του τμήματος ΑΔ. 

 

α)  

i. Στο τρίγωνο ΑΒΔ η ΒΜ είναι διάμεσος στην πλευρά του ΑΔ, οπότε τα τρίγωνα ΑΒΜ  

και ΜΒΔ  θα έχουν ίσα εμβαδά γιατί έχουν ίσες βάσεις, τις ΜΑ και ΜΔ αντίστοιχα και κοινό 

ύψος από την κορυφή Β στον φορέα της πλευράς ΑΔ. Οπότε (ΑΒΜ) = (ΜΒΔ) = 
1

2
 (ΑΒΔ), 

δηλαδή (ΑΒΜ) = 
1

2
 (ΑΒΔ) (1). 

ii. Στο τρίγωνο ΑΓΔ η ΓΜ είναι διάμεσος στην πλευρά του ΑΔ, οπότε τα τρίγωνα ΑΓΜ  

και ΜΓΔ θα έχουν ίσα εμβαδά,  γιατί έχουν ίσες βάσεις, τις ΜΑ και ΜΔ αντίστοιχα και κοινό 

ύψος από την κορυφή Γ στον φορέα της πλευράς ΑΔ. Οπότε (ΑΓΜ) = (ΜΔΓ) = 
1

2
 (ΑΓΔ), 

δηλαδή (ΜΔΓ) = 
1

2
 (ΑΓΔ) (2). 

Προσθέτοντας τις σχέσεις (1) και (2) κατά μέλη θα έχουμε ότι: 

(ΑΒΜ) + (ΜΔΓ) = 
1

2
 (ΑΒΔ) + 

1

2
 (ΑΓΔ) = 

1

2
 [(ΑΒΔ) + (ΑΓΔ)] = 

1

2
 (ΑΒΓ) 

β) Αν είναι (ΑΒΜ) = (ΜΔΓ) , τότε από τις σχέσεις (1) και (2) θα ισχύει: 

1

2
 (ΑΒΔ) = 

1

2
 (ΑΓΔ) ή (ΑΒΔ) = (ΑΓΔ) 

Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ έχουν  το ίδιο ύψος από την κοινή τους  κορυφή Α στον φορέα των 

βάσεων τους ΒΔ και ΔΓ. Επομένως για να έχουν ίσα εμβαδά αρκεί να έχουν ίσες βάσεις, 

δηλαδή ΒΔ = ΔΓ. Αυτό θα συμβαίνει όταν το Δ είναι το μέσο της ΒΓ.  

Όταν το σημείο Δ είναι το μέσο της ΒΓ, τότε (ΑΒΜ) = 
1

2
 (ΑΒΔ) = 

1

2
 
1

2
 (ΑΒΓ) = 

1

4
 (ΑΒΓ). Όμοια 

(ΜΔΓ) = 
1

4
 (ΑΒΓ). 

Δηλαδή (ΑΒΜ) = (ΜΔΓ) = 
1

4
 (ΑΒΓ) 
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ΘΕΜΑ 4 

Το ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ έχει τα άκρα του Β και Γ στις προεκτάσεις των πλευρών ΔΑ και ΕΑ, 

αντίστοιχα, του τριγώνου ΑΔΕ, έτσι ώστε να είναι παράλληλο στην πλευρά ΔΕ. Επίσης 

δίνονται τα μήκη των πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, 𝛢𝛣 = 4 και 𝛢𝛤 = 5. Έστω ότι ο λόγος των 

εμβαδών των τριγώνων ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι 
(𝛢𝛣𝛤)

(𝛢𝛥𝛦)
 = 

1

4
 .                         

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι όμοια με λόγο  
1

2
  . (Μονάδες 10) 

β) Αν 𝛣�̂�𝛤 = 𝜑, να αποδείξετε ότι το εμβαδόν (ΑΔΕ) του τριγώνου ΑΔΕ είναι ίσο με 40𝜂𝜇𝜑. 

(Μονάδες 07) 

γ) Να βρείτε σημείο Ζ εσωτερικό της πλευράς ΑΔ, ώστε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΓΖ που 

σχηματίζεται να είναι ίσο με το 
1

4
 του εμβαδού του τριγώνου ΑΔΕ.           (Μονάδες 08) 
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ΛΥΣΗ 

α) Σύμφωνα με εφαρμογή του θεωρήματος τους Θαλή το τρίγωνο ΑΒΓ που ορίζεται από τις 

προεκτάσεις των πλευρών ΔΑ και ΕΑ του τριγώνου ΑΔΕ και την ΒΓ, παράλληλη προς τη ΔΕ 

έχει πλευρές ανάλογες προς τις πλευρές του ΑΔΕ. Άρα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι όμοια, με: 

ΑΒ ΑΓ ΒΓ

ΑΔ ΑΕ ΔΕ
= =  

Επειδή ο λόγος των εμβαδών δύο όμοιων τριγώνων είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου 
ομοιότητάς τους, αν ο λόγος ομοιότητας των τριγώνων ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι ίσος με λ , τότε: 

2 (ΑΒΓ)
λ

(ΑΔΕ)
=   ή  2 1

λ
4

=   ή  
1

λ
2

=  

β) Το εμβαδόν (ΑΒΓ) του τριγώνου ΑΒΓ είναι ίσο με 
1

(ΑΒΓ) ΑΒ ΑΓ ημφ
2

=     ή   

1
(ΑΒΓ) 4 5 ημφ

2
=      ή  (ΑΒΓ) 10ημφ= . 

Όμως  
(ΑΒΓ) 1

(ΑΔΕ) 4
=   ή  (ΑΔΕ) 4(ΑΒΓ)= . Δηλαδή το εμβαδόν του ΑΔΕ είναι τετραπλάσιο του 

εμβαδού του ΑΒΓ. Άρα  (ΑΔΕ) 4 10ημφ=    ή  (ΑΔΕ) 40ημφ= . 

γ) Έχουμε ότι  
1

(ΑΒΓ) (ΑΔΕ)
4

=  . 

Έστω σημείο Ζ εσωτερικό της ΑΔ ώστε 
1

(ΑΓΖ) (ΑΔΕ)
4

=    ή  (ΑΓΖ) (ΑΒΓ)=   ή  
(ΑΒΓ)

1
(ΑΓΖ)

= . 

Επίσης οι γωνίες 
Λ

φ  και 
Λ

ω , των τριγώνων ΑΒΓ και ΑΓΖ αντίστοιχα είναι παραπληρωματικές.  

Επομένως ο λόγος των εμβαδών (ΑΒΓ) και (ΑΓΖ) των τριγώνων ΑΒΓ και ΑΓΖ αντίστοιχα είναι 

ίσος με τον λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές. Δηλαδή: 

(ΑΒΓ) ΑΒ ΑΓ

(ΑΓΖ) ΑΓ ΑΖ


=


 

Άρα 
ΑΒ ΑΓ

1
ΑΓ ΑΖ


=


  ή  

ΑΒ
1

ΑΖ
=   ή  ΑΖ ΑΒ=   ή  

ΑΔ
ΑΖ

2
= , εφόσον οι πλευρές ΑΒ και ΑΔ είναι 

ομόλογες σε όμοια τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ με λόγο ομοιότητας 
1

λ
2

=  (από το α)).  

Επομένως το σημείο Ζ είναι το μέσο της πλευράς ΑΔ του τριγώνου ΑΔΕ. 

(Εναλλακτικά: τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΓΖ έχουν κοινό ύψος από την κορυφή Γ και εφόσον 

έχουν ίσα εμβαδά, θα έχουν και ίσες βάσεις ΑΖ = ΑΒ). 
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ΘΕΜΑ 4 

Έστω Ε σημείο στην πλευρά ΓΑ του τριγώνου ΑΒΓ. Από το Ε φέρνουμε παράλληλη στην 

πλευρά ΒΓ του ΑΒΓ η οποία τέμνει την πλευρά ΑΒ στο σημείο Δ και παίρνουμε σημείο Ζ 

στην προέκταση    της πλευράς ΓΑ του τριγώνου ΑΒΓ ώστε να είναι ΑΖ = ΑΕ, όπως στο 

σχήμα.  

α) Έστω       . Να αποδείξετε ότι:  

i. Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΔΕ είναι ίσο με το  
 

 
  του εμβαδού του τριγώνου ΑΒΓ. 

          (Μονάδες 07) 

ii. Το εμβαδόν του τριγώνου ΔΕΖ είναι ίσο με τα  
 

 
 του εμβαδού του τριγώνου ΑΒΓ.  

(Μονάδες 10) 

β) Αν το εμβαδόν του ΔΕΖ είναι ίσο με το  
 

 
 του εμβαδού του ΑΒΓ, να υπολογίσετε το λόγο  

  

  
 .          (Μονάδες 08) 
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ΛΥΣΗ 

α) i. Σύμφωνα με εφαρμογή του θεωρήματος του Θαλή το τρίγωνο ΑΔΕ που ορίζεται από τις 

ευθείες των πλευρών ΑΒ και ΑΓ του τριγώνου ΑΒΓ και την ΔΕ, παράλληλη προς τη ΒΓ έχει 

πλευρές ανάλογες προς τις πλευρές του ΑΒΓ. Άρα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΓ είναι όμοια, με: 

ΑΔ ΑΕ ΔΕ

ΑΒ ΑΓ ΒΓ
   

Ο λόγος ομοιότητας λ των τριγώνων ΑΔΕ και ΑΒΓ είναι: 
ΑΕ ΑΕ 1

λ
ΑΓ 3ΑΕ 3

    

Επειδή ο λόγος των εμβαδών δύο όμοιων τριγώνων είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου 
ομοιότητάς τους, ο λόγος των εμβαδών (ΑΔΕ) και (ΑΒΓ) των τριγώνων ΑΔΕ και ΑΒΓ 
αντίστοιχα είναι: 

2
(ΑΔΕ) 1 1

(ΑΒΓ) 3 9

 
  
 

 

ii. Οι γωνίες 
Λ

1Α  και 
Λ

2Α  , των τριγώνων ΑΔΕ και ΑΔΖ αντίστοιχα είναι παραπληρωματικές.  

Επομένως ο λόγος των εμβαδών τους (ΑΔΕ) και (ΑΔΖ) αντίστοιχα είναι ίσος με τον λόγο των 

γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές. Δηλαδή: 

(ΑΔΕ) ΑΔ ΑΕ

(ΑΔΖ) ΑΔ ΑΖ





  ή  

(ΑΔΕ) ΑΕ

(ΑΔΖ) ΑΖ
   ή  

(ΑΔΕ)
1

(ΑΔΖ)
 , γιατί ΑΕ = ΑΖ 

Άρα τα εμβαδά των τριγώνων ΑΔΕ και ΑΔΖ είναι ίσα.  

(Εναλλακτικά: η ΑΔ είναι διάμεσος της πλευράς ΕΖ του τριγώνου ΔΕΖ, άρα το χωρίζει σε δύο 

τρίγωνα με ίσα εμβαδά, τα ΑΔΕ και ΑΔΖ). 

Για το εμβαδόν του τριγώνου ΔΕΖ ισχύει ότι (ΔΕΖ) (ΑΔΕ) (ΑΔΖ) 2(ΑΔΕ)   . 

Επομένως: 
(ΔΕΖ) 2(ΑΔΕ) (ΑΔΕ) 1 2

2 2
(ΑΒΓ) (ΑΒΓ) (ΑΒΓ) 9 9

     . 

Άρα το εμβαδόν του τριγώνου ΔΕΖ είναι ίσο με τα 
2

9
 του εμβαδού του τριγώνου ΑΒΓ. 

β) Έστω 
ΑΕ

λ
ΑΓ

 . Τότε με όμοιους συλλογισμούς με το ερώτημα α) έχουμε ότι τα τρίγωνα 

ΑΔΕ και ΑΒΓ είναι όμοια με λόγο λ και για τα εμβαδά τους ισχύει ότι 2(ΑΔΕ)
λ

(ΑΒΓ)
 . 

Επίσης, εφόσον ΑΕ = ΑΖ τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΔΖ έχουν ίσα εμβαδά, ανεξάρτητα από την 

τιμή του λόγου λ και (ΔΕΖ) (ΑΔΕ) (ΑΔΖ) 2(ΑΔΕ)   , όπως στο α)ii). 

Άρα: 
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2(ΔΕΖ) 2(ΑΔΕ) (ΑΔΕ)
2 2λ

(ΑΒΓ) (ΑΒΓ) (ΑΒΓ)
    

Εφόσον το εμβαδόν του ΔΕΖ είναι ίσο με το 
1

2
 του εμβαδού του ΑΒΓ έχουμε ότι: 

(ΔΕΖ) 1

(ΑΒΓ) 2
   ή  2 1

2λ
2

   ή  2 1
λ

4
   ή  

1
λ

2
  

Άρα 
ΑΕ 1

ΑΓ 2
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Ε και Ζ τα μέσα των πλευρών του ΑΓ και ΑΒ, αντίστοιχα. 

α) Αν επιπλέον το ευθύγραμμο τμήμα ΑΔ ενώνει την κορυφή Α του τριγώνου ΑΒΓ και το 

μέσο Δ της απέναντι πλευράς ΒΓ, όπως στο σχήμα, να αποδείξετε ότι: 

i. Τα τρίγωνα ΕΔΓ και ΑΒΓ είναι όμοια με λόγο ομοιότητας 
1

2
. 

ii. Για το εμβαδόν (ΑΕΔΖ) του τετραπλεύρου ΑΕΔΖ ισχύει ότι (𝛢𝛦𝛥𝛧) = (𝛢𝛣𝛤) − 2(𝛦𝛥𝛤). 

iii. Το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΑΕΔΖ είναι ίσο με το  
1

2
  του εμβαδού του τριγώνου ΑΒΓ. 

(Μονάδες 18) 

β) Αν το σημείο Δ είναι τυχαίο εσωτερικό σημείο της πλευράς ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ, τότε 

ισχύει ότι το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΑΕΔΖ είναι ίσο με το  
1

2
  του εμβαδού του τριγώνου 

ΑΒΓ;          (Μονάδες 07) 
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ΛΥΣΗ 

α) i. Το E είναι μέσο της ΑΓ, άρα ΑΓ 2ΓΕ=   ή  
ΓΕ 1

ΑΓ 2
=  . 

Ομοίως το Δ είναι μέσο της ΒΓ, άρα  
ΓΔ 1

ΒΓ 2
= . 

Άρα τα τρίγωνα ΕΔΓ και ΑΒΓ έχουν δύο πλευρές ανάλογες μία προς μία και τις περιεχόμενες 

στις πλευρές αυτές γωνίες ίσες, εφόσον η  
Λ

Γ   είναι κοινή γωνία. Επομένως τα τρίγωνα ΕΔΓ 

και ΑΒΓ είναι όμοια με λόγο ομοιότητας τον λόγο των ομόλογων πλευρών τους, δηλαδή  
1

2
 . 

ii. Άρα τα εμβαδά (ΕΔΓ) και (ΑΒΓ) των τριγώνων ΕΔΓ και ΑΒΓ αντίστοιχα έχουν λόγο ίσο με το 

τετράγωνο του λόγου ομοιότητάς τους. Επομένως: 

2
(ΕΔΓ) 1 1

(ΑΒΓ) 2 4

 
= = 
 

  ή  
1

(ΕΔΓ) (ΑΒΓ)
4

=   

Με ανάλογους συλλογισμούς με εκείνους του α)i προκύπτει ότι τα τρίγωνα ΖΒΔ και ΑΒΓ είναι 

επίσης όμοια με λόγο ομοιότητας  
1

2
, εφόσον: 

• Το Ζ είναι μέσο της ΑΒ. 

• Το Δ είναι μέσο της ΒΓ. 

• Η περιεχόμενη γωνία 
Λ

Β  των ΒΖ, ΒΔ και ΑΒ, ΒΓ είναι κοινή. 

Επομένως για το εμβαδόν (ΖΒΔ) του τριγώνου ΖΒΔ ισχύει ότι 
1

(ΖΒΔ) (ΑΒΓ) (ΕΔΓ)
4

=  = . 

Επίσης για το εμβαδόν (ΑΕΔΖ) του τετραπλεύρου ΑΕΔΖ ισχύει ότι: 

(ΑΕΔΖ) (ΑΒΓ) (ΕΔΓ) (ΖΒΔ)= − −   ή  (ΑΕΔΖ) (ΑΒΓ) 2(ΕΔΓ)= − . 

iii. Ή αλλιώς: 

1 1 1
(ΑΕΔΖ) (ΑΒΓ) 2 (ΑΒΓ) (ΑΒΓ) (ΑΒΓ) (ΑΒΓ)

4 2 2
= −   = −  =   

β) Σχεδιάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει την κορυφή Α του τριγώνου ΑΒΓ με το 

τυχαίο εσωτερικό σημείο Δ της απέναντι πλευράς ΒΓ. Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΔΓ έχουν κοινή 

γωνία την 
Λ Λ

1Α Δ ΑΕ= , επομένως ο λόγος των εμβαδών τους είναι ίσος με τον λόγο των 

γινομένων των πλευρών που περιέχουν τη γωνία 
Λ

1Α . Άρα  
(ΑΔΕ) ΑΔ ΑΕ ΑΕ 1

(ΑΔΓ) ΑΔ ΑΓ ΑΓ 2


= = =


, εφόσον 

το Ε είναι μέσο της ΑΓ. 
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Άρα 
(ΑΔΓ)

(ΑΔΕ)
2

= . 

(Εναλλακτικά: Η διάμεσος ΔΕ της πλευράς ΑΓ του τριγώνου ΑΔΓ το χωρίζει σε δύο τρίγωνα με 

ίσα εμβαδά, τα ΑΔΕ και ΔΕΓ. Άρα το εμβαδόν του τριγώνου ΑΔΕ είναι ίσο με το μισό του 

εμβαδού του τριγώνου ΑΔΓ). 

Με όμοιους συλλογισμούς για τα τρίγωνα ΑΔΖ και ΑΔΒ έχουμε 
(ΑΔΒ)

(ΑΔΖ)
2

= . 

Όμως για το εμβαδόν (ΑΕΔΖ) του τετραπλεύρου ΑΕΔΖ ισχύει ότι: 

(ΑΕΔΖ) (ΑΔΕ) (ΑΔΖ)= +   ή  
(ΑΔΓ) (ΑΔΒ) (ΑΔΓ) (ΑΔΒ) (ΑΒΓ)

(ΑΕΔΖ)
2 2 2 2

+
= + = = . 

 

Άρα το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΑΕΔΖ είναι ίσο με το 
1

2
 του εμβαδού του τριγώνου ΑΒΓ. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ και σημείο Ζ στην πλευρά ΑΔ, ώστε ΑΖ =
3

4
ΑΒ.    

α) Να αποδείξετε ότι ΒΖ =
5

4
ΑΒ.                  (Μονάδες 6) 

β) Αν το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο, Ε το μέσο της ΓΔ και Η είναι το σημείο τομής των ΑΕ, ΒΖ, να 

αποδείξετε ότι:  

i. ΒΕ� =
5

4
ΑΒ� και ΖΕ� =

5

16
ΑΒ�,             (Μονάδες 6) 

ii. το τρίγωνο ΒΕΖ είναι ορθογώνιο.                                            (Μονάδες 5) 

γ) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΒΕΖ και ΒΓΕ είναι όμοια και να υπολογίσετε τον λόγο των 

εμβαδών τους.                                             (Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

α) Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΖ έχουμε ότι  

ΒΖ� = ΑΒ� + ΑΖ�. 

Από την υπόθεση έχουμε ότι ΑΖ = 34ΑΒ, οπότε  

ΒΖ� = ΑΒ� + �34 ΑΒ��  ή ΒΖ� = 2516ΑΒ� ή ΒΖ = 54ΑΒ. 

β) Αφού το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο, θα είναι ΑΔ = ΒΓ = ΑΒ.  

Επιπλέον,  

ΔΖ = ΑΔ− ΑΖ = ΑΒ− 34 ΑΒ = 14 ΑΒ. 

i. Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΓΕ έχουμε ότι  

ΒΕ� = ΒΓ� + ΓΕ� ή ΒΕ� = ΑΒ� + �12 ΑΒ��  ή ΒΕ� = 54ΑΒ�. 

Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΕΖ έχουμε ότι  

ΖΕ� = ΔΖ� + ΔΕ� ή ΖΕ� = �14 ΑΒ�� + �12 ΑΒ��  ή ΖΕ� = 516ΑΒ�. 

ii. Από το ερωτήματα α και βi έχουμε ότι  

ΒΕ� + ΖΕ� = 54ΑΒ� + 516ΑΒ� = 2516ΑΒ� = ΒΖ�.  

Σύμφωνα με το αντίστροφο του Πυθαγορείου θεωρήματος το τρίγωνο ΒΕΖ είναι ορθογώνιο με 

ΒΕΖ = 90ο. 

γ)  Είναι 
ΒΕ

ΒΓ
=
���	ΑΒ

ΑΒ
= √�

�    και    
ΖΕ

ΕΓ
=
� �
��	ΑΒ

�
�	ΑΒ

= √�
� ∙ 

Τα τρίγωνα ΒΕΖ και ΒΓΕ έχουν:   

• 
ΒΕ

ΒΓ
= ΖΕ

ΕΓ
 και  

• ΒΕΖ = ΒΓΕ = 90ο . 

Άρα τα τρίγωνα ΒΕΖ και ΒΓΕ είναι όμοια, γιατί έχουν δύο πλευρές ανάλογες μία προς μία και τις 

περιεχόμενες στις πλευρές αυτές γωνίες ίσες.   

Ο λόγος των εμβαδών τους είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητας, οπότε  

(ΒΕΖ)
(ΒΓΕ) = �ΒΕ

ΒΓ
�� = �√52 �

�
= 5
4 ∙ 
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ΘΕΜΑ 4  

Ένας κηπουρός θέλει να ποτίσει το γκαζόν που έχει φυτέψει σε έναν τετράγωνο κήπο 

πλευράς 10 m. Για τον σκοπό αυτό χρησιμοποιεί μηχανισμούς ποτίσματος τους οποίους 

μπορεί να ρυθμίσει, ώστε να ποτίζουν έναν κυκλικό τομέα με συγκεκριμένη γωνία και 

ακτίνα.   

α) Ο κηπουρός τοποθετεί στις απέναντι κορυφές Α, Γ του τετράγωνου κήπου από έναν 

μηχανισμό,  ώστε ο καθένας να ποτίζει ένα τεταρτοκύκλιο ακτίνας 10m, όπως φαίνεται στο 

Σχήμα 1. Να αποδείξετε ότι:  

i. το εμβαδόν της περιοχής που ποτίζει κάθε μηχανισμός είναι 25π	m�.                (Μονάδες 4) 

ii. το εμβαδόν της περιοχής που ποτίζουν ταυτόχρονα και οι δύο μηχανισμοί είναι  

50�π− 2		m�.                   (Μονάδες 5) 

β) Ο κηπουρός τοποθετεί στις τέσσερις κορυφές του τετράγωνου κήπου από έναν 

μηχανισμό,  ώστε ο καθένας να ποτίζει ένα τεταρτοκύκλιο ακτίνας 5m, όπως φαίνεται στο 

Σχήμα 2.  

i. Να βρείτε το εμβαδόν της περιοχής που δεν ποτίζεται.              (Μονάδες 8) 

ii. Για να μην μείνει απότιστη κάποια περιοχή του κήπου ο κηπουρός τοποθετεί έναν 

πέμπτο μηχανισμό ποτίσματος στο κέντρο του κήπου ο οποίος ποτίζει την περιοχή 

ενός κυκλικού δίσκου ακτίνας 5m. Να βρείτε το εμβαδόν του κήπου που ποτίζεται 

από δύο μηχανισμούς ταυτόχρονα και να το συγκρίνετε με την απάντηση που 

βρήκατε στο ερώτημα α).                                           (Μονάδες 8) 

   

Σχήμα 1     Σχήμα 2 
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ΛΥΣΗ 

Το εμβαδόν του τετράγωνου κήπου είναι Ε = 10� = 100	m�. 

α) i. Ο κάθε ένας από τους δύο μηχανισμούς ποτίσματος ποτίζει έναν κυκλικό τομέα γωνίας 

90� και ακτίνας 10m. Το εμβαδόν κάθε κυκλικού τομέα είναι  

Ε	 =
π ∙ 10� ∙ 90

360
= 25π	m�. 

ii. Οι δύο μηχανισμοί ποτίσματος ποτίζουν ολόκληρο τον κήπο, ενώ μια περιοχή του κήπου 

ποτίζεται και από τους δύο μηχανισμούς. Αυτό σημαίνει ότι το άθροισμα των εμβαδών των 

δύο κυκλικών τομέων ισούται με το εμβαδόν του τετραγώνου αυξημένο κατά το εμβαδόν 

της περιοχής του κήπου που ποτίζεται από τους δύο μηχανισμούς. Άρα το εμβαδόν αυτής 

της περιοχής είναι  

2Ε	 − Ε = 50π − 100 = 	50�π− 2�	m�. 

β) i. Ο κάθε ένας από τους τέσσερις μηχανισμούς ποτίσματος ποτίζει έναν κυκλικό τομέα 

γωνίας 90� και ακτίνας 5m. Το εμβαδόν κάθε κυκλικού τομέα είναι  

Ε� =
π ∙ 5� ∙ 90

360
=
25π

4
	m�. 

Το εμβαδόν της περιοχής που δεν ποτίζεται είναι  

Ε − 4Ε� = 100 − 25π = 25�4 − π�	m�. 

ii. 

 

Το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου που ποτίζει ο πέμπτος μηχανισμός είναι  

Ε� = π ∙ 5� = 25π. 

Οι πέντε μηχανισμοί ποτίσματος ποτίζουν ολόκληρο τον κήπο, ενώ τέσσερις περιοχές του 

κήπου ποτίζονται από δύο μηχανισμούς ταυτόχρονα. Αυτό σημαίνει ότι το άθροισμα των 

εμβαδών των τεσσάρων κυκλικών τομέων αυξημένο κατά το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου 

ισούται με το εμβαδόν του τετραγώνου αυξημένο κατά το εμβαδόν του κήπου που 

ποτίζεται από δύο μηχανισμούς. Άρα το εμβαδόν αυτό είναι  
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4Ε	 + Ε� − Ε = 25π + 25π − 100 = 	50�π− 2�	m�. 

Παρατηρούμε ότι η τιμή του εμβαδού είναι ίση με αυτή του ερωτήματος α).  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και στην πλευρά του ΒΓ, τα σημεία Δ,Ε ώστε ΒΔ = ΔΕ = ΕΓ. Από 

την κορυφή Α, φέρνουμε το ύψος ΑΗ του τριγώνου ΑΒΓ.  

α) Να αποδείξετε ότι (ΑΔΕ) = 
1

3
 (ΑΒΓ).                                                        (Μονάδες 13)                                                                                                          

β) Αν Μ είναι το μέσο της  ΒΓ, να αποδείξετε ότι (ΑΜΕ) = 
1

6
 (ΑΒΓ).      (Μονάδες 12)                                                                                            
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ΛΥΣΗ 

Από τα δεδομένα έχουμε: ΒΔ = ΔΕ = ΕΓ = 
1

3
 ΒΓ (1). 

α) Το ΑΗ είναι ύψος στα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΓ, οπότε ο λόγος των εμβαδών των δύο 

τριγώνων θα ισούται με το λόγο των αντιστοίχων βάσεων. Δηλαδή: 

(ΑΔΕ)

(ΑΒΓ)
 = 

ΔΕ

ΒΓ
 , η οποία λόγω της (1) γράφεται: 

(ΑΒΔ)

(ΑΒΓ)
 = 

1

3
ΒΓ

ΒΓ
 = 

1

3
 ,  

οπότε: (ΑΔΕ) = 
1

3
 (ΑΒΓ). 

β) 

 

Στο τρίγωνο ΑΔΕ, η ΑΜ είναι διάμεσος. Επομένως το χωρίζει σε δύο ισοδύναμα 

τρίγωνα. Τα ΑΜΕ και ΑΜΔ. Οπότε (ΑΜΕ) = 
1

2
 (ΑΔΕ), η οποία λόγω του ερωτήματος (α) 

δίνει: (ΑΜΕ) = 
1

2
 ∙

1

3
 (ΑΒΓ) = 

1

6
 (ΑΒΓ).    
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ του παρακάτω σχήματος, με ΑΒ=4, ΑΓ=6  και Α̂ = 1500. Αν το 

σημείο Δ είναι το μέσον της ΑΓ και το Ε είναι σημείο της ΒΓ ώστε ΓΕ = 
2

3
ΓΒ, τότε να 

υπολογίσετε: 

α) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. Δίνεται ημ1500 = 
1

2
 .                    (Μονάδες 9)     

β) το λόγο  
(ΓΔΕ)

(ΑΒΓ)
 .                                                                                  (Μονάδες 9)                                                                                                        

γ) το εμβαδόν του τριγώνου ΓΔΕ.                                                         (Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

Από τα δεδομένα έχουμε: ΑΒ=4, ΑΓ=6  και Α̂ = 1500 και ημ1500 = 
1

2
 . 

α) Είναι (ΑΒΓ) = 
1

2
 ΑΒ∙ΑΓ∙ημΑ = 

1

2
 ∙4∙6∙ημ1500 = 12∙

1

2
 = 6. 

β) Από τα δεδομένα η ΓΔ = 
1

2
 ΓΑ. Επίσης το ΓΕ = 

2

3
ΓΒ.  

Έτσι, τα τρίγωνα ΓΔΕ και ΑΒΓ έχουν τη γωνία Γ κοινή. Άρα ο λόγος των εμβαδών τους 

θα ισούται με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν την κοινή γωνία Γ. 

Δηλαδή: 
(ΓΔΕ)

(ΑΒΓ)
 = 
ΓΔ∙ΓΕ

ΓΑ∙ΓΒ
  ή 

(ΓΔΕ)

(ΑΒΓ)
 = 

1

2
ΓΑ∙

2

3
ΓΒ

ΓΑ∙ΓΒ
 ή 
(ΓΔΕ)

(ΑΒΓ)
 = 
1

3
. 

γ) Από το ερώτημα (β) έχουμε 
(ΓΔΕ)

(ΑΒΓ)
 = 
1

3
 ή (ΓΔΕ) = 

1

3
 (ΑΒΓ) 

και λόγω του ερωτήματος (α) θα είναι: (ΓΔΕ) = 
1

3
 .6 = 2. 
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ΘΕΜΑ 2 

Το παρακάτω σχήμα     αποτελείται από το ημικύκλιο διαμέτρου    και το ορθογώνιο 

    . Το ημικύκλιο και το ορθογώνιο έχουν ίσα εμβαδά. Δίνεται         . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. το εμβαδόν του ημικυκλίου είναι           ,              (Μονάδες 8) 

ii. το μήκος του ημικυκλίου είναι           .              (Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε: 

i. το μήκος της πλευράς    του ορθογωνίου,              (Μονάδες 5) 

ii. την περίμετρο του σχήματος     .              (Μονάδες 4) 
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ΛΥΣΗ 

α) i) Επειδή η διάμετρος του ημικυκλίου είναι  ΑΒ = 8 cm , η ακτίνα του είναι 

ρ =
1

2
 ΑΒ =

1

2
∙ 8 = 4 cm , άρα το εμβαδόν του ημικυκλίου είναι 

Ε =
1

2
 ∙ πρ2 =

1

2
 ∙ π ∙ 42 = 8π  cm2. 

ii) Το μήκος του ημικυκλίου είναι  L =
1

2
 ∙ 2πρ = πρ = 4π  cm . 

β) i) Το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ  είναι (ΑΒΓΔ) = ΑΒ ∙ ΑΔ = 8 ∙ ΑΔ cm2. 

Επειδή το ημικύκλιο και το ορθογώνιο έχουν ίσα εμβαδά , θα έχουμε  

(ΑΒΓΔ) = Ε  ή   8 ∙ ΑΔ = 8π  ή   ΑΔ = π cm . 

ii) Το μήκος του ημικυκλίου από το ερώτημα (α ii) είναι  L = 4π  cm .  

Στο (β i) βρήκαμε  ΑΔ = π cm και επειδή το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο, είναι 

ΒΓ = ΑΔ = π cm  και ΔΓ = ΑΒ = 8 cm. 

Η περίμετρος P του σχήματος (Σ) είναι 

P = L + ΑΔ + ΔΓ + ΒΓ   ή    P = 4π + π + 8 + π = 6π + 8  cm . 
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ΘΕΜΑ 2 

Στο τρίγωνο     του σχήματος το    είναι ύψος και το   σημείο του   . Δίνονται 

                  και ότι το εμβαδόν του τριγώνου     είναι         . 

α) Να αποδείξετε ότι       .                                                                                  (Μονάδες 13) 

β) Να αποδείξετε ότι      .                                                                                     (Μονάδες 6) 

γ) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου    .                                                            (Μονάδες 6) 
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ΛΥΣΗ 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο             , είναι       και       , άρα από το 

Πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε 

                                     ή       . 

β) Το ύψος που αντιστοιχεί στη βάση    του τριγώνου     είναι το      , και επειδή το 

εμβαδόν του είναι          , θα έχουμε  

       
     

 
  ή      

     

 
  ή         ή      . 

γ) Το τρίγωνο     είναι ορθογώνιο με κάθετες πλευρές                   

και     . 

Επομένως το εμβαδόν του τριγώνου     είναι        
     

 
   

    

 
     . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τραπέζιο      με           και στο οποίο η πλευρά    και η διαγώνιος    είναι 

κάθετες. Έστω   η προβολή της κορυφής   στην πλευρά    ,      και      . 

α) Να αποδείξετε ότι       .                                                                                  (Μονάδες 12) 

β) Να βρείτε το εμβαδόν του τραπεζίου      .                                                      (Μονάδες 13) 
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ΛΥΣΗ 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο     το    είναι το ύψος του, που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα 

   και οι προβολές των κάθετων πλευρών    και    στην υποτείνουσα    είναι αντίστοιχα 

     και      . Άρα  

             ή            ή             ή            ή        . 

β) Το τραπέζιο      έχει ύψος       και βάσεις 

                 και 

         , αφού το      είναι ορθογώνιο               . 

Επομένως το εμβαδόν του τραπεζίου      είναι  

       
          

 
            

 
     .    
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο     με        και έστω   η προβολή της κορυφής   στην 

υποτείνουσα   . Έστω επίσης        και     . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i.       ,            (Μονάδες 9) 

ii.       .            (Μονάδες 9) 

β) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου    .                                                           (Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) i) Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο μιας κάθετης πλευράς του είναι ίσο με το 

γινόμενο της υποτείνουσας επί την προβολή της πλευράς αυτής στην υποτείνουσα.  

Άρα στο ορθογώνιο τρίγωνο     (      ), όπου είναι       και     , έχουμε 

            ή             ή       
   
 

  ή        . 

ii) Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο     (      ), όπου είναι 

       και      , έχουμε  

             ή                 ή                ή            ή        . 

β) Επειδή το τρίγωνο     είναι ορθογώνιο, το εμβαδόν του είναι   

      
     

 
 

     
 

     . 
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ΘΕΜΑ 4 

Έστω τρίγωνο     και το εσωτερικό σημείο   της πλευράς   . Θεωρούμε σημείο   του 

ευθύγραμμου τμήματος   , ώστε    
 
 
  . Από το   φέρνουμε ευθεία ε η οποία τέμνει 

τις πλευρές    και    στα σημεία   και   αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i.       
 
 
      ,                (Μονάδες 7) 

ii.       
 
 
      ,                (Μονάδες 7) 

iii.       
 
 
       .                                                                                             (Μονάδες 7) 

β) Είναι δυνατόν να ισχύει       
 
 
     ; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.       

                                                                                                                                               (Μονάδες 4) 
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ΛΥΣΗ 

α) i)Τα τρίγωνα     και     έχουν την      κοινή γωνία, άρα ο λόγος των εμβαδών τους, 

είναι ίσος με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τη γωνία αυτή. Επομένως    

     

     
   

     

     
   

  

  
  

 
 

 , άρα        
 
 
     .  

ii) Τα τρίγωνα     και     έχουν την      κοινή γωνία, άρα ο λόγος των εμβαδών τους, 

είναι ίσος με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τη γωνία αυτή. Επομένως    

     

     
   

     

     
   

  
  

  
 
 

 , άρα       
 
 
     . 

iii) Από τα προηγούμενα ερωτήματα είναι       
 
 

      και       
 
 

     , 

επομένως θα έχουμε 

                   

 
 
 

      
 
 
       

 
 
 

               

 
 
 

      .  

β) Το τετράπλευρο      περιέχεται στο εσωτερικό του τριγώνου    , άρα το εμβαδόν του 

     είναι μικρότερο του εμβαδού του    .  

Άρα 

                      

    
 

 
       

 

 
       

          
 
 
       , από  (α.iii) 

Επομένως δεν ισχύει       
 
 
     . 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο     με            και       .  

α) Να αποδείξετε ότι       ή       .                                                                  (Μονάδες 6) 

β) Έστω ότι το τρίγωνο     είναι οξυγώνιο όπως στο παρακάτω σχήμα.  

i. Να αποδείξετε ότι      .             (Μονάδες 6) 

ii. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου είναι            .      (Μονάδες 6) 

iii. Προεκτείνουμε τη    κατά τμήμα       και σχηματίζουμε τον ρόμβο     . 

Να βρείτε το εμβαδόν του ρόμβου      .                                                   (Μονάδες 7)                 
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ΛΥΣΗ 

α) Στο τρίγωνο     είναι             και        , οπότε από τον νόμο των 

συνημιτόνων έχουμε  

                           

                           

                
 

 
             

                 

       ή       .   

β) i) Στο τρίγωνο     είναι      ,       και        ή       , άρα η μεγαλύτερη 

πλευρά του είναι η     , οπότε          . 

Αν      θα είναι                       , οπότε  

           , άρα        , άρα το  τρίγωνο     είναι  αμβλυγώνιο, άτοπο. 

Αν      θα είναι                        , οπότε  

           , άρα        , άρα το  τρίγωνο     είναι  οξυγώνιο.  

Επομένως      .   

ii) Στο τρίγωνο     είναι             και        , οπότε από τον τριγωνομετρικό 

τύπο του εμβαδού έχουμε 

       
 

 
 ∙             

 

 
 ∙           

 

 
 ∙     

  

 
        . 

 iii) Έστω    το ύψος του τριγώνου     από την κορυφή  . Τότε αυτό θα είναι ύψος και του 

ρόμβου      με αντίστοιχη βάση την    .  Είναι         επειδή το      είναι ρόμβος.  

 

Από το (β ii) είναι            . Επειδή        
 

 
 ∙        και      , θα έχουμε  
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 ∙              

 

 
 ∙             

   
    
 

  . 

Επομένως το εμβαδόν του ρόμβου Α  Ε  είναι  

                
    

 
  

     

 
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο    . Στην πλευρά    παίρνουμε σημείο   ώστε        και στο 

ευθύγραμμο τμήμα    παίρνουμε σημείο   ώστε        . Έστω             και    τα 

εμβαδά των τριγώνων                και     αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. 
  

  
   και   

  

  
    .              (Μονάδες 10) 

ii.       .               (Μονάδες 8) 

β) Αν       , να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου    .                                       (Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) i) Δίνεται        . 

Στα τρίγωνα     και      οι γωνίες      και      είναι παραπληρωματικές, άρα ο λόγος 

των εμβαδών των δύο τριγώνων είναι ίσος με το λόγο των γινομένων των πλευρών που 

περιέχουν τις γωνίες αυτές. Επομένως 

  

  
 = 

     

     
  = 

  

  
 = 

   

  
       ή     

  

  
       (1) .     

Στα τρίγωνα     και      οι γωνίες      και      είναι παραπληρωματικές, άρα ο λόγος 

των εμβαδών των δύο τριγώνων είναι ίσος με το λόγο των γινομένων των πλευρών που 

περιέχουν τις γωνίες αυτές. Επομένως 

  

  
 = 

     

     
  = 

  

  
 = 

   

  
       ή     

  

  
       (2) .     

ii) Δίνεται         . 

Στα τρίγωνα      και     οι γωνίες      και       είναι παραπληρωματικές, άρα ο λόγος 

των εμβαδών των δύο τριγώνων είναι ίσος με το λόγο των γινομένων των πλευρών που 

περιέχουν τις γωνίες αυτές. Επομένως 

  

  
 = 

     

     
  = 

  

  
  

   

  
        ή     

  

  
       (3) .         

Από τις  (1) και (3) έχουμε  

  

  
  

  

  
 , οπότε             (4) . 

β) Δίνεται      .   

Από την (1) έχουμε  

  

  
     ή     

  

  
      ή        .  

Από την (4) έχουμε  

        ή         .       

Από την (2) έχουμε  

  

  
       ή     

  

  
      ή         .  

Επομένως το εμβαδόν του τριγώνου     είναι  

                   ή                     .  
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται τραπέζιο      με           και       ,       και 

     . Έστω   η προβολή του σημείου   πάνω στην ευθεία    και   η προβολή του 

σημείου   πάνω στη ευθεία   . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i.       ,               (Μονάδες 6) 

ii. το εμβαδόν του τριγώνου     είναι    .               (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα     και     είναι όμοια και να βρείτε το εμβαδόν του 

     τριγώνου     .                                                                                                             (Μονάδες 8) 

γ) Να βρείτε το μήκος της διαμέτρου του περιγεγραμμένου κύκλου του τετραπλεύρου 

           .                                                                                                                            (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α) i) Το τετράπλευρο      είναι ορθογώνιο αφού έχει τρεις ορθές γωνίες, άρα 

        .  

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο               , έχουμε 

               

                              

     . 

ii) To εμβαδόν του ορθογωνίου τριγώνου     είναι  

       
 

 
         

 

 
          .      

β) Τα τρίγωνα     και     είναι ορθογώνια                 και έχουν 

         , ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες των παραλλήλων    και    που 

τέμνονται από την     .  Άρα τα τρίγωνα     και     είναι όμοια.  

Ο  λόγος ομοιότητας  των τριγώνων     και      είναι 

  
  

  
  ή   

  

  
  ή       , 

αφού        από το ορθογώνιο      και                  . 

Επειδή τα τρίγωνα     και     είναι όμοια με λόγο ομοιότητας      , ο λόγος των 

εμβαδών  των τριγώνων     και     ισούται με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητας, άρα 

 
     

     
       

 
  

     
         

      
  

 
    

        . 

γ) Φέρνουμε τη    , η οποία είναι διάμετρος του παραπάνω κύκλου, αφού         .  
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Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο               , έχουμε 

               

                               

         .  

Επομένως η διάμετρος του περιγεγραμμένου κύκλου του τετραπλεύρου      έχει μήκος 

      . 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο     με       . Με κέντρο το σημείο   και ακτίνα      

γράφουμε τον κύκλο       ο οποίος τέμνει την πλευρά    στο σημείο  . Με κέντρο το 

σημείο   και ακτίνα      γράφουμε τον κύκλο       ο οποίος τέμνει την πλευρά    στο 

σημείο  . Έστω ότι το   είναι το μέσο της   .  

α) Να αποδείξετε ότι   
 
 
  .                                                                                      (Μονάδες 8) 

β) Έστω    το εμβαδόν του τριγώνου     και    το εμβαδόν του κύκλου      . Να 

αποδείξετε ότι  
   

  
   

  

 
 .                                                                                              (Μονάδες 8) 

γ) Έστω       και    και    είναι το εμβαδά των κυκλικών τομέων      και       

αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι   
   

  
   

       

  
  .                                              (Μονάδες 9) 
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ΛΥΣΗ 

α) Είναι         και        .  

Επειδή το   είναι το μέσο της   , είναι           .  

Επίσης είναι             .  

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο     (       ) έχουμε  

               

                  

                  

          

  
 

 
  . 

β) Το εμβαδόν του ορθογωνίου τριγώνου     είναι 

   
 

 
       

 

 
      

 

 
    

 

 
    

και του κύκλου      ,        , άρα 

   

  
   

   

 

 
  

   
  

 
 . 

γ) Ο κυκλικός τομέας       είναι ακτίνας   και γωνίας      , οπότε το εμβαδόν του είναι  

    
    

   
.  

Ο κυκλικός τομέας       είναι ακτίνας   
 

 
  και γωνίας          , οπότε το εμβαδόν 

του είναι  

    
         

   
    

          

     
 .    

Άρα  

   

  
   

              

          
   

       

  
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα, δίνεται ισοσκελές τρίγωνο     με       και έστω   η προβολή 

του σημείου   πάνω στην ευθεία    .  Έστω      και     .      

α) Να αποδείξετε ότι: 

i.      .              (Μονάδες 6) 

ii.          .              (Μονάδες 6) 

β) Έστω ότι η κάθετη της    στο σημείο  , τέμνει την προέκταση της    στο σημείο  .  

     Να βρείτε: 

i. Το μήκος του    .              (Μονάδες 6) 

ii. Το εμβαδόν του τριγώνου     .              (Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) i) Το τρίγωνο     είναι ορθογώνιο με        , 

                   

και      . 

Επομένως από το Πυθαγόρειο θεώρημα θα έχουμε  

             

           

        

     . 

ii) Το εμβαδόν του τριγώνου     είναι  

         
     

 
   

   

 
      . 

β) i) Το τρίγωνο     είναι ορθογώνιο με         , άρα για το ύψος του    που 

αντιστοιχεί στην υποτείνουσα    , θα έχουμε 

             

           

   
  
 

 . 

ii) Είναι          
  
 

    
  
 

 . Το εμβαδόν του τριγώνου     είναι  

        
     

 
   

  
 
  

 
    

  

 
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Το σημείο   διαιρεί εσωτερικά την πλευρά    ενός τριγώνου     σε λόγο  
  

  
  και το 

σημείο   διαιρεί εξωτερικά το ευθύγραμμο τμήμα    σε λόγο  
  

  
 . 

α) Έστω  
  

  
 

 

 
  και  

  

  
  

 

 
 .   Να αποδείξετε ότι: 

i. 
     

     
 

 

 
 .              (Μονάδες 7) 

ii. 
  

  
 

 

 
 .              (Μονάδες 6) 

iii.             .                                                                                                (Μονάδες 6) 

β) Έστω  
  

  
   και            . Να βρείτε τον λόγο  

  

  
  στον οποίο το σημείο   

διαιρεί εξωτερικά το ευθύγραμμο τμήμα   .                                                           (Μονάδες 6) 
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ΛΥΣΗ 

α)  

  

 

i. Τα τρίγωνα     και     έχουν το ίδιο ύψος από την κορυφή  , το   , επομένως ο 

λόγος των εμβαδών τους ισούται με το λόγο των αντίστοιχων βάσεων. 

Άρα  
     

     
 

  

  
 

 

 
 . 

ii. Είναι  
  

  
   

 

 
 , άρα         ή             ή          ή  

  

  
 

 

 
 . 

             Εναλλακτικά: 
  

  
   

 

 
  ή  

  

     
   

 

   
  ή   

  

  
 

 

 
 . 

iii. Τα τρίγωνα     και     έχουν το ίδιο ύψος από την κορυφή  , το   , επομένως ο 

λόγος των εμβαδών τους ισούται με το λόγο των αντίστοιχων βάσεων.                                

Άρα  
     

     
 

  

  
 

 

 
 . 

               Επίσης από το α) i) είναι  
     

     
 

 

 
 , οπότε  

     

     
 

     

     
   ή              . 

β)  Είναι 
  

  
  1 , άρα το   είναι το μέσο της   , οπότε 

           , αφού έχουν ίσες βάσεις       και το 

ίδιο ύψος   . Όμως δίνεται            , άρα 

            και αφού έχουν το ίδιο ύψος   , θα έχουν 

ίσες τις αντίστοιχες βάσεις      .   Επομένως το   είναι 

το μέσο του    άρα  
  

  
 

 

 
 .                                                                                                
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα η    είναι διχοτόμος του τριγώνου     και επίσης είναι       .  

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου     είναι διπλάσιο του εμβαδού του 

τριγώνου    .                                                                                                                  (Μονάδες 6) 

β) Να χωρίσετε το τρίγωνο     σε τρία ισοδύναμα τρίγωνα.                                (Μονάδες 6) 

γ) Έστω ότι       και     
 
 

 .  

i. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου     είναι    .              (Μονάδες 7) 

ii. Να βρείτε τα εμβαδά των τριγώνων     και    .              (Μονάδες 6) 
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ΛΥΣΗ 

α) Στα τρίγωνα     και      οι γωνίες      και      είναι ίσες, αφού η    είναι διχοτόμος 

της γωνίας    του τριγώνου    . Επομένως ο λόγος των εμβαδών των δύο τριγώνων είναι 

ίσος με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές. Άρα 

     

     
 = 

     

     
  = 

  

  
 = 

   

  
    , άρα               . 

β) Έστω   το μέσο της   . Τότε η διάμεσος    του τριγώνου     το χωρίζει σε δύο 

ισοδύναμα τρίγωνα     και    , αφού αυτά έχουν ίσες βάσεις       και κοινό ύψος 

το    από την κορυφή  . Επομένως θα έχουμε  

            
 

 
       

 

 
             , άρα  

                 .  

 

 γ) 

i. Είναι       ,                και     
 
 
 . 

               Το εμβαδόν του τριγώνου     είναι       
 

 
             

               ή       
 

 
       

 
 
  ή        

 

 
       

 
 
       ή           . 

ii. Στο α) ερώτημα βρήκαμε ότι              και στο γ) i)           . 

              Όμως                  , άρα                    ή            

              ή         . 

             Επίσης  θα είναι              . 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα η    είναι διχοτόμος του τριγώνου     και η    είναι η προβολή της 

πλευράς    πάνω στην ευθεία   . Δίνονται             και     .  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i.        και          .              (Μονάδες 8) 

ii.          και          .              (Μονάδες 10) 

β) Έστω   η προβολή του σημείου   πάνω στην ευθεία   .  

i. Να αποδείξετε ότι  
  

  
  

 

 
.               (Μονάδες 3) 

ii. Να βρείτε τον λόγο  
  

  
  στον οποίο το σημείο   διαιρεί εσωτερικά το ευθύγραμμο 

τμήμα   .                                                                                                              (Μονάδες 4) 
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ΛΥΣΗ 

α) 

i. Στο ορθογώνιο τρίγωνο     (      ), είναι       και     ,  

             οπότε από το Πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε 

                           ή              ή           ή          ή       . 

              Το εμβαδόν του τριγώνου     είναι  

                    
 

 
        ή         

 

 
         ή          . 

ii. Στα τρίγωνα     και      οι γωνίες      και      είναι ίσες, αφού η    είναι 

διχοτόμος της γωνίας    του τριγώνου    . Επομένως ο λόγος των εμβαδών των 

δύο τριγώνων είναι ίσος με το λόγο των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις 

γωνίες αυτές. Άρα 

             
     

     
 = 

     

     
    

  

  
  

  

  
   

 

 
 , άρα        

 

 
      . 

                Στο ερώτημα α) i)  βρήκαμε ότι          και επειδή                  ,  

                έχουμε 
 

 
                 ή               ή          . 

                Επίσης θα είναι       
 

 
               

 

 
      . 

β) 

i. Τα τρίγωνα     και     έχουν κοινή βάση την    και αντίστοιχα ύψη    και    ,  

άρα ο λόγος των εμβαδών τους ισούται με το λόγο των αντίστοιχων υψών. 

               Στο (α) ερώτημα βρήκαμε           και          , επομένως έχουμε  

             
     

     
 

  

  
   ή  

  

  
 

  

  
   ή  

  

  
 

 

 
 . 

ii. Οι ευθείες    και    είναι παράλληλες, ως κάθετες στην ευθεία   . Επομένως τα 

τρίγωνα     και     έχουν πλευρές ανάλογες, άρα έχουμε  

               
  

  
 

  

  
    ή   

  

  
 

 

 
   ή   

  

     
 

 

   
  ή  

  

  
 

 

 
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Θεωροφμε ορθογώνιο ΑΒΓΔ με ΑΒ = 2α και ΑΔ = α. Στην πλευρά ΑΒ θεωροφμε ςημείο Μ με 

ΜΒ = x και ςτην προζκταςη τησ ΑΔ ςημείο Ν με ΔN = 2x.  

α) Να υπολογίςετε ωσ ςυνάρτηςη των α, x τα ΜΓ2, ΝΓ2 και ΜΝ2  .           (Μονάδεσ 6) 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΜΝΓ είναι ορθογώνιο.            (Μονάδεσ 6) 

γ) Να υπολογίςετε ςυναρτήςει των α, x τα εμβαδά των τριγώνων ΑΜΝ και ΓΜΝ. 

                                                                                                                                              (Μονάδεσ 8) 

δ) Να βρείτε τη θζςη του ςημείου Μ, πάνω ςτην ΑΒ ώςτε τα τρίγωνα ΑΜΝ και ΓΜΝ να είναι 

ιςεμβαδικά.                                                                                                                        (Μονάδεσ 5)                                                                                            
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ΛΥΣΗ 

Από τα δεδομζνα ζχουμε: ΑΒ = ΔΓ = 2α, ΑΔ = ΒΓ = α,  ΜΒ = x και ΑΜ =      

α) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΜΒΓ ζχουμε:                  .  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΔΝΓ ζχουμε:  

            (  )  (  )         .  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΜΝ ζχουμε:  

            (     )  (    )                         

       .  

β) Από το α) ζπεται          =       +         =         =    ,  

κατά ςυνζπεια το τρίγωνο ΜΝΓ είναι ορθογώνιο με υποτείνουςα τη ΜΝ. 

γ) Από τα δεδομζνα και το ερώτημα α) τα τρίγωνα ΑΜΝ και ΓΜΝ είναι ορθογώνια οπότε: 

(   )   
 

 
       = 

 

 
  (    )(    ) = 

 

 
 (               ) =  

 

 
 (            ). 

(   )   
 

 
         

 
  √      √         = 

 

 
 √ (     )   = 

 

 
 ∙2 (     ) = 

     .  

δ) Λόγω του ερωτήματοσ β) ζχουμε: 

(   )  (   )    
 

 
  (            ) =                     =          

         
   
⇔    

 

 
    , οπότε ΑΜ    

 

 
   , άρα γνωςτή η θζςη του Μ.  
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμζνο ςε κφκλο κζντρου Ο. Θεωροφμε τισ 

διαμζτρουσ ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ. Να αποδείξετε ότι: 

α) (ΑΟΒ) = (ΒΟΔ) και (ΑΟΓ) = (ΔΟΓ)     (Μονάδεσ 8) 

β) (ΒΔΓ) = (ΑΟΒ) + (ΑΟΓ) – (ΒΟΓ)     (Μονάδεσ 8) 

γ) (ΑΖΒΔΓΕ) = 2(ΑΒΓ)        (Μονάδεσ 9) 
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ΛΥΣΗ  

α) Στο τρίγωνο ΑΒΔ θ ΒΟ είναι διάμεςοσ, οπότε χωρίηει το τρίγωνο ΑΒΔ ςε δφο 

ιςεμβαδικά τρίγωνα. Επομζνωσ (ΑΟΒ) = (ΒΟΔ).  

Ομοίωσ ςτο τρίγωνο ΑΓΔ θ ΓΟ είναι διάμεςοσ, οπότε (ΑΟΓ) = (ΓΟΔ). 

β) Από το α) ερώτθμα ζχουμε (ΑΟΒ) = (ΒΟΔ) (1)  

και (ΑΟΓ) = (ΓΟΔ) (2). 

 Προςθζτοντασ τισ (1), (2) κατά μζλθ παίρνουμε (ΑΟΒ) + (ΑΟΓ) = (ΒΟΔ) + (ΓΟΔ), 

οπότε  (ΑΟΒ) + (ΑΟΓ) = (ΒΟΓΔ).  

Αφαιρώντασ από τα δφο μζλθ το (ΒΟΓ) ζχουμε  (ΑΟΒ) + (ΑΟΓ) –(ΒΟΓ) = (ΒΔΓ).  

γ) Από το β) ερώτθμα ζχουμε (ΑΟΒ) + (ΑΟΓ) –(ΒΟΓ) = (ΒΔΓ)  (3). 

 Ομοίωσ αποδεικνφεται ότι  (ΒΟΓ) + (ΑΟΒ)  – (ΑΟΓ) = (ΓΕΑ) (4)  

και (ΒΟΓ) + (ΑΟΓ) – (ΒΟΑ) = (ΑΖΒ) (5).   

Προςθζτοντασ κατά μζλθ τισ  (3), (4), (5) παίρνουμε  

(ΑΟΒ) + (ΒΟΓ) + (ΑΟΓ) = (ΔΒΓ) + (ΕΓΑ) + (ΖΑΒ), άρα (ΑΒΓ) = (ΒΔΓ) + (ΓΕΑ) + (ΑΖΒ).  

Επομζνωσ  2(ΑΒΓ) =(ΑΒΓ) +  (ΔΒΓ) + (ΕΓΑ) + (ΖΑΒ) = (ΑΖΒΔΓΕ). 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 2, ΑΓ = 3 και  ̂     . Να υπολογίςετε: 

α) το μήκοσ τησ πλευράσ ΒΓ.                    (Μονάδεσ 9) 

β) το εμβαδόν του τριγϊνου ΑΒΓ.               (Μονάδεσ 8) 

γ) το φψοσ υα .        (Μονάδεσ 8) 
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ΛΥΣΗ  

α) Σφμφωνα με το νόμο των ςυνημιτόνων ςτο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε:  

                                       
 

 
    ,  

επομένωσ    √ . 

β) Έχουμε (   )    
 

 
              

 

 
       

√ 

 
  

 √ 

 
 . 

γ) Έχουμε (   )    
 

 
       , άρα     

 (   )

 
 
 √ 

√ 
  

 √  

 
. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 12, ΑΓ =5 και ΒΓ =13.  

α) Να αποδείξετε ότι   ̂     .         (Μονάδεσ 8) 

β) Να υπολογίςετε το εμβαδό του τριγϊνου ΑΒΓ.      (Μονάδεσ 8) 

γ) Να υπολογίςετε το φψοσ    .          (Μονάδεσ 9) 
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ΛΥΣΗ 

α) Για να αποδείξουμε ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο, αρκεί να αποδείξουμε ότι  

           . 

Έχουμε             και                           . Άρα 

            , οπότε  ̂     . 

β) Επειδή  ̂      ζχουμε (   )     
 

 
        

    

 
    . 

γ) Ιςχφει (   )   
 

 
       , άρα      

(   )

  
  
    
  
    

  
 . 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται κύκλος με κέντρο το σημείο Λ και ακτίνα R=10, ο οποίος διέρχεται από το κέντρο  ενός 

άλλου κύκλου με κέντρο το σημείο Κ και ακτίνα ρ=6. Η εφαπτομένη του κύκλου (Κ,ρ) στο 

σημείο του Γ τέμνει τον κύκλο (Λ,R) στα σημεία Α και Β. Η προέκταση της ΚΛ προς το Λ τέμνει 

τον κύκλο (Λ,R) στο σημείο Δ.  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Τα τρίγωνα ΚΓΒ και ΚΑΔ είναι όμοια. (Μονάδες 8) 

ii. ΚΑ∙ΚΒ=120 (Μονάδες 9) 

β) Αν είναι ΚΒ=15, να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΓΚ. (Μονάδες 8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 22568



ΛΥΣΗ 

 

α) 

i. Oι γωνίες ΚΒ̂Γ και ΚΔ̂Α είναι εγγεγραμμένες γωνίες του κύκλου (Λ,R) που βαίνουν στο 

ίδιο τόξο ΚΑ, άρα είναι ίσες. Η ευθεία ΓΒ είναι εφαπτομένη του κύκλου (Κ,ρ) στο 

σημείο του Γ, επομένως η γωνία ΚΓ̂Β είναι ορθή. Η ΚΔ είναι διάμετρος του κύκλου 

(Λ,R) και η γωνία ΚΑ̂Δ είναι εγγεγραμμένη που βαίνει σε ημικύκλιο, άρα είναι ορθή. 

Τα τρίγωνα ΚΓΒ και ΚΑΔ έχουν ΚΓ̂Β= ΚΑ̂Δ (ορθές) και ΚΒ̂Γ= ΚΔ̂Α, επομένως έχοντας δύο 

γωνίες ίσες μία προς μία, είναι όμοια. 

ii. Η ΚΔ είναι διάμετρος του κύκλου (Λ,R), άρα ΚΔ=2∙R=20 και η ΚΓ είναι ακτίνα του 

κύκλου (Κ,ρ), άρα ΚΓ=ρ=6. Εφόσον τα τρίγωνα  ΚΓΒ και ΚΑΔ είναι όμοια, έχουν τις 

πλευρές τους ανάλογες, δηλαδή 
ΚΓ

ΚΑ
=

ΚΒ

ΚΔ
=

ΓΒ

ΔΑ 
. Από την ισότητα 

 ΚΓ

ΚΑ
 =

ΚΒ

ΚΔ
 έχουμε ότι 

6

ΚΑ
=

ΚΒ

20
 ή ΚΑ∙ΚΒ=120. 

β) Αφού είναι ΚΒ=15 και ΚΑ∙ΚΒ=120 τότε 15∙ΚΑ=120, άρα ΚΑ=8. Εφαρμόζοντας το πυθαγόρειο 

θεώρημα στο τρίγωνο ΚΑΓ έχουμε ΚΓ2+ΓΑ2=ΚΑ2 ή 36+ ΓΑ2=64 ή ΓΑ2=28 ή ΓΑ=√28=2√7.Το 

εμβαδόν του ορθογωνίου τριγώνου ΑΓΚ είναι (ΑΓΚ)=
ΚΓ∙ΑΚ

2
=

6∙2√7

2
=6√7. 
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