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Δξώηεζε 1. 

Αλ α,β  κε βα  , πνηα ζύλνια νλνκάδνπκε δηαζηήκαηα κε άθξα ηα α,β ;

Απάληεζε: 

Αλ α,β κε βα  , ηόηε νλνκάδνπκε δηαζηήκαηα κε άθξα ηα α,β θαζέλα από ηα 

παξαθάησ ζύλνια:  

(α,β) {x |α x β}:    αλνηθηό δηάζηεκα 

[α,β] {x |α x β}:    θιεηζηό δηάζηεκα 

[ , ) {x | x }:        θιεηζηό-αλνηθηό δηάζηεκα  

(α,β] {x |α x β}:    αλνηθηό-θιεηζηό δηάζηεκα. 

Δξώηεζε 2. 

Αλ α , πνηα ζύλνια νλνκάδνπκε  κε θξαγκέλα δηαζηήκαηα κε άθξν ην α;

Απάληεζε: 

 Αλ α , ηόηε νλνκάδνπκε κε θξαγκέλα δηαζηήκαηα κε άθξν ην α θαζέλα από ηα

παξαθάησ ζύλνια:  

(α, ) {x |x α}   

[α, ) {x |x α}   

( ,α) {x |x α}   

( ,α] {x |x α}   

Δξώηεζε 3. 

 Πνηα ζεκεία ελόο δηαζηήκαηνο Γ ιέγνληαη εζωηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ; 

Απάληεζε: 

Σα ζεκεία ελόο δηαζηήκαηνο Γ, πνπ είλαη δηαθνξεηηθά από ηα άθξα ηνπ, ιέγνληαη εζωηεξηθά 

ζεκεία ηνπ Γ. 
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Δξώηεζε 4. 

Έζησ Α έλα κε θελό ππνζύλνιν ηνπ . Ση νλνκάδνπκε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε κε πεδίν 

νξηζκνύ ην Α θαη ηη ολοκάδοσκε ηηκή ηες  f  ζηο  x𝝐𝜜; 

Απάληεζε: 

Έζησ Α έλα κε θελό ππνζύλνιν ηνπ . Ολνκάδνπκε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε κε πεδίν 

νξηζκνύ ην Α κηα δηαδηθαζία (θαλόλα) f , κε ηελ νπνία θάζε ζηνηρείν Ax  αληηζηνηρίδεηαη 

ζε έλα κόλν πξαγκαηηθό αξηζκό y. Σν y νλνκάδεηαη ηηκή ηεο  f  ζην x θαη ζπκβνιίδεηαη κε 

)(xf . 

Δξώηεζε 5. 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε f :A .Tη νλνκάδνπκε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή θαη ηη 

εμαξηεκέλε κεηαβιεηή; 

Απάληεζε: 

Η κεηαβιεηή x, πνπ παξηζηάλεη νπνηνδήπνηε ζηνηρείν ηνπ Α ιέγεηαη αλεμάξηεηε 

κεηαβιεηή, ελώ ε κεηαβιεηή  y πνπ παξηζηάλεη ηελ ηηκή ηεο f ζην x ιέγεηαη εμαξηεκέλε 

κεηαβιεηή. 

Δξώηεζε 6. 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε f:A .Ση νλνκάδνπκε ζύλνιν ηηκώλ ηεο f;

Απάληεζε: 

Το ζύλοιο ποσ έτεη γηα ζηοητεία ηοσ ηης ηηκές ηες f ζε όια ηα x A , ιέγεηαη ζύλοιο ηηκώλ

ηες f θαη ζσκβοιίδεηαη κε f(A). 

Δίλαη δειαδή:     f A y / y f x ά x A     

Δξώηεζε 7. 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε f:A . Ση ελλννύκε όηαλ ιέκε όηη ε f είλαη νξηζκέλε ζε έλα

ζύλνιν Β; 

Απάληεζε: 

Θα ελλννύκε όηη ην Β είλαη έλα ππνζύλνιν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ Α ηεο f. 

Δξώηεζε 8. 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε f:A  θαη Β έλα κε θελό ππνζύλνιν ηνπ Α.

Ση ζπκβνιίδνπκε κε f(B); 

Απάληεζε: 

Το ζύλοιο ποσ έτεη γηα ζηοητεία ηοσ ηης ηηκές ηες f ζε όια ηα  x B ,  ζσκβοιίδεηαη κε

f(Β). 

Δίλαη δειαδή:     f B y / y f x ά x B     
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Δξώηεζε 9. 

Έζησ f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη Oxy  έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην 

επίπεδν. Ση νλνκάδνπκε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f ; 

Απάληεζε: 

Έζησ f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη Oxy  έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην 

επίπεδν. Σν ζύλνιν ησλ ζεκείσλ ),( yxM  γηα ηα νπνία ηζρύεη )(xfy  , δειαδή ην ζύλνιν 

ησλ ζεκείσλ ))(,( xfxM , Ax , ιέγεηαη γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη 

ζπλήζσο κε 
fC .  

Δξώηεζε 10. 

Πνηα ζρέζε έρνπλ νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ ζπλαξηήζεωλ f,(-f) ; 

Απάληεζε: 

Η γξαθηθή παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f  είλαη ζπκκεηξηθή, σο πξνο ηνλ άμνλα xx , ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f, γηαηί απνηειείηαη από ηα ζεκεία ))(,( xfxM   πνπ είλαη 

ζπκκεηξηθά ησλ ))(,( xfxM , σο πξνο ηνλ άμνλα xx . 

Δξώηεζε 11. 

Πνηα ζρέζε έρνπλ νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ ζπλαξηήζεωλ f,  𝒇  ; 

Απάληεζε: 

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο || f  απνηειείηαη από ηα ηκήκαηα ηεο fC πνπ βξίζθνληαη πάλσ 

από ηνλ άμνλα xx  θαη από ηα ζπκκεηξηθά, σο πξνο ηνλ άμνλα xx , ησλ ηκεκάησλ ηεο fC

πνπ βξίζθνληαη θάησ από ηνλ άμνλα απηόλ.  

Δξώηεζε 12. 

Έζηω νη ζπλαξηήζεηο f :A  θαη g :B . 

Να νξίζεηε ηηο ζπλαξηήζεηο f g,f g,f g  

Απάληεζε: 

Αλ A B    νξίδνπκε σο άζξνηζκα gf  , δηαθνξά g-f , γηλόκελν fg   δύν 

ζπλαξηήζεσλ f, g ηηο ζπλαξηήζεηο κε ηύπνπο 

)()())(( xgxfxgf 

)()())(( xgxfxgf 

)()())(( xgxfxfg 

Σν πεδίν νξηζκνύ ησλ gf  , gf   θαη fg  είλαη ε ηνκή BA  ησλ πεδίσλ νξηζκνύ Α 

θαη Β ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη g 
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Δξώηεζε 13. 

Έζηω νη ζπλαξηήζεηο f :A  θαη g :B . 

Να νξίζεηε ηε ζπλάξηεζε 
f

g
.

Απάληεζε: 

Αλ Α1= Axx |{    θαη   Bx ,   κε   }0)( xg    ηόηε νξίδνπκε σο πειίθν 

ησλ f, g  ηε ζπλάξηεζε κε ηύπν 
)(

)(
)(

xg

xf
x

g

f









 θαη πεδίν νξηζκνύ ην Α1 

Δξώηεζε 14. 

Πόηε ιέκε όηη δύν ζπλαξηήζεηο f,g όηη είλαη ίζεο;  

Απάληεζε: 

Γύν ζπλαξηήζεηο f θαη g ιέγνληαη ίζεο όηαλ: 

 έρνπλ  ην  ίδην  πεδίν νξηζκνύ  Α θαη

 γηα θάζε x A  ηζρύεη )()( xgxf  .

Δξώηεζε 15. 

Έζηω νη ζπλαξηήζεηο f :A  θαη g :B . 

Πόηε ιέκε όηη νη δύν ζπλαξηήζεηο f,g  είλαη ίζεο ζε έλα ππνζύλνιν Γ ηωλ Α θαη Β ; 

Απάληεζε: 

Έζησ  f, g δύν ζπλαξηήζεηο κε πεδία νξηζκνύ Α, Β αληηζηνίρσο θαη Γ έλα ππνζύλνιν ησλ Α 

θαη Β. Αλ γηα θάζε Γx  ηζρύεη )()( xgxf  , ηόηε ιέκε όηη νη ζπλαξηήζεηο  f  θαη  g  είλαη 

ίζεο ζην ζύλνιν Γ.  

Δξώηεζε 16. 

Έζηω νη ζπλαξηήζεηο f :A  θαη g :B . 

Ση νλνκάδνπκε ζύλζεζε ηεο ζπλάξηεζεο f κε ηε ζπλάξηεζε g ; 

Απάληεζε: 

Αλ  f, g  είλαη δύν ζπλαξηήζεηο κε πεδίν νξηζκνύ Α, Β αληηζηνίρσο θαη  f A B   , ηόηε

νλνκάδνπκε ζύλζεζε ηεο f κε ηελ g, θαη ηε ζπκβνιίδνπκε κε gof , ηε ζπλάξηεζε κε πεδίν 

νξηζκνύ ην ζύλνιν Α1=   x A/ f x B   θαη  ηύπν ))(())(( xfgxgof  .
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Δξώηεζε 17. 

Έζηω νη ζπλαξηήζεηο f,g,h. Ση νλνκάδνπκε ζύλζεζε ηωλ  f,g,h; 

Απάληεζε:  

Αλ hgf ,,  είλαη ηξεηο ζπλαξηήζεηο θαη νξίδεηαη ε )(gofho , ηόηε νξίδεηαη θαη ε ofhog)(  

θαη ηζρύεη ofhoggofho )()(  .Σε ζπλάξηεζε απηή ηε ιέκε ζύλζεζε ησλ f, g θαη h θαη ηε 

ζπκβνιίδνπκε κε hogof . 

Δξώηεζε 18. 

Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f 

(α) είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο;  

(β) είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο;  

Απάληεζε:  

Μηα ζπλάξηεζε  f  ιέγεηαη 

(α) γλεζίωο αύμνπζα ζ’ έλα δ η ά ζ η ε κ α  Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε Γxx 21 ,  κε 21 xx  ηζρύεη: )()( 21 xfxf 

(β) γλεζίωο θζίλνπζα ζ’ έλα δ η ά ζ η ε κ α  Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε Γxx 21 ,  κε 21 xx  ηζρύεη: )()( 21 xfxf 

Δξώηεζε 19. 

Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f 

(α) είλαη  αύμνπζα ζην δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο;  

(β) είλαη  θζίλνπζα ζην δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο;  

Απάληεζε:  

Μηα ζπλάξηεζε  f  ιέγεηαη 

(α)  αύμνπζα ζ’ έλα δ η ά ζ η ε κ α  Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα νπνηαδήπνηε 

Γxx 21 ,  κε 21 xx  ηζρύεη: )()( 21 xfxf 

(β) θζίλνπζα ζ’ έλα δ η ά ζ η ε κ α  Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα νπνηαδήπνηε 

Γxx 21 ,  κε 21 xx  ηζρύεη: )()( 21 xfxf 

Δξώηεζε 20.  

Πόηε ιέκε : (α)όηη κηα ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζ’ έλα δ η ά ζ η ε κ α  Γ ηνπ 

πεδίνπ νξηζκνύ ηεο 

(β) όηη απιώο κηα ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο κνλόηνλε  

Απάληεζε: 

(α)Αλ κηα ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ή γλεζίσο θζίλνπζα ζ’ έλα δηάζηεκα Γ 

ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, ηόηε ιέκε όηη ε  f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην Γ.     

(β) ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο  f  είλαη έλα δηάζηεκα Γ θαη ε  f  είλαη 

γλεζίσο κνλόηνλε ζ’ απηό, ηόηε ζα ιέκε, απιώο, όηη ε  f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε. 
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Δξώηεζε 21.  

Έζηω κηα ζπλάξηεζε  f  κε πεδίν νξηζκνύ Α  

(α)Πόηε ζα ιέκε όηη ε f παξνπζηάδεη ζην Ax 0  (νιηθό) κέγηζην, ην )( 0xf ; 

 Απάληεζε :  

ζα ιέκε όηη ε f παξνπζηάδεη ζην Ax 0  (νιηθό) κέγηζην, ην )( 0xf

όηαλ )()( 0xfxf    γηα θάζε  Ax     

(β) Πόηε ζα ιέκε όηη ε f παξνπζηάδεη ζην Ax 0  (νιηθό) ειάρηζην, ην )( 0xf ; 

Απάληεζε : 

ζα ιέκε όηη ε f παξνπζηάδεη ζην Ax 0 (νιηθό) ειάρηζην, ην )( 0xf , 

όηαλ )()( 0xfxf      γηα θάζε  Ax . 

(γ) Ση νλνκάδνπκε νιηθά αθξόηαηα κηαο ζπλάξηεζεο f; 

Απάληεζε:  

Σν (νιηθό) κέγηζην θαη ην (νιηθό) ειάρηζην κηαο ζπλάξηεζεο  f  ιέγνληαη νιηθά 

αθξόηαηα ηεο  f. 

Δξώηεζε 22.  

Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f :A  είλαη 1-1; 

Απάληεζε: 

Μηα ζπλάξηεζε f:A  ιέγεηαη ζπλάξηεζε 11 , όηαλ γηα νπνηαδήπνηε Axx 21 ,  

ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή: 

αλ   21 xx  ,    ηόηε    )()( 21 xfxf  . 

Δξώηεζε 23.  

Έζησ κηα ζπλάξηεζε f :A πνπ είλαη 1-1. Πνηα ζπλάξηεζε νλνκάδεηαη 

αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο f ; 

Απάληεζε: 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε f:A πνπ είλαη 11 , ηόηε νλνκάδνπκε αληίζηξνθε 

ζπλάξηεζε ηεο f  ηε ζπλάξηεζε  g : f A R  γηα ηελ νπνία ηζρύεη

   f x y g y x    . Η g ζπκβνιίδεηαη κε f
-1

  .
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Δξώηεζε 24. 

 Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε  f  έρεη θνληά ζην 0x  κηα ηδηόηεηα Ρ; 

Απάληεζε: 

 Όηαλ ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε  f  έρεη θνληά ζην 0x  κηα ηδηόηεηα Ρ ζα ελλννύκε όηη ηζρύεη 

κηα από ηηο παξαθάησ ηξεηο ζπλζήθεο:  

α)Η  f  είλαη νξηζκέλε ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο ),(),( 00 βxxα   θαη ζην ζύλνιν απηό έρεη 

ηελ ηδηόηεηα Ρ. 

β)Η  f  είλαη νξηζκέλε ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο ),( 0xα , έρεη ζ’ απηό ηελ ηδηόηεηα Ρ, αιιά 

δελ νξίδεηαη ζε ζύλνιν ηεο κνξθήο ),( 0 βx . 

γ)Η  f  είλαη νξηζκέλε ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο ),( 0 βx , έρεη ζ’ απηό ηελ ηδηόηεηα Ρ, αιιά 

δελ νξίδεηαη ζε ζύλνιν ηεο κνξθήο ),( 0xα . 

Δξώηεζε 25.  

Να δηαηππώζεηε ην Κξηηήξην Παξεκβνιήο.  

Απάληεζε: Έζησ νη ζπλαξηήζεηο hgf ,, . Αλ 

 )()()( xgxfxh   θνληά ζην 0x  θαη 

 


)(lim)(lim
00

xgxh
xxxx

,

ηόηε 


)(lim
0

xf
xx

. 

Δξώηεζε 26.  

Να δηαηππώζεηε ηα ζεωξήκαηα νξίωλ θαη δηάηαμεο.  

Απάληεζε: 

ΘΔΩΡΗΜΑ 1
ν
 

Αλ 0)(lim
0




xf
xx

,  ηόηε  0)( xf   θνληά ζην 0x

Αλ 0)(lim
0




xf
xx

,  ηόηε 0)( xf    θνληά ζην 0x

ΘΔΩΡΗΜΑ 2
ν
 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  έρνπλ όξην ζην 0x  θαη ηζρύεη )()( xgxf   θνληά ζην 0x , ηόηε

)(lim)(lim
00

xgxf
xxxx 



Δξώηεζε 27.  

(α)Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηεο αθνινπζίαο (πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ).  

(β)Πόηε ιέκε όηη ε αθνινπζία (α λ) έρεη όξην ην l ;

Απάληεζε: (α) Αθνινπζία νλνκάδεηαη θάζε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε
*:  .

(β) Θα ιέκε όηη ε αθνινπζία )( λα  έρεη όξην ην    θαη ζα γξάθνπκε 


λ
λ

αlim , όηαλ γηα 

θάζε 0ε , ππάξρεη 
*

0
   ηέηνην, ώζηε γηα θάζε 0λλ   λα ηζρύεη εαλ  ||  . 
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Δξώηεζε 28.  

Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην ζεκείν xo ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο;  

Απάληεζε:  

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  θαη 0x  έλα ζεκείν 0x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. Θα ιέκε όηη ε  f  είλαη 

ζπλερήο ζην 0x , όηαλ )()(lim 0
0

xfxf
xx




Δξώηεζε 29.  

Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f δελ είλαη ζπλερήο ζην ζεκείν xo ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο;  

Απάληεζε:  

Όηαλ: 

α) δελ ππάξρεη ην όξηό ηεο ζην 0x  ή 

β) ππάξρεη ην όξηό ηεο ζην 0x , αιιά είλαη δηαθνξεηηθό από ηελ ηηκή ηεο, )( 0xf , ζην 

   ζεκείν 0x . 

Δξώηεζε 30.  

Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα (α,β)  

ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο;  

Απάληεζε:  

Μηα ζπλάξηεζε  f  ζα ιέκε όηη είλαη ζπλερήο ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα  ),( βα  ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνύ ηεο, όηαλ είλαη ζπλερήο ζε θάζε ζεκείν ηνπ ),( βα . 

Δξώηεζε 31. 

Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα [α,β]  

ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο;  

Απάληεζε:  

 Μηα ζπλάξηεζε  f  ζα ιέκε όηη είλαη ζπλερήο ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα  ],[ βα , 

όηαλ είλαη ζπλερήο ζε θάζε ζεκείν ηνπ ),( βα  θαη επηπιένλ 

)()(lim αfxf
αx




       θαη )()(lim βfxf
βx




Δξώηεζε 32. 

Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο; 

Απάληεζε:  

Μία ζπλάξηεζε  f  πνπ είλαη ζπλερήο ζε όια ηα ζεκεία ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, ζα ιέγεηαη, 

απιά, ζπλερήο ζπλάξηεζε .  
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Δξώηεζε 33. 

Να δηαηππώζεηε ην ζεώξεκα Bolzano θαη λα δώζεηε ηε γεωκεηξηθή εξκελεία ηνπ.  

Απάληεζε:  

Θ.BOLZANO: 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f , νξηζκέλε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα ],[ βα . Αλ:   

  ε f είλαη ζπλερήο ζην ],[ βα  θαη, επηπιένλ, ηζρύεη   

 0)()(  βfαf , 

ηόηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, ),(0 βαx   ηέηνην, ώζηε 0)( 0 xf . 

Γειαδή, ππάξρεη κηα, ηνπιάρηζηνλ, ξίδα ηεο εμίζσζεο 0)( xf  ζην αλνηθηό δηάζηεκα ),( βα .. 

γεωκεηξηθή εξκελεία ηνπ ζεωξήκαηνο Bolzano 

 ΢ην παξαθάησ ζρήκα έρνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλερνύο ζπλάξηε ζεο  f  πνπ 

ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο ηνπ Θ.Bolzano ζην ],[ βα . Δπεηδή ηα ζεκεία ))(,( αfαA  θαη 

))(,( βfβB  βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηνπ άμνλα xx  θαη ε f είλαη ζπλερήο ζην [α,β], ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο  f  ηέκλεη ηνλ άμνλα ησλ x ζε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν  κε ηεηκεκέλε ζην (α,β) 

.     
 

 x0   x0  

 x0  

 y 

 B(β, f (β)) 

 Α(α, f (α))  f (a) 

 f (β) 

 O  β 

 a 
 x 

 

 

 

Δξώηεζε 34. 

Να αλαθέξεηε ηηο ζπλέπεηεο ηνπ ζ. Βolzano. 

Απάληεζε:  

Από ην ζεώξεκα ηνπ Bolzano πξνθύπηεη όηη:  

—  Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη δε κεδελίδεηαη ζ’ απηό, ηόηε 

απηή ή είλαη ζεηηθή γηα θάζε x  ή είλαη αξλεηηθή γηα θάζε x , δειαδή δηαηεξεί 

πξόζεκν ζην δηάζηεκα Γ. 

— Μηα ζπλερήο ζπλάξηεζε  f  δηαηεξεί πξόζεκν ζε θαζέλα από ην δηαζηήκαηα ζηα νπνία νη 

δηαδνρηθέο ξίδεο ηεο  f  ρσξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο.  
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Δξώηεζε 35. 

Να δηαηππώζεηε ην Θεώξεκα Δλδηακέζωλ Σηκώλ.  

Απάληεζε:  

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f, ε νπνία είλαη νξηζκέλε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα ],[ βα . Αλ: 

   ε f είλαη ζπλερήο ζην ],[ βα  θαη 

  )()( βfαf   

ηόηε, γηα θάζε αξηζκό ε κεηαμύ ησλ )(αf  θαη )(βf  ππάξρεη έλαο, ηνπιάρηζηνλ ),(0 βαx   

ηέηνηνο, ώζηε 

                        εxf )( 0  

 

Δξώηεζε 36. 

Να δηαηππώζεηε ην Θεώξεκα Μέγηζηεο θαη Διάρηζηεο  Σηκήο. 

Απάληεζε: 

Αλ  f  είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην ],[ βα , ηόηε ε  f  παίξλεη ζην ],[ βα  κηα κέγηζηε ηηκή Μ θαη 

κηα ειάρηζηε ηηκή m. 

 

 

Δξώηεζε 37. 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ππάξρεη ην 
   

o

o

x x
o

f x f x
lim

x x




 θαη είλαη έλαο 

πξαγκαηηθόο αξηζκόο ι. Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν ηεο   o o
x ,f x . 

Απάληεζε: 

Έζησ  f  κηα ζπλάξηεζε θαη ))(,( 00 xfxA  έλα ζεκείν ηεο fC . Αλ ππάξρεη ην 

0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf

xx 




 θαη είλαη έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο ι, ηόηε νξίδνπκε σο εθαπηνκέλε 

ηεο fC  ζην ζεκείν ηεο Α, ηελ επζεία ε πνπ δηέξρεηαη από ην Α θαη έρεη ζπληειεζηή 

δηεύζπλζεο ι. 
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Δξώηεζε 38. 

Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζ’ έλα ζεκείν 0x  ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνύ ηεο; 

Απάληεζε: 

Μηα ζπλάξηεζε f ιέκε όηη είλαη παξαγωγίζηκε ζ’ έλα ζεκείν 0x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ 

ηεο, αλ ππάξρεη ην
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx 




θαη είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο. Σν όξην απηό 

νλνκάδεηαη παξάγωγνο ηεο f ζην 0x  θαη ζπκβνιίδεηαη κε )( 0xf  . Γειαδή:

0

0

0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx 





. 

 

Δξώηεζε 39. 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε f  πνπ είλαη παξαγωγίζηκε ζ’ έλα ζεκείν 0x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ 

ηεο. 

Πνηα είλαη ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ε  ηεο 
f

C ζην ζεκείν ηεο   o o
A x ,f x ; 

Ση νλνκάδνπκε θιίζε ηεο 
f

C ζην ζεκείν ηεο   o o
A x ,f x ; 

Απάληεζε: 

Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ε ηεο fC  κηαο παξαγσγίζηκεο ζπλάξηεζεο  f, ζην 

ζεκείν ))(,( 00 xfxA  είλαη ε παξάγσγνο ηεο  f ζην 0x . Γειαδή, είλαη )( 0xfλ  ,νπόηε ε 

εμίζσζε ηεο  ε θ α π η ν κ έ λ ε ο  ε  είλαη: 

))(()( 000 xxxfxfy   

Σελ θιίζε )( 0xf   ηεο εθαπηνκέλεο ε ζην ))(,( 00 xfxA  ζα ηε ιέκε θαη θιίζε ηεο fC  ζην Α ή 

θιίζε ηεο  f  ζην 0x . 

 

 

Δξώηεζε 40. 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε f  πνπ είλαη παξαγωγίζηκε ζ’ έλα ζεκείν 0x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ 

ηεο. Πνηνο είλαη ν ζπκβνιηζκόο γηα ηελ παξάγσγν ηεο f ζην 0x  

(α) ηνπ Leibniz (β) ηνπ Lagrange 

Απάληεζε: 

(α)  Ο Leibniz  ζπκβνιίδεη ηελ παξάγσγν ηεο f ζην 0x  κε 
dx

xdf )( 0  ή 
0

)(
xx

dx

xdf
 . 

(β) Ο Lagrange ζπκβνιίδεη ηελ παξάγσγν ηεο f ζην 0x  κε )( 0xf    
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Δξώηεζε 41. 

Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f  

(α) είλαη παξαγωγίζηκε ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο Α ή απιά παξαγωγίζηκε  

(β) είλαη παξαγωγίζηκε ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα (α,β) ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο  

(γ) ) είλαη παξαγωγίζηκε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα [α,β] ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο  

Απάληεζε: 

(α)H f είλαη παξαγσγίζηκε ζην Α ή, απιά, παξαγωγίζηκε, όηαλ είλαη παξαγσγίζηκε   

     ζε θάζε ζεκείν Ax 0 . 

(β) Η f είλαη παξαγωγίζηκε ζε έλα αλνηθηό δηάζηεκα ),( βα  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ    

     ηεο, όηαλ είλαη παξαγσγίζηκε ζε θάζε ζεκείν ),(0 βαx  .  

(γ) Η f είλαη παξαγωγίζηκε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα ],[ βα  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο,   

όηαλ είλαη παξαγσγίζηκε ζην ),( βα  θαη επηπιένλ ηζρύεη 

     
x

f(x) f( )
lim

x

 


 
     θαη     

x

f(x) f( )
lim

x

 


 
. 

 

 

Δξώηεζε 42. 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε f :A . Τη νλνκάδνπκε πξώηε παξάγωγν ηεο f  ή απιά 

παξάγωγν ηεο f ; 

Απάληεζε: 

Έζησ f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη 1A  ηo ζύλνιν ησλ ζεκείσλ ηνπ Α ζηα 

νπνία απηή  είλαη παξαγσγίζηκε. Αληηζηνηρίδνληαο θάζε 1Ax  ζην )(xf  , νξίδνπκε ηε 

ζπλάξηεζε  

                                             
),(

: 1

xfx

RAf




 

ε νπνία νλνκάδεηαη πξώηε παξάγωγνο ηεο  f  ή απιά παξάγωγνο ηεο  f. H πξώηε 

παξάγσγνο ηεο  f  ζπκβνιίδεηαη θαη κε 
dx

df
 πνπ δηαβάδεηαη “ληε εθ πξνο ληε ρη”. Γηα 

πξαθηηθνύο ιόγνπο ηελ παξάγσγν ζπλάξηεζε )(xfy   ζα ηε ζπκβνιίδνπκε θαη κε 

))((  xfy . 
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Δξώηεζε 43. 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε f :A . Τη νλνκάδνπκε δεύηεξε παξάγωγν ηεο f  θαη ηη 

νλνκάδνπκε ληνζηή παξάγωγν ηεο f ; 

Απάληεζε: 

Αλ ππνζέζνπκε όηη ην πεδίν νξηζκνύ 1Α ηεο f   είλαη δηάζηεκα ή έλσζε δηαζηεκάησλ, 

ηόηε ε παξάγσγνο ηεο f  , αλ ππάξρεη, ιέγεηαη δεύηεξε παξάγωγνο ηεο  f  θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε f  .Δπαγσγηθά νξίδεηαη ε ληνζηή παξάγωγνο ηεο  f,  κε 3λ , θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε )(ν
f . Γειαδή 

          ][
1)()(  νν

ff ,   3ν . 

 

 

Δξώηεζε 44. 

Tη νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε ζέζεο,  κέζε ηαρύηεηα,  ζηηγκηαία ηαρύηεηα ελόο ζώκαηνο πνπ 

θηλείηαη θαηά κήθνο ελόο άμνλα.  

Απάληεζε: 

 Αο ζεσξήζνπκε έλα ζώκα πνπ θηλείηαη θαηά κήθνο ελόο άμνλα θαη αο ππνζέζνπκε 

όηη )(tSS   είλαη ε ηεηκεκέλε ηνπ ζώκαηνο απηνύ ηε ρξνληθή ζηηγκή t, t≥ 0. 

H ζπλάξηεζε S θαζνξίδεη ηε ζέζε ηνπ ζώκαηνο ηε ρξνληθή ζηηγκή t θαη νλνκάδεηαη 

ζπλάξηεζε ζέζεο ηνπ θηλεηνύ. 

Αο ππνζέζνπκε, ηώξα, όηη ην θηλεηό θάπνηα ρξνληθή ζηηγκή 0t  βξίζθεηαη ζηε ζέζε 

0M  θαη όηη κεηά από παξέιεπζε ρξόλνπ h, δειαδή ηε ρξνληθή ζηηγκή htt  0 , 

βξίζθεηαη ζηε ζέζε Μ , ηόηε ε κεηαηόπηζε ηνπ θηλεηνύ είλαη ίζε κε )()( 0tStS  . Άξα, ε 

κέζε ηαρύηεηα ηνπ θηλεηνύ ζ’ απηό ην ρξνληθό δηάζηεκα είλαη 

ρξόλνο

κεηαηόπηζε)()(

0

0 




tt

tStS
 

  Σν όξην ηεο κέζεο ηαρύηεηαο, θαζώο ην t ηείλεη ζην 0t , ην νλνκάδνπκε ζηηγκηαία  

ηαρύηεηα ηνπ θηλεηνύ ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t  θαη ηε ζπκβνιίδνπκε κε )( 0tπ . Γειαδή: 

                                             
0

0
0 t t

0

S(t) S(t )
(t ) lim .

t t


 


 

Άξα ε ζηηγκηαία ηαρύηεηα ελόο θηλεηνύ, ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t , είλαη ε παξάγσγνο ηεο 

ζπλάξηεζεο ζέζεο )(tSx   ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t .  

Γειαδή, είλαη )()( 00 tStυ  . 
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Δξώηεζε 45. 

Να δηαηππώζεηε ηνλ θαλόλα ηεο αιπζίδαο  

Απάληεζε: 

Αλ κηα ζπλάξηεζε g είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη ε  f  είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην )(Γg , ηόηε ε ζπλάξηεζε gf   είλαη παξαγσγίζηκε ζην Γ θαη ηζρύεη 

)())(()))((( xgxgfxgf  . 

Γειαδή, αλ )(xgu  , ηόηε uufuf  )())(( . 

Με ην ζπκβνιηζκό ηνπ Leibniz, αλ )(ufy   θαη )(xgu  ,  

έρνπκε ηνλ ηύπν
dx

du

du

dy

dx

dy
 , πνπ είλαη γλσζηόο σο θαλόλαο ηεο αιπζίδαο. 

 

 

Δξώηεζε 46. 

Αλ ηα κεηαβιεηά κεγέζε x,y ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε y=f(x), όπνπ f είλαη κηα ζπλάξηεζε πνπ 

είλαη παξαγσγίζηκε ζην xo , ηη νλνκάδνπκε ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ y σο πξνο x ζην ζεκείν xo ;  

Απάληεζε: 

Αλ ηα κεηαβιεηά κεγέζε x,y ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε y=f(x), όπνπ f είλαη κηα ζπλάξηεζε πνπ 

είλαη παξαγσγίζηκε ζην xo , ηόηε ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ y σο πξνο x ζην ζεκείν xo 

,νλνκάδνπκε ηελ παξάγσγν f  ( xo). 

 

Δξώηεζε 47. 

΢ηελ νηθνλνκία ην θόζηνο παξαγσγήο Κ,  ε είζπξαμε Δ θαη ην θέξδνο Ρ εθθξάδνληαη 

ζπλαξηήζεη ηεο πνζόηεηαο x ηνπ παξαγόκελνπ πξντόληνο . Ση νλνκάδεηαη νξηαθό θόζηνο  

ζην xo, νξηαθή είζπξαμε ζην xo , νξηαθό θέξδνο ζην xo ; 

Απάληεζε: 

Ο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ θόζηνπο Κ σο πξνο ηελ πνζόηεηα x, όηαλ x= xo ιέγεηαη νξηαθό 

θόζηνο ζην xo 

Ο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο είζπξαμεο Δ  σο πξνο ηελ πνζόηεηα x, όηαλ x= xo ιέγεηαη νξηαθή 

είζπξαμε ζην xo 

Ο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ θέξδνπο Ρ  σο πξνο ηελ πνζόηεηα x, όηαλ x= xo ιέγεηαη νξηαθό 

θέξδνο ζην xo 

 

Δξώηεζε 48. 

Έζηω έλα θηλεηό πνπ θηλείηαη θαηά κήθνο ελόο άμνλα. Ση νλνκάδεηαη επηηάρπλζε απηνύ 

ηνπ ζώκαηνο ηε ρξνληθή ζηηγκή to ; 

Απάληεζε: 

Ο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ζηηγκηαίαο ηαρύηεηαο  u ηνπ θηλεηνύ ωο πξνο ην ρξόλν t ηε 

ρξνληθή ζηηγκή to ιέγεηαη επηηάρπλζε ηνπ θηλεηνύ ηε  ρξνληθή ζηηγκή to θαη ζπκβνιίδεηαη 

κε α(to). 

Δίλαη δειαδή  

α(to)=u
’
(to)=S

’’
(to) , όπνπ S(t) ε ζπλάξηεζε ζέζεο ηνπ θηλεηνύ ηε ρξνληθή ζηηγκή t. 
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Δξώηεζε 49. 

Να δηαηππώζεηε θαη λα δώζεηε ηε γεωκεηξηθή εξκελεία ηνπ Θ. Rolle 

Απάληεζε: 

Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη  

  ζπλερήο ζην δηάζηεκα [α,β]  

 παξαγσγίζηκε ζην (α,β)  

 f(α)= f(β) 

ηόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ έλα 𝜉 ∈ (𝛼, 𝛽), ηέηνην ώζηε  'f 0  . 

Γεωκεηξηθή Δξκελεία ηνπ Θ.Rolle 

Aλ ε ζπλάξηεζε f ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο ηνπ Θ.Rolle ζην δηάζηεκα [α,β], 

ηόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ έλα 𝝃 ∈ (𝜶, 𝜷), ηέηνην ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο 
f

C  

ζην ζεκείν ηεο   M ,f   λα είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα ησλ x 
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Δξώηεζε 50. 

Να δηαηππώζεηε θαη λα δώζεηε ηε γεωκεηξηθή εξκελεία ηνπ Θεωξήκαηνο Μέζεο Σηκήο  

Απάληεζε: 

Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη  

  ζπλερήο ζην δηάζηεκα [α,β]  

 παξαγωγίζηκε ζην (α,β)  

ηόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ έλα 𝝃 ∈ (𝜶, 𝜷), ηέηνην ώζηε  
   '

f f a
f

a

 
 

 
 

Γεωκεηξηθή Δξκελεία ηνπ Θ.M.T. 

Aλ ε ζπλάξηεζε f ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο ηνπ Θ.M.T. ζην δηάζηεκα [α,β] 

ηόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ έλα 𝝃 ∈ (𝜶, 𝜷), ηέηνην ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο 
f

C  

ζην ζεκείν ηεο   M ,f   λα είλαη παξάιιειε ηεο επζείαο ΑΒ. 
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Δξώηεζε 51. 

(α)Πόηε κηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν Α ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην 
o

x A  

ηνπηθό κέγηζην; 

Απάληεζε: 

Μηα ζπλάξηεζε  f,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην Ax 0  ηνπηθό 

κέγηζην, όηαλ ππάξρεη 0δ , ηέηνην ώζηε )()( 0xfxf  γηα θάζε ),( 00 δxδxAx  . 

Σν 0x  ιέγεηαη ζέζε ή ζεκείν ηνπηθνύ κεγίζηνπ, ελώ ην )( 0xf  ηνπηθό κέγηζην ηεο  f. 

(β)Πόηε κηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν Α ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην 
o

x A  

ηνπηθό ειάρηζην; 

Απάληεζε: 

Μία ζπλάξηεζε  f,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην Ax 0  ηνπηθό ειάρηζην, 

όηαλ ππάξρεη 0δ , ηέηνην ώζηε )()( 0xfxf  ,  γηα θάζε  ),( 00 δxδxAx  . 

Σν 0x  ιέγεηαη ζέζε ή ζεκείν ηνπηθνύ ειαρίζηνπ, ελώ ην )( 0xf  ηνπηθό ειάρηζην ηεο  f. 

(γ) Έζηω κηα ζπλάξηεζε f .Ση νλνκάδνπκε ηνπηθά αθξόηαηα ή , απιά αθξόηαηα   

     ηεο f  θαη ηη ζέζεης ηωλ ηοπηθώλ αθροηάηωλ ηες ; 

Απάληεζε: 

Σα ηνπηθά κέγηζηα θαη ηνπηθά ειάρηζηα ηεο f νλνκάδνληαη ηνπηθά αθξόηαηα ή ,  

απιά αθξόηαηα   ηεο f  ελώ ηα ζεκεία πνπ ε f παξνπζηάδεη ηα ηνπηθά αθξόηαηα  

ιέγνληαη ζέζεηο ησλ ηνπηθώλ αθξνηάησλ ηεο; 
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Δξώηεζε 52. 

Να δηαηππώζεηε ην Θεώξεκα Fermat θαη λα δώζεηε θαη ηε γεωκεηξηθή ηνπ εξκελεία . 

Απάληεζε: 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  νξηζκέλε ζ’ έλα δηάζηεκα Γ θαη 0x  έλα  εζωηεξηθό  ζεκείν 

ηνπ Γ. Αλ ε  f  παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην 0x  θαη είλαη παξαγωγίζηκε ζην 

ζεκείν απηό, ηόηε: 0)( 0  xf  

Γεωκεηξηθή Δξκελεία Σνπ Θ.Fermat 

 Αλ ζ’ έλα εζσηεξηθό ζεκείν 0x  ελόο δηαζηήκαηνο ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ε  f  

παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην θαη επηπιένλ είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν απηό, ηόηε 

ζην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  είλαη νξηδόληηα, 

δειαδή ηζρύεη 0)( 0  xf . 

   

 

  y 

 O 

 f (x0) 

     x0  x 
 

 

    

Δξώηεζε 53. 

Πνηεο είλαη νη πηζαλέο ζέζεηο ηωλ αθξνηάηωλ κηαο ζπλάξηεζεο f ζε έλα δηάζηεκα Γ;  

Απάληεζε: 

Οη  π η ζ α λ έ ο  ζ έ ζ ε η ο η ωλ   η ν π η θ ώ λ  α θ ξ ν η ά η ω λ  κηαο ζπλάξηεζεο  f  ζ’ έλα 

δηάζηεκα Γ είλαη: 

1. Σα εζωηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε παξάγωγνο ηεο  f  κεδελίδεηαη.  

2. Σα εζωηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε  f  δελ παξαγωγίδεηαη.  

3. Σα άθξα ηνπ Γ (αλ αλήθνπλ ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο).  

 

Δξώηεζε 54. 

Έζηω κηαο ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Πνηα ζεκεία ιέγνληαη θξίζηκα  

ζεκεία ηεο f ζην Γ;   

Απάληεζε: 

Σα  ε ζ ω η ε ξ η θ ά  ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε  f  δελ παξαγσγίδεηαη ή ε παξάγσγόο 

ηεο είλαη ίζε κε ην κεδέλ, ιέγνληαη θξίζηκα ζεκεία ηεο  f  ζην δηάζηεκα Γ. 
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Δξώηεζε 55. 

Πόηε ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή θαη πόηε ιέκε όηη είλαη θνίιε ζε έλα δηάζηεκα 

Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο;  

Απάληεζε: 

Έζησ κία ζπλάξηεζε  f  ζ π λ ε ρ ή ο  ζ’ έλα δηάζηεκα Γ θαη π α ξ α γ ω γ ί ζ η κ ε  ζην  ε 

ζ ω η ε ξ η θ ό  ηνπ Γ. Θα ιέκε όηη: 

 Η ζπλάξηεζε  f  ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλω ή είλαη θπξηή ζην Γ, αλ ε f   είλαη 

γλεζίσο αύμνπζα ζην  ε ζ ω η ε ξ η θ ό  ηνπ Γ. 

 Η ζπλάξηεζε  f  ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάηω ή είλαη θνίιε ζην Γ, αλ ε f   είλαη 

γλεζίσο θζίλνπζα ζην  ε ζ ω η ε ξ η θ ό  ηνπ Γ. 

 

 

Δξώηεζε 56. 

Πόηε ην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  νλνκάδεηαη ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  

f. 

Απάληεζε: 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  παξαγσγίζηκε ζ’ έλα δηάζηεκα ),( βα , κε εμαίξεζε ίζσο έλα 

ζεκείν ηνπ  0x . Αλ 

 ε  f είλαη θπξηή ζην ),( 0xα  θαη θνίιε ζην ),( 0 βx , ή αληηζηξόθσο, θαη 

 ε fC  έρεη εθαπηνκέλε ζην ζεκείν ))(,( 00 xfxA , 

ηόηε ην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  νλνκάδεηαη ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  

f. 

΢ΧΟΛΙΟ 1 

Όηαλ ην ))(,( 00 xfxA  είλαη ζεκείν θακπήο ηεο fC , ηόηε ιέκε όηη ε f παξνπζηάδεη ζην 0x  

θακπή θαη ην 0x  ιέγεηαη ζέζε ζεκείνπ θακπήο 

΢ΧΟΛΙΟ 2 

΢ηα ζεκεία θακπήο ε εθαπηνκέλε ηεο fC  “δηαπεξλά” ηελ θακπύιε. 

 

Δξώηεζε 57. 

Πόηε ιέκε όηη ε επζεία κε εμίζωζε 
o

x x είλαη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ; 

Απάληεζε: 

Αλ έλα ηνπιάρηζηνλ από ηα όξηα )(lim
0

xf
xx 

, )(lim
0

xf
xx 

 είλαη   ή  , ηόηε ε επζεία 

0xx   ιέγεηαη θαηαθόξπθε αζύκπηωηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f. 
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Δξώηεζε 58. 

Πόηε ιέκε όηη ε επζεία κε εμίζωζε y  είλαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζην (αληηζηνίρσο ζην )  ; 

Απάληεζε: 

Αλ 


)(lim xf
x

 (αληηζηνίρσο ))(lim 


xf
x

, ηόηε ε επζεία y  ιέγεηαη νξηδόληηα 

αζύκπηωηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην   (αληηζηνίρσο ζην  ). 
 

Δξώηεζε 59. 

Πόηε ιέκε όηη ε επζεία κε εμίζωζε βxιy   είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζηναληηζηνίρσο ζην   ; 

Απάληεζε: 

Η επζεία βxιy   ιέγεηαη αζύκπηωηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην  , 

αληηζηνίρσο ζην  , αλ 

0)]()([lim 


βxιxf
x

,  

αληηζηνίρσο 

0)]()([lim 


βxιxf
x

. 

΢ΧΟΛΙΟ 

Η αζύκπησηε βxιy   είλαη νξηδόληηα αλ 0ι , ελώ αλ 0ι  ιέγεηαη πιάγηα 

αζύκπησηε. 

 

 

Δξώηεζε 60. 

Να δηαηππώζεηε ηνλ 1
ν
 θαλόλα del

’
 Hospital (κνξθή 

0

0 ) 

Απάληεζε: 

Αλ 0)(lim
0




xf
xx

, 0)(lim
0




xg
xx

, 
0

x { , }      θαη ππάξρεη ην 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 




 

(πεπεξαζκέλν ή άπεηξν), ηόηε: 

)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx 





. 

Δξώηεζε 61. 

Να δηαηππώζεηε ηνλ 2
ν
 θαλόλα del

’
 Hospital (κνξθή



 ) 

Απάληεζε: 

Αλ 


)(lim
0

xf
xx

, 


)(lim
0

xg
xx

, 
0

x { , }      θαη ππάξρεη ην 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 




 

(πεπεξαζκέλν ή άπεηξν), ηόηε:
)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx 





 .                                                                               
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Δξώηεζε 62. 

Ση νλνκάδνπκε αξρηθή ή παξάγνπζα κηαο ζπλάξηεζεο f ζε έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ  

νξηζκνύ ηεο ;  

Απάληεζε: 

Έζησ  f  κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Αξρηθή ζπλάξηεζε ή 

παξάγνπζα ηεο  f  ζην Γ νλνκάδεηαη θάζε ζπλάξηεζε F πνπ είλαη παξαγσγίζηκε ζην Γ 

θαη ηζρύεη  

                       )()( xfxF  ,  γηα θάζε  Γx . 

 

 

Δξώηεζε 63. 

Έζησ  f  κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα ],[ βα , κε 0)( xf  γηα θάζε ],[ βαx  θαη Ω 

ην ρσξίν πνπ νξίδεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f, ηνλ άμνλα ησλ x θαη ηηο επζείεο 

αx  , βx  .Να νξίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω.  

Απάληεζε: 

Έζησ  f  κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα ],[ βα , κε 0)( xf  γηα θάζε ],[ βαx  θαη Ω 

ην ρσξίν πνπ νξίδεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f, ηνλ άμνλα ησλ x θαη ηηο επζείεο 

αx  , βx  .Γηα λα νξίζνπκε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω εξγαδόκαζηε σο εμήο:  

 Υσξίδνπκε ην δηάζηεκα ],[ βα  ζε λ ηζνκήθε ππνδηαζηήκαηα, κήθνπο 
λ

αβ
xΓ


 , κε ηα 

ζεκεία βxxxxα λ  ...210 . 

 ΢ε θάζε ππνδηάζηεκα ],[ 1 θθ xx   επηιέγνπκε απζαίξεηα έλα ζεκείν θμ  θαη ζρεκαηίδνπκε ηα 

νξζνγώληα πνπ έρνπλ βάζε xΓ  θαη ύςε ηα )( θμf . Σν άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ 

νξζνγσλίσλ απηώλ είλαη  

xΓμfμfxΓμfxΓμfxΓμfS λλλ )]()([)()()( 121   . 

 Τπνινγίδνπκε ην λ
λ

S


lim . 

Απνδεηθλύεηαη όηη ην λ
λ

S


lim  ππάξρεη ζην  θαη είλαη αλεμάξηεην από ηελ επηινγή ησλ 

ζεκείσλ θμ . Σν όξην απηό νλνκάδεηαη εκβαδόλ ηνπ επηπέδνπ ρσξίνπ Ω θαη ζπκβνιίδεηαη κε 

)(ΩΕ . 

 

 
Δx

β a

v


 

 xλ-1  x2 ...  x1  xλ=β  α=x0  μλ  μk 

 Ω 

 μ2  μ1  O 

 x 

 y=f (x) 
 y 

 f(μ1)  f(μ2) 
 f(μk) 

 f(μλ) 

 xk ...  xk-1 
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Δξώηεζε 64. 

Έζησ  f  κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζ’ έλα δηάζηεκα ],[ βα . 

Να δώζεηε ηνλ νξηζκό ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο ηεο f ζην [α,β] 

Απάληεζε:  

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  ζ π λ ε ρ ή ο  ζην ],[ βα . Με ηα ζεκεία βxxxxα λ  ...210  

ρσξίδνπκε ην δηάζηεκα ],[ βα  ζε λ ηζνκήθε ππνδηαζηήκαηα κήθνπο  
λ

αβ
xΓ


 .  

΢ηε ζπλέρεηα επηιέγνπκε απζαίξεηα έλα ],[ 1 θθθ xxμ  , γηα θάζε }...,,2,1{ λθ , θαη 

ζρεκαηίδνπκε ην άζξνηζκα  

xΓμfxΓμfxΓμfxΓμfS λθλ )()()()( 21    

ην νπνίν ζπκβνιίδεηαη, ζύληνκα, σο εμήο: 



λ

θ

θλ xΓμfS
1

)( (1)
 . 

Απνδεηθλύεηαη όηη, 

“Σν όξην ηνπ αζξνίζκαηνο λS , δειαδή ην 












ν

κ

κ
ν

Δxξf
1

)(lim   (1) ππάξρεη ζην  θαη είλαη 

αλεμάξηεην από ηελ επηινγή ησλ ελδηάκεζσλ ζεκείσλ θμ ”. Σν παξαπάλσ όξην (1) νλνκάδεηαη 

νξηζκέλν νινθιήξωκα ηεο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο  f  από ην α ζην β, ζπκβνιίδεηαη κε 


β

α
dxxf )(  θαη δηαβάδεηαη “νινθιήξσκα ηεο  f  από ην α ζην β”. Γειαδή, 

                              
a

1

f(x)dx lim f( ) x







 
   

 
  

 

 xv-1  μv 

 y=f (x) 

 μk 

 μ2  μ1 

 x 

 x2  x1  xv=β  a=x0  O 

 y 

 
 

 

 

Δξώηεζε 65. 

Έζησ  f  κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα ],[ βα , κε 0)( xf  γηα θάζε ],[ βαx . 

Ση εθθξάδεη γεσκεηξηθά ην 
a
f(x)dx



 ; 

Απάληεζε: 

Αλ f  κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα ],[ βα  θαη 0)( xf  γηα θάζε ],[ βαx , ηόηε ην 

νινθιήξσκα 
β

α
dxxf )(  δίλεη ην εκβαδόλ )(ΩE  ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ πεξηθιείεηαη από ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  ηνλ άμνλα xx  θαη ηηο επζείεο αx   θαη βx  . 
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Δξώηεζε 66. 

Να δηαηππώζεηε ην Θεκειηώδεο ζεώξεκα ηνπ νινθιεξωηηθνύ ινγηζκνύ  

Απάληεζε: 

Έζησ  f  κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζ’ έλα δηάζηεκα ],[ βα . Αλ G είλαη κηα παξάγνπζα ηεο  f  ζην 

],[ βα , ηόηε 

                    
β

α
αGβGdttf )()()(  

 

 

 

 


