
ΘΕΜΑ 4  

Έςτω υπερβολι C  με κζντρο το (0,0) , εςτίεσ πάνω ςτον άξονα xx΄  τθσ οποίασ το 

ορκογώνιο βάςθσ είναι τετράγωνο. 

α) Να βρείτε:  

i. τισ εξιςώςεισ των αςυμπτώτων τθσ C . 

(Μονάδεσ 6) 

ii. τθν εκκεντρότθτα τθσ C . 

(Μονάδεσ 6) 

β) Αν θ υπερβολι διζρχεται από το ςθμείο (2,0)  και ( )  τυχαία ευκεία παράλλθλθ 

ςε κάποια εκ των αςφμπτωτων τθσ C  (που δεν ταυτίηεται με κάποια από αυτζσ),  

i. να δείξετε ότι θ ( )  ζχει ζνα μόνο κοινό ςθμείο με τθν C . 

(Μονάδεσ 8) 

ii. είναι θ ευκεία ( )  εφαπτόμενθ τθσ C ; Αιτιολογείςτε τθν απάντθςι ςασ. 

(Μονάδεσ 5) 
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ΛΥΣΗ 

α) Η υπερβολή C  ζχει κζντρο το (0,0)  και εςτίεσ ςτον άξονα xx΄ , οπότε θα ζχει 

αςφμπτωτεσ τησ μορφήσ ,y x y x
 

 
   . Αφοφ το ορθογϊνιο βάςησ είναι 

τετράγωνο, ςυμπεραίνουμε ότι    δηλαδή είναι ιςοςκελήσ υπερβολή. Συνεπϊσ  

i. οι εξιςϊςεισ των αςυμπτϊτων τησ υπερβολήσ C  είναι ,y x y x  . 

ii. για την εκκεντρότητα   τησ C  ιςχφει ότι 
2

2 1 1 1 2





 
     

 
 και επειδή 

0   ζχουμε τελικά ότι 2  . 

β) Αφοφ η ( )  είναι παράλληλη ςε κάποια εκ των αςφμπτωτων τησ C , θα ζχει 

εξίςωςη τησ μορφήσ y x    ή y x     με 0  . Η ιςοςκελήσ υπερβολή C  θα 

ζχει εξίςωςη τησ μορφήσ 2 2 2x y   . Αφοφ διζρχεται από το ςημείο (2,0)  ζχουμε 

ότι 
0

2 2 2 22 0 4 2


  


      . 

Το πλήθοσ των κοινϊν ςημείων τησ C  και τησ ευθείασ ( )  είναι ίδιο με το πλήθοσ 

των λφςεων καθενόσ από τα ςυςτήματα 
2 2 4x y

y x 

  


 
 και 

2 2 4x y

y x 

  


  
.  

Λφνουμε το 1ο ςφςτημα με αντικατάςταςη τησ 2ησ εξίςωςησ ςτην 1η και ζχουμε : 

20
2 2 2 2 2 2 4

( ) 4 2 4 2 4
2

x x x x x x x
 

    


 
               

και από τη 2η εξίςωςη ζχουμε ότι  
24

2
y







    

Ομοίωσ λφνουμε το 2ο ςφςτημα με αντικατάςταςη τησ 2ησ εξίςωςησ ςτην 1η και 

ζχουμε :  

20
2 2 2 2 2 2 4

( ) 4 2 4 2 4
2

x x x x x x x
 

    


 
               

και από τη 2η εξίςωςη ζχουμε ότι  
24

2
y







    

i. Σε κάθε περίπτωςη το ςφςτημα ζχει μοναδική λφςη που ςημαίνει ότι η ( )  

ζχει ζνα μόνο κοινό ςημείο με την C . 

ii. Επειδή ςε κάθε περίπτωςη η μοναδική λφςη του ςυςτήματοσ προζκυψε από 

εξίςωςη 1ου βαθμοφ και όχι από 2ου με διακρίνουςα 0, η ευθεία ( )  δεν είναι 
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εφαπτόμενη τησ C . Απλά την τζμνει ςε ζνα ςημείο χωρίσ όμωσ το ςημείο αυτό 

να είναι ςημείο επαφήσ . Δηλαδή η ( )  διαπερνά τη C .  

Σημείωςη : το παραπάνω ςυμπζραςμα ιςχφει για κάθε υπερβολή και ευθεία 

παράλληλη ςε κάποια από τισ αςφμπτωτεσ και όχι μόνο για τισ ιςοςκελείσ. 
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