
ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η ευθεία     y λ(x 2) λ 2, λ  (1). 

α) Να βρείτε τισ ευθείεσ που προκφπτουν όταν λ 1  και όταν λ 2 . Κατόπιν να βρείτε το 

κοινό ςημείο Μ των δυο ευθειών. 

(Μονάδεσ 7) 

Ζςτω Μ(1, 2)  

β) Να αποδείξετε ότι όλεσ οι ευθείεσ που προκφπτουν από την (1) για τισ διάφορεσ τιμζσ  

του λ, διζρχονται από το Μ.  

(Μονάδεσ 5) 

γ) Να βρείτε: 

i. τα ςημεία τομήσ Α, Β τησ ευθείασ (1) με τουσ άξονεσ x x  και y y . 

(Μονάδεσ 6) 

ii. για ποιεσ τιμζσ του λ το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι ίςο με 
1

2
.  

(Μονάδεσ 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) Με λ 1  ζχουμε  

      y x 2 1 2 y x 3  

ενώ με λ 2  ζχουμε  y 2x 4 . 

Οι ςυντεταγμζνεσ του Μ προκφπτουν από τθ λφςθ του αντίςτοιχου ςυςτιματοσ. Είναι: 

        
     

           

y x 3 y x 3 x 1 x 1

y 2x 4 x 3 2x 4 y x 3 y 2
 

Επομζνωσ το κοινό ςθμείο των δυο ευκειών είναι το Μ(1, 2) . 

β) Αρκεί να αποδείξουμε ότι οι ςυντεταγμζνεσ του Μ επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ τθσ 

ευκείασ. Με  x 1  θ εξίςωςθ γράφεται  

           y λ(1 2) λ 2 y λ λ 2 y 2  

οπότε πραγματικά κάκε ευκεία που προκφπτει από τθν δοςμζνθ εξίςωςθ διζρχεται από το 

Μ.  

γ) i. Με y 0 ςτθν δοςμζνθ εξίςωςθ παίρνουμε: 


            

λ 2
λ(x 2) λ 2 0 λx λ 2 0 λx λ 2 x

λ
 

Προφανώσ λ 0 , αφοφ με λ 0  θ εξίςωςθ είναι αδφνατθ. 

Με x 0  ςτθ δοςμζνθ εξίςωςθ  παίρνουμε: 

       y 2λ λ 2 y λ 2  

Επομζνωσ θ ευκεία τζμνει τον άξονα y y  ςτο ςθμείο  A(0, λ 2)  και τον x x  ςτο ςθμείο 

 
 
 

λ 2
B , 0

λ
. 

ii. Ιςχφει:     (ΟΑ) | λ 2| |λ 2|, 
 

 
λ 2 |λ 2|

(ΟΒ)
λ |λ|

 και το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ 

είναι 


 
21 1|λ 2|

(ΟΑΒ) (ΟΑ)(ΟΒ)
2 2 |λ|

. Έτςι, ζχουμε: 


     

2
21 1|λ 2| 1

(ΟΑΒ) (λ 2) |λ|
2 2 |λ| 2

 

 Αν λ 0 , τότε ζχουμε:  

      2 2λ 4λ 4 λ λ 3λ 4 0 , που δεν ζχει πραγματικζσ ρίηεσ. 

 Αν λ 0 , τότε ζχουμε:  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται τα ςημεία Α(1,-1) και Β(3,5) όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχήμα.  

α) Να βρείτε το ςυντελεςτή διεφθυνςησ τησ ευθείασ ΑΒ.  

(Μονάδεσ 7) 

β) Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ του μζςου Μ του τμήματοσ ΑΒ.  

(Μονάδεσ 8) 

γ) Να βρείτε την εξίςωςη τησ μεςοκαθζτου του τμήματοσ ΑΒ.  

(Μονάδεσ 10) 

 

 15027



ΛΥΣΗ 

α) Ο ςυντελεςτισ διεφκυνςθσ τθσ ευκείασ ΑΒ είναι 
5 ( 1) 6

3
3 1 2


 

  


. 

β) Το μζςο Μ του ΑΒ ζχει ςυντεταγμζνεσ  
1 3 1 5

( , )
2 2

  
  δθλαδι Μ(2,2). 

γ) Αν (ε) θ ηθτοφμενθ μεςοκάκετοσ τότε ( )    οπότε 1     και άρα 

1
3 1

3
        . 

Η ευκεία ( )  διζρχεται από το ςθμείο Μ(2,2) και ζχει ςυντελεςτι διεφκυνςθσ 
1

3
   , 

οπότε 
1

( ) : 2 ( 2)
3

y x     . 
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ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνονται τα ςθμεία  (0,0) , (1, 3) , ( 3 1, 3 1)     . 

 

α) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ   κακώσ και τθ γωνία   που ςχθματίηει με 

τον άξονα x x . 

(Μονάδεσ 6) 

β) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ   κακώσ και τθ γωνία   που ςχθματίηει με 

τον άξονα x x . 

(Μονάδεσ 6) 

γ) Να δείξετε ότι το τρίγωνο   είναι ορκογώνιο και ιςοςκελζσ με ˆ 90 . 

(Μονάδεσ 7) 

δ) Να δείξετε ότι 
3 1

15
3 1







. 

(Μονάδεσ 6) 
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ΛΥΣΗ 

α) Η κλίςθ τθσ ευκείασ ΟΑ είναι 
3 0

3
1 0




 


 και επειδι διζρχεται από τθν 

αρχι των αξόνων κα ζχει εξίςωςθ 3y x  . Η γωνία   που ςχθματίηει με τον x x  

ζχει εφαπτομζνθ 3 , οπότε είναι 60  .  

β) Η κλίςθ τθσ ευκείασ ΑΒ είναι 
3 1 3 1 3

33 1 1 3


  
   

 
 και αφοφ διζρχεται 

από το ςθμείο (1, 3)  ζχει εξίςωςθ 
3 3 4 3

3 ( 1)
3 3 3

y x y x         . 

Η γωνία   που ςχθματίηει με τον x x  ζχει εφαπτομζνθ 
3

3
 , οπότε είναι 150  .  

γ) Είναι 
3

3 1
3

  

 
       

 
, δθλαδι   , οπότε το τρίγωνο   

είναι ορκογώνιο με ˆ 90  .  

Επίςθσ  
2

2( ) (1 0) 3 0 2      ,
 

2 2( ) ( 3 1 1) ( 3 1 3) 2         

και αφοφ ( ) ( )    το ΟΑΒ είναι και ιςοςκελζσ.  

δ) Αν   θ γωνία που ςχθματίηει θ ευκεία   με τον x x , είναι 

ˆ 60 45 15      , αφοφ ˆ 45   δεδομζνου ότι το τρίγωνο   

είναι ορκογώνιο και ιςοςκελζσ με ˆ 90 . Όμωσ 15   είναι θ κλίςθ τθσ 

ευκείασ ΟΒ δθλαδι  
3 1 0 3 1

3 1 0 3 1

  


  
. Συνεπώσ 

3 1
15

3 1






.  
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται τα σημεία        και        . 

α)  

i. Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία 

       . 

(Μονάδες 5) 

ii. Να αποδείξετε ότι το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος   , είναι το σημείο         

(Μονάδες 5) 

β) Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκάθετης ευθείας     του ευθύγραμμου τμήματος   . 

(Μονάδες 15)  

 

 

 

 15044



 

ΛΥΣΗ 

α) 

i. Είναι        
    

   
   . 

ii. Aν         , ισχύει:   
   

     

 
  

   
     

 
  

  

β) Η μεσοκάθετη ευθεία     του ευθύγραμμου τμήματος     διέρχεται από το σημείο 

       και έχει κλίση  , η οποία προκύπτει από την εξίσωση:  

                       

Επομένως η εξίσωσή της είναι η                             
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται τα σημεία Α( 3, 2), Β(1, 6) και  Γ( 13, 7) . 

α) Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας που διέρχεται από τα Α, Β.  

(Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα Α, Β έχει εξίσωση  y x 5 . 

(Μονάδες 7) 

γ) Να αιτιολογήσετε γιατί το σημείο Γ δεν είναι πάνω στην ΑΒ.  

(Μονάδες 10) 

 15271



ΛΥΣΗ 

α) Η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Α, Β έχει συντελεστή διεύθυνσης 


 


6 2
λ 1

1 3
. 

β) Η ευθεία έχει συντελεστή διεύθυνσης λ 1και διέρχεται από το σημείο Α, οπότε έχει 

εξίσωση   y 2 1(x 3)  δηλαδή είναι η  y x 5 . 

γ) Το σημείο Γ είναι πάνω στην ευθεία ΑΒ μόνο όταν οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την 

εξίσωση της ευθείας ΑΒ. Με x 13  στον τύπο της ευθείας ΑΒ έχουμε: 

       Γy 13 5 8 y 7  

Άρα το σημείο Γ δεν είναι πάνω στην ΑΒ.  
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ΘΕΜΑ 4 

Σε ορκοκανονικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων κεωροφμε το ςθμείο M(2, 1) . 

α) Μια ευκεία (ε) με ςυντελεςτι διεφκυνςθσ λ διζρχεται από το Μ. Να βρείτε: 

i. Τθν εξίςωςθ τθσ. 

(Μονάδεσ 2) 

ii. Για ποιεσ τιμζσ του λ θ ευκεία ςχθματίηει τρίγωνο με τουσ άξονεσ. 

(Μονάδεσ 5) 

β) Έςτω ότι  θ ευκεία (ε) τζμνει τουσ άξονεσ x x  και y y ςτα ςθμεία Α, Β αντίςτοιχα. 

i. Να βρείτε, με τθ βοικεια του λ, τα μικθ των τμθμάτων ΟΑ, ΟΒ. 

(Μονάδεσ 6) 

ii. Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του λ θ ευκεία ςχθματίηει με τουσ άξονεσ ιςοςκελζσ 

τρίγωνο. 

(Μονάδεσ 6) 

iii. Να υπολογίςετε, ςε κάκε περίπτωςθ, το εμβαδόν του ιςοςκελοφσ τριγώνου που 

ςχθματίηεται. 

(Μονάδεσ 6) 
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ΛΥΣΗ 

α) i. Αφού η ευθεία διέρχεται από το Μ και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ, η εξίσωση της 

είναι   y 1 λ(x 2)  που γράφεται   y λx 2λ 1 .  

     ii. Σε κάθε περίπτωση που ισχύει λ 0  η ευθεία τέμνει και τους δυο άξονες και όταν δεν 

διέρχεται από την αρχή Ο, δηλαδή όταν 
1

λ
2

, σχηματίζει τρίγωνο .  

Επομένως, η ευθεία σχηματίζει τρίγωνο με τους άξονες μόνο όταν 
 

  
 

1
λ 0,

2
. 

β) i. Με y 0  στην εξίσωση της ευθείας, παίρνουμε 



2λ 1

x
λ

, οπότε 
 

 
 

2λ 1
Α , 0

λ
, ενώ με 

x 0  παίρνουμε   y 2λ 1 , οπότε  Β(0, 2λ 1) . Επομένως τα μήκη των τμημάτων ΟΑ, ΟΒ 

είναι: 



|2λ 1|

(ΟΑ)
|λ|

 και     (ΟΒ) | 2λ 1| |2λ 1| 

ii. Η ευθεία σχηματίζει με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο, μόνο όταν (ΟΑ) (ΟΒ) . Είναι: 


          

|2λ 1|
(ΟΑ) (ΟΒ) |2λ 1| |2λ 1|(|λ| 1) 0 |λ| 1 0

|λ|
 

αφού 
1

λ
2

. Άρα η ευθεία σχηματίζει ισοσκελές τρίγωνο, όταν  λ 1ή λ 1 . 

iii.  Αν  λ 1 , τότε (ΟΑ) 3και (ΟΒ) 3 , οπότε το εμβαδόν (ΟΑΒ) του τριγώνου ΟΑΒ είναι 


9

(ΟΑΒ)
2

 

Αν λ 1 , τότε (ΟΑ) 1 και (ΟΒ) 1 , οπότε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι 
1

(ΟΑΒ)
2

 

Σχόλιο 

Το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές, οπότε η γωνία που σχηματίζει η ευθεία 

(υποτείνουσα) με τον άξονα x x  είναι o45  ή o135 . Έτσι, έχουμε   ολ εφ45 1  ή 

 ολ εφ135 1  που είναι οι τιμές που βρήκαμε παραπάνω. 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται οι ευθείες: 1 : 2 6x y    και 2 : 2 2x y    .                  

α) Να βρείτε το κοινό τους σημείο  . 

(Μονάδες 12) 

β) Να δείξετε ότι οι ευθείες 1 2,   και 3 : 3 4x y    διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

(Μονάδες 13) 

 15657



ΛΥΣΗ 

α) Για να βρούμε το κοινό σημείο των ευθειών 1  και 2  θα λύσουμε το σύστημα: 

 2 6 2 6 5 10 2

2 2 2 4 4 2 2 2.

x y x y y y

x y x y x y x

        
                 

 

Οπότε το σημείο   έχει συντεταγμένες  2, 2 . 

β) Οι ευθείες 1 2,   και 3 : 3 4x y    θα διέρχονται από το ίδιο σημείο, εάν η ευθεία 

3 4x y   διέρχεται από το  2, 2 , δηλαδή εάν: 3 2 2 4   , που ισχύει. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα διανύσματα  2, 2  


 και  1,1 


 τα οποία έχουν κοινή αρχή το σημείο 

 2,1 .  

α) Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα 


 και 


 είναι κάθετα. 

                                                                                                                                (Μονάδες 4) 

β) Αν το σημείο   είναι το πέρας του διανύσματος 


,   είναι το πέρας του διανύσματος 




 και  ,x y   ένα τυχαίο σημείο της ευθείας  , 

i. να δείξετε ότι οι συντεταγμένες των σημείων   και   είναι  4, 1   και  3,2 .  

                                                                                                                               (Μονάδες 5) 

ii. να δείξετε ότι 3 11x y   . 

                                                                                                                               (Μονάδες 6)  

iii. να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου  ,x y  , αν ισχύει ότι το   είναι εσωτε-

ρικό σημείο του ευθύγραμμου τμήματος   και 
1

2
  
 

. 

                                                                                                                            (Μονάδες 10) 
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ΛΥΣΗ 

α) Έχουμε  2 1 2 1 0       


, άρα τα διανύσματα   και 


 είναι κάθετα. 

β)  

i. Το σημείο  2,1  είναι η αρχή και το σημείο   είναι το πέρας του διανύσματος 

 2, 2  


, οπότε:            2 2 2 4x x x x          . 

2 1 2 1y y y y             . 

Άρα  4, 1  . Το σημείο  2,1  είναι η αρχή και το σημείο   είναι το πέρας του 

διανύσματος  1,1 


, οπότε: 1 2 1 3x x x x          . 

        1 1 1 2y y y y          . 

Άρα  3,2 . 

ii. Η ευθεία   έχει εξίσωση:  

   

 

2 1
2 3

3 4
2 3 3

3 11.

y x

y x

x y

 
    


     

 

 

Το σημείο  ,x y   είναι ένα σημείο της ευθείας  , άρα οι συντεταγμένες του 

επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας, δηλαδή: 3 11x y   . 

iii. Έχουμε ισοδύναμα:  

       

   

   

2 2 2 2

)
2 2

2 2

2

1

2
1

2 1 3 4 2 1
2

10
2 1

4
10

2 10 3
4

203
5 32 0.

4

ii

x y

x y

x x

x x
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Η τελευταία εξίσωση είναι 2ου βαθμού με 9 0    και ρίζες 1 3,5x   και 2 2,9x  . Επειδή το 

  είναι εσωτερικό του τμήματος  , η τετμημένη του θα πρέπει να είναι μεταξύ 3  και 4 . 

Άρα 3,5x   και 3 3,5 11 0,5y y      . 
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ΘΕΜΑ 2 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α(3, 2)  και Γ(5, 2) . Αν το σημείο 
 
 
 

1
Μ 3,

2
είναι το μέσο της ΒΓ, τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι Β(1, 1) . 

(Μονάδες 9) 

 

β) Να βρείτε το μήκος της πλευράς ΒΓ. 

(Μονάδες 6) 

γ) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΑΓ. 

(Μονάδες 10) 

 

 16002



ΛΥΣΗ 

α) Αν Β(x, y) , τότε έχουμε: 




x 5
3

2
 και 




y 2 1

2 2
 

οπότε x 1και  y 1 , άρα Β(1, 1)  .  

β) Το μήκος της πλευράς ΒΓ είναι        2 2(BΓ) (5 1) (2 1) 16 9 25 5 . 

γ) Η ευθεία ΑΓ  διέρχεται από το σημείο Α(3, 2)  και έχει συντελεστή διεύθυνσης   


  



2 2 4
λ 2

5 3 2
 

οπότε  η εξίσωσή της είναι η   y 2 2(x 3) , που γράφεται  y 2x 8 . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται οι ευθείες (ε1) και (ε2) με εξισώσεις x − 3y = 4 και 9x + 3y = 6 αντίστοιχα. 

α)  Να αποδείξετε ότι οι ευθείες (ε1) και (ε2) είναι κάθετες. 

(Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες (ε1) και (ε2) τέμνονται στο σημείο Α(1, − 1). 

(Μονάδες 8) 

γ) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο Α και είναι 

κάθετη στον άξονα x΄x.  

(Μονάδες 9) 

 16766



ΛΥΣΗ 

α) Η ευθεία (ε1) έχει εξίσωση 

x − 3y − 4 = 0 

και συντελεστή διεύθυνσης 

λ1 = −
Α
Β
= −

1
−3

=
1
3

 

Η ευθεία (ε2) έχει εξίσωση 

9x + 3y − 6 = 0 

και συντελεστή διεύθυνσης 

λ2 = −
Α
Β
= −

9
3
= −3 

Παρατηρούμε ότι 

λ1λ2 =
1
3
(−3)= − 1 

Άρα, οι ευθείες (ε1) και (ε2) είναι κάθετες. 

β) Προσθέτουμε τις δύο εξισώσεις κατά μέλη, οπότε: 

10x = 10		ή		x = 1		 

Αντικαθιστούμε στην εξίσωση  9x + 3y = 6  και έχουμε διαδοχικά: 

9 + 3y = 6 

3y = −3 

y = −1 

Άρα, το σημείο τομής των ευθειών (ε1) και (ε2) είναι το Α(1, − 1). 

γ) Γνωρίζουμε ότι η ευθεία που διέρχεται από το σημείο Α(xo,yo) και είναι κάθετη 

στον άξονα x΄x έχει εξίσωση x = xo. Επομένως, η εξίσωση της ζητούμενης ευθείας 

είναι x = 1. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία                           και        , με     . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία   και   έχει εξίσωση         .    

                                                                                                                               (Μονάδες 6) 

ii. Τα σημεία   και   ανήκουν στην ευθεία     αν και μόνο αν    
     

 
 .  

            (Μονάδες 7) 

iii. Το τετράπλευρο      είναι παραλληλόγραμμο όταν    
     

 
 .   

 (Μονάδες 7) 

β) Θεωρήστε τον ισχυρισμό: «Υπάρχει πραγματικός αριθμός   ώστε το τετράπλευρο      

να είναι τετράγωνο.» Είναι αληθής ή  ψευδής ο παραπάνω ισχυρισμός; Να αιτιολογήσετε 

την απάντησή σας.  

                                                                                                 (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α) i) Ο συντελεστής διεύθυνσης   της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία         και 

       είναι 

   
     

     
   

    

   
  

  

 
     , 

οπότε η ευθεία  που διέρχεται από τα σημεία   και   έχει εξίσωση 

               ή               ή               ή          . 

ii) Τα σημεία            και        ανήκουν στην ευθεία     αν και μόνο αν οι 

συντεταγμένες τους επαληθεύουν την εξίσωσή της,          .  Έχουμε διαδοχικά  

                ή                ή             ή     
     

 
 ,  

επίσης             ή            ή             ή     
     

 
 .  

iii) Είναι                                                και 

                                                 . 

 Παρατηρούμε ότι                           . Όμως από το προηγούμενο ερώτημα προκύπτει 

ότι, όταν    
     

 
  τα σημεία   και   δεν ανήκουν στην ευθεία    . Τότε, επειδή 

                 , τα ευθύγραμμα τμήματα     και    θα είναι παράλληλα, επίσης θα έχουν ίσα 

μήκη, οπότε το τετράπλευρο      είναι παραλληλόγραμμο. 

β) Έστω ότι το τετράπλευρο      είναι τετράγωνο για κάποιο    
     

 
 . Τότε θα έχουμε  

                     . Από το προηγούμενο ερώτημα είναι                  , άρα            

               . Επίσης είναι                                   , άρα 

                                      .  

Επομένως θα έχουμε                        ή                      ή             

                    . 

Η τελευταία εξίσωση έχει διακρίνουσα                     , άρα δεν έχει 

πραγματικές ρίζες. Οπότε δεν υπάρχει πραγματικός αριθμός   ώστε το τετράπλευρο      

να είναι τετράγωνο. Επομένως ο ισχυρισμός είναι ψευδής. 
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ΘΕΜΑ 2 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι A( 1, 5)  και B(2, 1) . Αν οι πλευρές ΑΓ και ΒΓ βρίσκονται πάνω στις 

ευθείες 1ε : y x 4   και 2

1
ε : y x 2

2
    αντίστοιχα, τότε:  

α) Να αποδείξετε ότι Γ(4, 0) . 

(Μονάδες 12) 

β) Να βρείτε: 

i. το συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας ΑΓ 

(Μονάδες 6) 

ii. την εξίσωση του ύψους ΒΔ. 

(Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α)Το σημείο Γ είναι το σημείο τομής των 1 2ε , ε και προσδιορίζεται από τη λύση του 

αντίστοιχου συστήματος. Είναι: 

y x 4 1
x 4 8 x 4x 4 x 2

21
y x 4 y 0y x 2

y x 42

   
          

     
            

 

οπότε Γ(4, 0) . 

β) i. Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΑΓ είναι  

ΑΓ

0 5
λ 1

4 1


  


 

ii. To ύψος ΒΔ είναι κάθετο στην πλευρά ΑΓ, οπότε ΒΔ ΑΓλ λ 1   με ΑΓλ 1  , οπότε 

ΒΔλ 1 . Επομένως η εξίσωση του ύψους ΒΔ είναι: 

y 1 1(x 2) y x 1       
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται τα σημεία Α(-1,5), Β(3,3). Να υπολογίσετε: 

α) Τις συντεταγμένες του μέσου Μ του τμήματος ΑΒ. 

(Μονάδες 8) 

β) Τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας ΑΒ. 

(Μονάδες 8) 

γ) Την εξίσωση της μεσοκαθέτου (η) του τμήματος ΑΒ. 

(Μονάδες 9) 
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ΛΥΣΗ 

α) Το μέσο Μ του τμήματος ΑΒ είναι: 

Μ !
xΑ + xΒ

2
,
yΑ + yΒ

2
$ = (1,4) 

β) Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΑΒ είναι: 

λΑΒ =
yB − yA
xB − xA

=
3 − 5

3 − (−1) =
−2
4
= −

1
2

 

γ) Για τη μεσοκάθετο (η) του τμήματος ΑΒ ισχύει: 

η ⊥ ΑΒ ⇔ λη ∙ λΑΒ = −1 

Επομένως, λη = 2. 

Η εξίσωση της μεσοκαθέτου (η) του τμήματος ΑΒ είναι: 

y − yΜ = λη(x − xM) 

y − 4 = 2(x − 1) 

y = 2x + 2 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα ςημεία Α(2,4), Β(-1,0) και Γ(3,-2). 

α) Να αποδείξετε ότι τα ςημεία Α, Β, Γ αποτελοφν κορυφζσ τριγώνου ΑΒΓ. (Μονάδεσ 04) 

β) Αν η ευθεία ΑΒ τζμνει τον άξονα y’y ςε ζνα ςημείο Δ και η ευθεία ΑΓ τζμνει τον άξονα x’x 

ςε ζνα ςημείο Ε, τότε: 

i. Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ των ςημείων Δ και Ε. (Μονάδεσ 10) 

ii. Να αποδείξετε ότι    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2  ⃗⃗⃗⃗  ⃗ και   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2  ⃗⃗⃗⃗  . (Μονάδεσ 06) 

γ) Να αποδείξετε ότι  η ευθεία ΔΕ είναι παράλληλη τησ ΒΓ. (Μονάδεσ 05) 
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ΛΥΣΗ 

 

α) Οι ςυντελεςτζσ διεφκυνςθσ των ευκειών ΑΒ και ΑΓ ορίηονται και είναι  

λΑΒ = 
     

     
 = 

   

    
 =  

 

 
   και λΑΓ = 

     

     
 = 

    

   
 = 

  

 
  = - 6. Επειδι λΑΒ ≠ λΑΓ οι ευκείεσ ΑΒ 

και ΑΓ δεν είναι παράλλθλεσ, οπότε τα ςθμεία Α,Β και Γ δεν είναι ςυνευκειακά και 

αποτελοφν κορυφζσ τριγώνου. 

β) Η ευκεία ΑΒ ζχει ςυντελεςτι διεφκυνςθσ 
 

 
 από το α) ερώτθμα και διζρχεται από το 

ςθμείο Α(2,4), άρα θ εξίςωςι τθσ είναι: (ΑΒ): y - y A = λ ( x - x A )  ι y - 4 =
 

 
( x - 2 )  ι   

4 x - 3 y + 4 = 0 .  

Η ευκεία ΑΓ ζχει ςυντελεςτι διεφκυνςθσ -6 από το α) ερώτθμα και διζρχεται από το ςθμείο 

Γ(3,-2), άρα θ εξίςωςι τθσ είναι: (ΑΓ): y - y Γ = λ ( x - x Γ )  ι y + 2 = - 6 ( x - 3 )  ι   

6 x + y - 1 6 = 0 .  

i .  Στθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ ΑΒ κζτουμε x=0 για να βροφμε το ςθμείο που τζμνει τον 

άξονα y’y και ζχουμε: 4 0 - 3 y + 4 = 0  y =
 

 
 .  Άρα Δ(  

 

 
). Ομοίωσ ςτθν εξίςωςθ 

τθσ ευκείασ ΑΓ κζτουμε y=0 για να βροφμε το ςθμείο που τζμνει τον άξονα x’x και 

ζχουμε: 6 x + 0 - 1 6 = 0x =
 

 
 .  Άρα E(

 

 
  ). 

ii.   ⃗⃗⃗⃗  ⃗= (0-2, 
 

 
 - 4)= (-2,- 

 

 
 )=  2  (-1,- 

 

 
)   και   ⃗⃗⃗⃗  ⃗= (-1-0,  -

 

 
)= (-1,-

 

 
) ,  οπότε προφανώσ 

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2  ⃗⃗⃗⃗  ⃗.  Για τα διανφςματα   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ και   ⃗⃗⃗⃗   ζχουμε: 
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   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ =(
 

 
 -2, 0-4)= (

 

 
,-4)=2  ( 

 

 
,-2)   και   ⃗⃗⃗⃗ = (3-

 

 
, -2-0)= (  

 

 
,-2)  και ιςχφει επίςθσ 

ότι   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2  ⃗⃗⃗⃗ .  

γ) λΔΕ =   
 

 
  

  
 

 

 = - 
 

 
    και λΒΓ =  

    

   
 = - 

 

 
 = - 

 

 
. Άρα λΔΕ = λΒΓ , επομζνωσ θ ευκεία ΔΕ είναι 

παράλλθλθ τθσ ευκείασ ΒΓ.  
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ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται τα σημεία                     μιας ευθείας    . 

 

α) Να βρείτε την κλίση   της ευθείας    . 

(Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας     είναι η   
 

 
  

 

 
 . 

(Μονάδες 05) 

γ) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου  , στο οποίο η ευθεία     τέμνει τον άξονα    . 

(Μονάδες 10) 

 20868



 

ΛΥΣΗ 

α) Αφού η ευθεία     διέρχεται από τα σημεία     έχει κλίση   
     

     
 

   

   
 

 

 
. 

β) Ως γνωστόν, η εξίσωση ευθείας που διέρχεται από το σημείο          και έχει κλίση   

είναι η             .  

Επομένως, η εξίσωση της ευθείας    , η οποία διέρχεται από το σημείο        και έχει 

κλίση   
 

 
 , είναι:     

 

 
        

 

 
  

 

 
. 

γ) Επειδή το σημείο   της ευθείας     ανήκει και στον άξονα    , είναι της μορφής       . 

Έτσι έχουμε: 

  
 

 
  

 

 
            

Επομένως, το ζητούμενο σημείο είναι το        . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται το σημείο Α(4,-2) και η ευθεία (ε1) με εξίσωση: x – y +2 = 0. Να βρείτε: 

α) την ευθεία (ε2) που διέρχεται από το σημείο Α και είναι κάθετη στην ευθεία (ε1). 

                                                                                                                            (Μονάδες 8)   

β) το σημείο τομής Β, των ευθειών (ε1) και (ε2): y = -x + 2.                     (Μονάδες 8)                                                                                                                            

γ)  το συμμετρικό Γ του σημείου Α, ως προς την ευθεία (ε1).                (Μονάδες 9)    
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ΛΥΣΗ 

α) Η ευθεία (ε1) έχει εξίσωση: y = x + 2, συνεπώς συντελεστή διεύθυνσης λ1 = 1. Η 

ευθεία (ε2) είναι κάθετη στην ευθεία ε1, συνεπώς το γινόμενο των συντελεστών 

διεύθυνσης των δύο ευθειών θα ισούται με -1, άρα λ2 = -1. Επιπλέον η ευθεία (ε2) 

διέρχεται από το σημείο Α, άρα η εξίσωσή της θα είναι:  

𝑦 − 𝑦𝐴 =  𝜆2 ∙  (𝑥 −  𝑥𝐴) ή  𝑦 – (-2) = -1·(x – 4) ή  y + 2 = -x + 4 ή y = -x + 2. Άρα η 

εξίσωση της ευθείας (ε2) είναι: y = -x + 2. 

β) οι συντεταγμένες του σημείου τομής Β, των δύο ευθειών (ε1) και (ε2) θα προκύψει 

από τη λύση του συστήματος: {
𝑦 = 𝑥 + 2

𝑦 =  −𝑥 + 2
 ή {

𝑦 = 𝑥 + 2
𝑥 + 2 =  −𝑥 + 2

 ή {
𝑦 = 𝑥 + 2
2𝑥 =  0

 ή 

{
𝑦 = 2
𝑥 =  0

. Άρα Β(0,2). 

γ) Αν Γ το συμμετρικό του Α ως προς το Β τότε τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά 

και μάλιστα το Β είναι το μέσο του τμήματος ΑΓ, άρα θα ισχύει: 

{
𝑥𝛣 =  

𝑥𝛢+𝑥𝛤

2

𝑦𝛣 =  
𝑦𝛢+𝑦𝛤

2

  ή {
0 =  

4+𝑥𝛤

2

2 =  
−2+𝑦𝛤

2

  ή  {
𝑥𝛤 =  −4
𝑦𝛤 =  6

 . Οπότε το συμμετρικό του σημείο Α ως 

προς την ευθεία (ε1) είναι το σημείο Γ(-4,6). 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται τα σημεία Α(2, -4) και Β(0, -2) 

α)  Να βρείτε το μέσο Μ του τμήματος ΑΒ.                                                      (Μονάδες 4) 

β)  Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκαθέτου (ζ) του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. 

                                                                                                                                  (Μονάδες 5)                                                                                                                            

γ) Αν (ζ): y = x – 4 και (ε): y = 2·x-6, τότε να βρείτε το σημείο τομής των ευθειών (ζ), 

(ε).                                                                                                                              (Μονάδες 9)    

δ) Να δείξετε ότι η εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από τα σημεία Α, Β και το 

κέντρο του ανήκει στην ευθεία (ε) είναι η (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 2)2 = 4.         (Μονάδες 7)                                                      
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ΛΥΣΗ 

α) Για το μέσο Μ του τμήματος ΑΒ ισχύει: Μ(
𝑥𝐴+𝑥𝐵

2
, 

𝑦𝐴+𝑦𝐵

2
) ή Μ(

2+0

2
 , 

−4+(−2)

2
) 

ή Μ(1, -3).  

β) Η κλίση του ΑΒ είναι 𝜆𝛢𝛣 = 
𝑦𝐵−𝑦𝐴

𝑥𝐵−𝑥𝐴
 = 

−2−(−4)

0−2
 = 

2

−2
 = -1. Η κλίση της μεσοκαθέτου 

(ζ) του ΑΒ θα πρέπει να είναι λ = 1 (αφού το γινόμενο των δύο κλίσεων θα πρέπει να 

ισούται με -1). Η εξίσωση της μεσοκαθέτου (ζ) του τμήματος ΑΒ θα είναι:  𝑦 −  𝑦𝛭 =

𝜆 ∙ (𝑥 − 𝑥𝛭) ή y - (-3) = 1 (x – 1) ή y + 3 = x - 1 ή y = x - 4.  

γ) το σημείο τομής των ευθειών (ε) και (ζ) θα έχει συντεταγμένες τις λύσεις του 

συστήματος:   

{
𝑦 = 𝑥 − 4

𝑦 = 2𝑥 − 6
 ή x – 4 = 2x – 6 ή x = 2 και y = -2. Άρα το σημείο τομής των δύο ευθειών 

είναι το σημείο (2, -2).  

γ) το κέντρο Κ του κύκλου θα πρέπει να ανήκει ταυτόχρονα στη μεσοκάθετο του 

τμήματος ΑΒ, την ευθεία (ζ) και στην ευθεία (ε) άρα θα πρέπει να είναι το σημείο 

τομής τους που βρήκαμε στο ερώτημα β), δηλαδή το Κ(2, -2). Η ακτίνα του κύκλου θα 

είναι ρ = (ΚΑ) = (ΚΒ) αλλά ρ = (ΚΒ) = √(2 − 0)2 + (−2 + 2)2 = √4 + 0 = 2.  

Η εξίσωση του κύκλου θα είναι: (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 2)2 = 4   
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται το τετράγωνο του σχήματος με κορυφές Α1, Α2, Α3, Α4. Έστω  λ1, λ2, λ3, λ4  οι κλίσεις 

των ευθειών Α1Α2, Α2Α3, Α3Α4, Α4Α1 αντίστοιχα. 

 

α) Να βρείτε όλα τα ζεύγη των παράλληλων πλευρών του τετραγώνου. Ποιά σχέση συνδέει 

τις κλίσεις κάθε δύο παράλληλων πλευρών; 

(Μονάδες 15) 

β) Να αποδείξετε ότι:    
λ1

λ3
+

λ2

λ4
= 2 . 

(Μονάδες 10) 
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ΛΥΣΗ 

α) Τα ζεύγη των παράλληλων πλευρών του τετραγώνου είναι δύο: 

(i) Α1Α2 ∥ Α3Α4, με αντίστοιχες κλίσεις λ1 = λ3 και  

(ii) Α2Α3 ∥ Α4Α1, με αντίστοιχες κλίσεις λ2 = λ4 . 

β) Αφού, από το α) ερώτημα, είναι λ1 = λ3 και λ2 = λ4, έχουμε :  

   
λ1

λ3
+

λ2

λ4
=

λ1

λ1
+

λ2

λ2
= 1 + 1 = 2 . 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται το τετράγωνο του σχήματος με κορυφές Α1, Α2, Α3, Α4. Έστω  λ1, λ2, λ3, λ4  οι κλίσεις 

των ευθειών Α1Α2, Α2Α3, Α3Α4, Α4Α1 αντίστοιχα. 

 

α) Να βρείτε όλα τα ζεύγη των πλευρών του τετραγώνου που είναι κάθετες μεταξύ τους. 

Ποιά σχέση συνδέει τις κλίσεις κάθε δύο κάθετων πλευρών; 

(Μονάδες 15) 

β) Να αποδείξετε ότι:    λ1 ∙ λ2 + λ2 ∙ λ3 + λ3 ∙ λ4 + λ4 ∙ λ1 = −4 . 

(Μονάδες 10) 
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ΛΥΣΗ 

α) Τα ζεύγη των πλευρών του τετραγώνου που είναι κάθετες μεταξύ τους είναι τέσσερα: 

(i) Α1Α2 ⊥ Α2Α3, με αντίστοιχες κλίσεις λ1, λ2 και λ1 ∙ λ2 = −1 . 

(ii) Α2Α3 ⊥ Α3Α4, με αντίστοιχες κλίσεις λ2, λ3 και λ2 ∙ λ3 = −1 . 

(iii) Α3Α4 ⊥ Α4Α1, με αντίστοιχες κλίσεις λ3, λ4 και λ3 ∙ λ4 = −1 . 

(iv) Α4Α1 ⊥ Α1Α2, με αντίστοιχες κλίσεις λ4, λ1 και λ4 ∙ λ1 = −1 . 

β) Aπό το α) ερώτημα, κάθε προσθετέος του αθροίσματος:  λ1 ∙ λ2 + λ2 ∙ λ3 + λ3 ∙ λ4 +

λ4 ∙ λ1 είναι ίσος με -1, επομένως το άθροισμα ισούται με -4. 
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ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία Α(0,0), Β(8,0), Γ(10,4), Δ(2,4). Τα σημεία Μ και Ν είναι τα μέσα των 

πλευρών ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα, ενώ Κ και Λ είναι τα σημεία που τέμνουν τα τμήματα ΔΜ 

και ΔΝ την διαγώνιο ΑΓ αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

 

α) Να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

(Μονάδες 5) 

β) Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Μ και Ν. 

(Μονάδες 5) 

γ) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών ΑΓ, ΔΜ, ΔΝ  και στη συνέχεια τις συντεταγμένες των 

σημείων Κ και Λ. 

(Μονάδες 10) 

δ) Να δείξετε ότι τα σημεία Κ και Λ τριχοτομούν την διαγώνιο ΑΓ, δηλαδή την χωρίζουν σε 

τρία ίσα τμήματα. 

(Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α) Το σημείο Α(0,0) είναι η αρχή των αξόνων. Επομένως, 

ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2,4) και ΒΓ⃗⃗ ⃗⃗  = ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗ − ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (10,4) − (8,0) = (2,4), οπότε ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ΒΓ⃗⃗ ⃗⃗  , άρα ΑΔ =∥ ΒΓ, 

συνεπώς το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

β) Αν Μ και  Ν είναι τα  μέσα των πλευρών  ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα, τότε 

 Μ(
xΑ+xΒ

2
,
yΑ+yΒ

2
) ή ισοδύναμα Μ(

0+8

2
,
0+0

2
), δηλαδή Μ(4,0). 

Ν(
xΒ+xΓ

2
,
yΒ+yΓ

2
) ή ισοδύναμα Ν(

8+10

2
,
0+4

2
), δηλαδή Ν(9,2). 

γ) Εξίσωση της ευθείας ΑΓ:  
y−yA

x−xA
=

yΓ−yA

xΓ−xA
⇔ 

y−0

x−0
=

4−0

10−0
⇔ y =

2

5
x    (1). 

Εξίσωση της ευθείας ΔΜ:  
y−yΜ

x−xΜ
=

yΔ−yΜ

xΔ−xΜ
⇔ 

y−0

x−4
=

4−0

2−4
⇔ y = −2x + 8   (2). 

 

Εξίσωση της ευθείας ΔΝ:  
y−yΝ

x−xΝ
=

yΔ−yΝ

xΔ−xΝ
⇔ 

y−2

x−9
=

4−2

2−9
⇔ y − 2 =

−2

7
(x − 9) ⇔ y =

−2

7
x +

32

7
   (3). 

Το σημείο Κ είναι σημείο τομής των ευθεών ΑΓ και ΔΜ, συνεπώς οι συντεταγμένες του 

είναι λύση του συστήματος των εξισώσεων (1) και (2):  y =
2

5
x  και y = −2x + 8. 

Εξισώνοντας τα δεξιά μέλη έχουμε  
2

5
x = −2x + 8   δηλαδή x =

10

3
, άρα Κ(

10

3
,
4

3
). 

Το σημείο Λ είναι σημείο τομής των ευθεών ΑΓ και ΔΝ, συνεπώς οι συντεταγμένες του 

είναι λύση του συστήματος των εξισώσεων (1) και (3):  y =
2

5
x  και y =

−2

7
x +

32

7
. 

Εξισώνοντας τα δεξιά μέλη έχουμε  
2

5
x =

−2

7
x +

32

7
   δηλαδή x =

20

3
, άρα Λ(

20

3
,
8

3
). 

δ) Το σημείο Α(0,0) είναι η αρχή των αξόνων και έχουμε: 

Από την εκφώνηση: ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (10,4) 

Από την απάντηση του γ) ερωτήματος: ΑΚ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
10

3
,
4

3
) και ΑΛ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (

20

3
,
8

3
). 

Άρα, ΑΚ⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗ και ΑΛ⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

2

3
ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

 

Συνεπώς, τα σημεία Κ και Λ τριχοτομούν τη διαγώνιο ΑΓ. 
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ΘΕΜΑ 2 

Οι πλευρζσ ΑΒ και ΑΔ ενόσ παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ ζχουν εξιςώςεισ x+2y+1=0 και 

2x+y+5=0 αντίςτοιχα και το κζντρο του παραλληλογράμμου είναι το ςημείο Κ(1,2).  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Η κορυφή Α του παραλληλογράμμου ζχει ςυντεταγμζνεσ Α(-3, 1). (Μονάδεσ 08) 

ii. Η κορυφή Γ του παραλληλογράμμου ζχει ςυντεταγμζνεσ Γ(5, 3). (Μονάδεσ 07)  

β) Να βρείτε τισ εξιςώςεισ των άλλων δφο πλευρών του ΒΓ και ΓΔ. (Μονάδεσ 10) 
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ΛΥΣΗ 

 

α)  

i. Έςτω ΑΒΓΔ το παραλληλόγραμμο ςτο οποίο είναι ΑΒ: x+2y+1=0 και ΑΔ: 2x+y+5=0.  

Το ςημείο τομήσ των ευθειών ΑΒ και ΑΔ είναι το ςημείο Α, του οποίου οι 

ςυντεταγμζνεσ προκφπτουν από τη λφςη του παρακάτω ςυςτήματοσ. 

(Σ): {
         
        

  {
           
        

  {
        
        

  {
   
    

 

Άρα Α(-3, 1). 

ii. Το ςημείο Κ είναι το κζντρο του παραλληλογράμμου, οπότε είναι το μζςο του 

τμήματοσ ΑΓ. Αν Γ(xΓ,yΓ), τότε για το ςημείο Κ ζχουμε,  Κ(
     

 
 
    

 
) . Όμωσ οι 

ςυντεταγμζνεσ του Κ είναι (1,2), οπότε  
     

 
 = 1  xΓ = 5  και   

    

 
  = 2  yΓ = 3.  

Άρα Γ(5,3). 

β) Η πλευρά ΒΓ διζρχεται από το ςημείο Γ(5,3) και ΒΓ//ΑΔ. Η εξίςωςη τησ ευθείασ ΑΔ είναι: 

2x+y+5=0 με λΑΔ = -2. Άρα λΒΓ = - 2, οπότε η εξίςωςη τησ ΒΓ είναι   

ΒΓ: y-yΓ = -2(x-xΓ) ή y-3 = - 2(x-5)  2x+y-13=0. 

Η πλευρά ΓΔ διζρχεται από το Γ(5,3) και ΓΔ//ΑΒ. Η εξίςωςη τησ ευθείασ ΑΒ είναι x+2y+1=0 

με λΑΒ= - 
 

 
 . Άρα λΓΔ= - 

 

 
 , οπότε η εξίςωςη τησ ΓΔ είναι:  

ΓΔ: y-yΓ = - 
 

 
 (x-xΓ) ή y-3 = - 

 

 
  (x-5)  x+2y-11=0 
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ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται το τετράγωνο ΑΒΓΟ με κορυφές τα σημεία Α(0,4), Β(4,4), Γ(4,0), Ο(0,0). Στην 

διαγώνιο ΑΓ παίρνουμε σημείο Ζ, τέτοιο ώστε  ΑΖ������ = 
�

�
 ΑΓ������. Επίσης, θεωρούμε το μέσο Δ της 

ΒΓ.     

α) Να βρείτε: 

i. Τις συντεταγμένες του σημείου Δ.                                                               (Μονάδες 07) 

ii. Τις συντεταγμένες του σημείου Ζ.                                                                  (Μονάδες 09) 

β) Αν το σημείο Δ είναι το (4,2) και το σημείο Ζ το (3,1), να αποδείξετε ότι η ευθεία ΖΔ είναι 

κάθετη στην ευθεία ΑΓ.                                                                                                   (Μονάδες 09) 

 

 22173



ΛΥΣΗ 

 

α)  

i. Οι συντεταγμένες του μέσου Δ του ΒΓ δίνονται από τους τύπους 

B
x x 4 4

x 4
2 2

Γ
∆

+ +
= = =  και 

y y 4 0
y 2

2 2

Β Γ
∆

+ +
= = = .  

              Επομένως, είναι Δ(4,2). 

ii. Έστω Ζ(x,y). Τότε  ( )Z A Z A
x x y y x 0 y 4 x y 4, ( , ) ( , )ΑΖ = − − = − − = −

����

 και 

            ( )A A
x x y y 4 0 0 4 4 4, ( , ) ( , )
Γ Γ

ΑΓ = − − = − − = −
����

. 

             Όμως 
3

A A
4

Ζ = Γ
���� ����

, άρα 
3

x y 4 4 4 3 3
4

( , ) ( , ) ( , )− = − = − . 

            Επομένως x = 3 και y – 4 = -3, δηλαδή y = 1. Άρα, είναι Ζ(3,1). 

β) Από το ερώτημα β) έχουμε ότι 3 3( , )ΑΖ = −
����

. 

( ) ( )Z x x y y 4 3 2 1 11, , ( , )
∆ Ζ ∆ Ζ

∆ = − − = − − =
����

. 

A 3 3 1 1 3 3 0( , ) ( , )Ζ ⋅ Ζ∆ = ⋅ − = − =
���� ����

. Επομένως τα διανύσματα είναι κάθετα. Το ίδιο θα ισχύει 

και για τους φορείς τους, δηλαδή ΑΓ κάθετη στην ΖΔ. 

Εναλλακτική λύση: 

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΑΖ είναι 
y y 1 4

1
x x 3 0

Ζ Α
ΑΖ

Ζ Α

− −
λ = = = −

− −
. 

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΖΔ είναι 
y y 2 1

1
x x 4 3

∆ Ζ
Ζ∆

∆ Ζ

− −
λ = = =

− −
. 

Επειδή 1
ΑΖ Ζ∆

λ ⋅ λ = − , οι ευθείες ΑΖ και ΖΔ είναι κάθετες.   
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